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Das Riemann-Hilbertsche Problem 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen 


Von 


Hetmvut ROwRL in Miinchen 


Einleitung 
n 

1. Ist ein System = = ~ R; ;(z)y;, t= 1, ..., n, von linearen homogenen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung mit rationalen Koeffizienten gegeben, so 
sind ihre Lésungen bekanntlich im allgemeinen nicht in der vollen Zahlen- 
kugel P! eindeutig und meromorph. Jede einzelne Lésung besitzt jedoch nur 
endlich viele isolierte Singularititen; als solche Singularitiéten kommen in 
Frage die Polstellen 2,,..., x, der Koeffizienten R,,(z) und evtl. der Punkt 
Y= co. Bilden die Lésungen y, = (y,;(z), . - ., Yay (2)), t= 1,...,, ein Fun- 
damentalsystem von Lésungen, so geht bei Umlauf um die singulire Stelle z, 
der Vektor », iiber in einen Vektor Da\}) y,; dabei ist die Matrix A) : = (a?) 
nicht singular und es besteht die sog. Riemannsche Relation 2 - . . . - 2") = 1. 
Diese Riemannsche Relation bedeutet nichts anderes, als daB jedes Fun- 
damentalsystem »,,...,9, von Lésungen einen Homomorphismus der Fun- 
damentalgruppe von P!— {z»,...,2,} in die allgemeine lineare Gruppe 
GL(n,C) iiber dem Korper der komplexen Zahlen induziert. 

2. Bereits im Jahre 1857 warf B. Riemann [21] das Problem auf, ob um- 
gekehrt auch zu jedem Homomorphismus der Fundamentalgruppe von 
P\— {2o,..., Xj} — Lp, ..-, LZ, seien beliebig vorgegeben — in GL(n,C) ein 
System von n linearen homogenen gewdhnlichen Differentialgleichungen 
1. Ordnung mit rationalen Koeffizienten gehért, welches ein Fundamental- 
system von Lésungen besitzt, das diesen Homomorphismus erzeugt. Dariiber 
hinaus verlangte RreMANN noch, daB das Differentialgleichungssystem vom 
Fuchsschen Typ (vgl. Vorbemerkungen) sei. Im selben Jahre [20] hatte er 
dieses Problem fiir k = n = 2 bejahend beantwortet und Fundamentalsysteme 
der gewiinschten Art explizit angegeben. In der Folgezeit haben sich u. a. 
H. Porncaré [19] und L. ScHLesmncEr [23,24] mit dem Riemannschen 
Problem eingehend befaBt. Die von ihnen angegebenen Beweise sind jedoch 
sehr liickenhaft und vom modernen Standpunkt aus nicht exakt. Auf diese 
Tatsache wies bereits J. PLEMELJ [18] hin, der selbst im Jahr 1908 [17] den 
ersten im wesentlichen einwandfreien Existenznachweis fiir beliebiges k und n 
lieferte. Schon 1900 hatte D. HitBErt das Riemannsche Problem unter seine 
Mathematischen Probleme [9] aufgenommen (man spricht seither vom Rie- 
mann-Hilbertschen Problem); 1905 wurde von D. HizBert [10, 11] der Fall 
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n = 2, k beliebig erledigt, ein Spezialfall, der kurz vorher auch von O. KEt- 
LoG [12] behandelt wurde. Der Plemeljsche Beweis stiitzt sich — analog wie 
die Ansitze von D. Hitpert und O. Keitioc — auf die Theorie der Fredholm- 
schen Integralgleichungen. Im Jahre 1913 gewann G. D. Brrxnorr [2] das 
allgemeine Plemeljsche Resultat durch gewisse Approximationssitze; gleich- 
zeitig erledigte er eine bereits friiher von ihm angegebene Verallgemeinerung 
des Riemann-Hilbertschen Problems. In den Jahren um 1924 beschiiftigte 
sich O. Haupt [6—8] mit einer dem Riemann-Hilbertschen Problem nahe ver- 
wandten Fragestellung. 

An Monographien, welche sich u. a. ausfiihriich mit dem Riemann-Hilbert- 
schen Problem befassen, sind die Darstellungen von J. A. Lappo-Dant- 
LEVSKY [14] und N. I. MuskHeELisHviii [15] zu erwihnen. In [14] wird auch 
in hinreichender Allgemeinheit die Frage der Abhangigkeit des Fundamental- 
systems von den ,,Verzweigungspunkten“ z», .. ., x, in Angriff genommen. 

3. Durch das Resultat von J. PLEmMELJ wurde die allgemeine Theorie der 
Systeme linearer homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung vom Fuchs- 
schen Typ mit rationalen Koeffizienten in einem gewissen Sinne zu einem 
befriedigenden AbschluB gebracht ; denn man iiberblickte nunmehr das lokale 
und globale funktionentheoretische Verhalten der Lésungen vollstandig. Fiir 
Systeme linearer homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung, deren Koeffi- 
zienten meromorphe Funktionen auf einer beliebigen kompakten oder nicht 
kompakten Riemannschen Flache sind, fehlen bis heute analoge Unter- 
suchungen. Die lokale Theorie lauft offensichtlich parallel zum klassischen 
Fall. Ahnlich wie auf der Zahlenkugel kann man auch jetzt die Singularitiaten- 
menge X’ eines Lésungssystems charakterisieren. Jedes Fundamentalsystem 
von Lésungen erzeugt wieder wie im klassischen Fall einen Homomorphismus 
der Fundamentalgruppe von X — X’ in GL(n,C). Daher kann man auch das 
Riemann-Hilbertsche Problem iibertragen und schlieBlich noch nach der Ab- 
hangigkeit der Lésungen von den Verzweigungspunkten fragen. Die Schwierig- 
keit bei der Behandlung derartiger Fragestellungen beruht im wesentlichen 
auf der Existenz von nicht zerlegenden Riickkehrschnitten. 

4. In der vorliegenden Arbeit wird das allgemeine Riemann-Hilbertsche 
Problem fiir beliebige (kompakte oder nicht kompakte) Riemannsche Flichen 
im bejahenden Sinne gelést. Die verwendeten Methoden sind im Gegensatz 
zu den bislang benutzten rein funktionentheoretischer Art. Es werden dabei 
einige tiefliegende Satze der modernen Funktionentheorie mehrerer Ver- 
anderlichen sowie die Theorie der komplex-analytischen Faserriume heran- 
gezogen. Die Existenzprobleme fiir Differentialgleichungen werden umfor- 
muliert zu Existenzaussagen fiir komplex-analytische Schnitte in komplex- 
analytischen Faserriumen (Satz 1 und 2). Das Vorhandensein derartiger 
Schnitte wird in bestimmten Fallen (Satz 3) durch die Trivialitaét des defi- 
nierenden Cozyklus sichergestellt. In den ausstehenden Fallen, die sich auf 
kompakte Riemannsche Flachen beziehen, wird die Existenz entweder durch 
direkte Konstruktion nachgewiesen oder durch einen Satz von 8S. Nakano 
tiber komplex-analytische Vektorraumbiindel gewahrleistet (Satz 4). Wie man 
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sich leicht tiberlegt — dieser Punkt wird im folgenden nicht naher ausgefiihrt — 
la8t sich mit Hilfe von Satz 3 und Satz 4 auch die sinngem&B auf beliebige 
Riemannsche Flaichen itibertragene Birkhoffsche [2] Verallgemeinerung des 
Riemann-Hilbertschen Problems im bejahenden Sinne beantworten: dazu hat 
man nur anstelle des Cozyklus £,, einen entsprechend abgednderten zu setzen. 
Bekanntlich leisten die Saitze 3 und 4 noch wesentlich mehr. Satz 3 enthalt 
z. B. den WeierstraBschen Produktsatz fiir beliebige nicht kompakte Riemann- 
sche Flachen und Matrizen (statt Funktionen), ein Ergebnis, das im Falle der 
Zahlenebene bereits von G. D. BrrxuorrF [3] bewiesen wurde. Satz 4 ist noch 
aus folgendem Grunde von Interesse. Bekanntlich verliert der WeierstraBsche 
Produktsatz auf kompakten Riemannschen Flichen seine Giltigkeit. Doch 
bleibt (wegen Satz 4) die Aussage richtig: ist X eine kompakte Riemann- 
sche Flache, 2,,...,z, eine Punktmenge auf X und sind /,(z), .. ., /, (x) 
Funktionen, die in geeigneten reduzierten Umgebungen von z, 
bzw. 2... bzw. x, meromorph sind, so gibt es eine auf X —{z,,..., x,} 
meromorphe Funktion f(z), fir welche f(z) f—"(z), 2=1,...,8, mero- 
morph in 2, fortsetzbar ist. 

Dies ist offensichtlich die sinngemaé8 auf kompakte Riemannsche Flachen 
iibertragene Formulierung des WeierstraBschen Satzes. Da Satz 4 auch fiir 
algebraische Mannigfaltigkeiten seine Giltigkeit behilt, gelangt man wie eben 
zu einer sinngemaBen Ubertragung des Cousin-II-Problems auf algebraische 
Mannigfaltigkeiten; man sieht, daB — im Gegensatz zum Cousin-II-Problem 
fiir holomorph vollstandige Raiume — hier das iibertragene Cousin-II-Problem 
uneingeschrinkt Lésungen zulaBt. 

Die Frage nach der Abhangigkeit der Lésungen von den Verzweigungs- 
punkten wird mit ahnlichen Methoden wie das Riemann-Hilbertsche Problem 
selbst angegangen. Das Hauptresultat ist: la4Bt man die Verzweigungspunkte 
in einfach zusammenhingenden und paarweise fremden Gebieten variieren, 
so kann man stets Lésungen 9} des Riemann-Hilbertschen Problems angeben, 
welche meromorph von den Verzweigungspunkten abhingen. Hinsichtlich 
der genauen Formulierung sei auf Theorem II verwiesen. Die hier beniitzten 
Methoden lassen sich auch bei einer Reihe von Fragestellungen, welche in 
einer Arbeit von O. TrIcHMULLER [25] iiber verinderliche Riemannsche 
Flachen angeschnitten sind, mit Erfolg verwenden. AbschlieBend mége noch 
darauf hingewiesen werden, daB ahnliche Problemstellungen, wie sie hier be- 
handelt werden, bei gewissen Existenzfragen der Funktionentheorie mehrerer 
Verianderlichen auftreten. 


1. Vorbemerkungen 


Gegeben sei eine abstrakte Riemannsche Fliche X, von der wir stets 
voraussetzen wollen, daB sie zusammenhangend ist. Ferner sei ein System 
von n linearen homogenen Differentialgleichungen 1. Ordnung 


(1) dy =p Q(z) 
mit 2’(x) als einer Matrix vom Typ (n,n), deren Komponenten auf X 
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meromorphe Differentialformen vom Grade | sind, betrachtet. Wir sagen, (1) ist 
ein Differentialgleichungssystem auf X. Mit X’ wollen wir die Gesamtheit 
der Pole der Komponenten von 2’(x) bezeichnen; entsprechend nennen wir 
die Vereinigung der Divisoren der Komponenten von ’(z) den Divisor 
von £2’ (2). 

Bekanntlich gibt es stets nichttriviale Lésungen dieses Differential- 
gleichungssystems, d. h. Vektoren y(z), deren Komponenten auf der univer- 
sellen Uberlagerungsfliche X — X’ von X — X’ meromorph und nicht alle 
identisch Null sind und der Gleichung 


(1’) dy(z) = y(z) p*(Q' (x)) 


geniigen; dabei mége mit y die natiirliche Abbildung von X —X’ auf X — X’ 
und mit y* der zugehérige Monomorphismus des Koérpers (Ringes) der auf 
X — X’ meromorphen Funktionen (Differentialformen) in den Kérper (Ring) 


der auf X —X’ meromorphen Funktionen (Differentialformen) sein. Die Ge- 
samtheit LZ der Lésungen von (1) bildet einen Vektorraum iiber dem Kérper C 
der komplexen Zahlen, dessen Dimension gleich n ist. 

Es sei 2,¢ X — X’. Wir betrachten jetzt die Fundamentalgruppe 
mm, (X — X’, x) von X — X’ mit x, als Bezugspunkt. Ist 7, ¢ X — X’ mit y (Xo) 
= 2, ein fir allemal gegeben, so entsprechen sich die Elemente « ¢ 2, (X — X’, x4) 
und die Punkte aus {w~!(z,)} gemaB der iiblichen Konstruktion der univer- 
sellen Uberlagerungsfliche umkehrbar eindeutig. Der hierbei « zugeordnete 
Punkt sei mit «(%,) bezeichnet. Des weiteren mége unter y(z) im folgenden 
der zu » im Punkte z ¢ X — X’ gehérende Keim verstanden werden. Wir 
setzen dann fiir « € 2,(X — X’, 2x9) 

a*- D(X») >= 9(a(Z9)). 

Bekanntlich ist «* ein C-Automorphismus von L. Da weiter (« #)* = B* a* 
gilt, liefert die Zuordnung « — «* einen Anti-Homomorphismus jj, von 
m,(X — X’, x) in die Automorphismengruppe von L. Fixiert man also 
eine Basis in L, so entspricht «* in natiirlicher Weise ein Element m(«) der 
Gruppe GL (n,C) der invertierbaren Matrizen vom Typ (n,n) tiber dem Kérper 
der komplexen Zahlen. « — (a) ist ersichtlich ein Homomorphismus. Es ist 
klar, daB bei einer anderen Wahl der Basis die Darstellung « — u(«) durch 
eine aquivalente zu ersetzen ist. s, wird iiblicher Weise als die Monodromie 
von (1) bezeichnet, X’ als die Menge der Verzweigungspunkte. 

Man kann nun die Frage stellen, ob es zu jeder Darstellung “ von 
m,(X — X’,x,) in GL(n,C) ein System (1) auf X gibt, dessen Lésungsraum L 
nach dem angegebenen Verfahren zu dieser Darstellung ~ AnlaB gibt. Dabei 
werde vorausgesetzt, daB X’c X auf X keine Haufungspunkte besitzt und 
ty « X—X’ gilt. 

FaBt man eine Basis des Lésungsraumes L von (1) zu einer Matrix 9}(Z), 
deren Zeilen aus den verschiedenen Elementen der Basis bestehen mégen, 
zusammen, so hat man ersichtlich fiir « ¢ 7,(X — X’, x9) 


(2) a* + I (%) = w(x) B(Z), 


-— htmnmin aa 


— me. A 
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falls «* sinngema&B fiir Matrizen definiert wird. %(z) ist auf X —X’ mero- 
morph und nicht singular, d. h. Det 3(Z) + 0. Ist umgekehrt eine auf =F 
meromorphe und nicht singulire Matrix 9(z) vom Typ (n,n) gegeben, fiir 
welche (2) gilt, dann ist auch 3-!(z) dQ(z) auf r-F meromorph. Da fiir 
aE mt, (X = X’, Xp) 

a*- B-* (Zo) dY (Zp) = Y-* (Zp) AY (Zp) 


y**(B-1(Z) dB(x)) =: Q(x). 
§2’ (x) ist auf X — X’ meromorph und die Lésungen des Differentialgleichungs- 
systems 


gilt, existiert 


dy = 9 2’ (z) 


auf X — X’ geben als Linearkombinationen der Zeilen von %(Z) zu der ge- 
gebenen Darstellung « von 2,(X — X',z,) AnlaB. Da die Zweige von J (z) 
im allgemeinen in den Punkten aus X’ ziemlich unangenehme Singularitaéten 
besitzen, kann man nicht erwarten, daB sich 2’(x) meromorph auf X fort- 
setzen laBt. 

ErfahrungsgemaB erweisen sich in der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen im Komplexen die sog. singuliren Stellen der Bestimmtheit als 
angenehme Singularitéten. Dabei mége in leichter Abwandlung der her- 


kémmlichen Begriffsbildung 2x’ ¢ X’ fiir den auf } mo meromorphen Vektor 
»(Z) eine Stelle der Bestimmtheit heiBen, wenn gilt: es gibt eine Umgebung U 
von x’ in X mit Ur\ X'={x'} derart, daB zu jeder zusammenhiingenden 
Komponente V,; von w~1(U — {x’}) eine Matrix A, existiert, so daB fiir die 


in U definierte lokale Uniformisierende t(x) von x’ mit t(x’) = 0 


yf -{exp(Qlogt o y,(Z)) n(Z)} 


existiert und sich meromorph in x’ fortsetzen lift; dabei werde unter y, die 
Beschrankung von p auf V, verstanden. Diese Definition iibertragt sich 
sinngemaB auf Matrizen. 

Ein Differentialgleichungssystem (1) heiBt vom Fuchsschen Typ, falls fiir 
jedes Element des Lésungsraumes L von (1) jeder Punkt 2’ ¢ X’ eine Stelle 


der Bestimmtheit ist. Liegt nun in %(z) eine auf X — X’ meromorphe Matrix 
vor, fiir welche jeder Punkt 2’ ¢ X’ eine Stelle der Bestimmtheit ist und die der 
Beziehung (2) geniigt, so ist, wie man leicht sieht, 2’(x) auf ganz X mero- 
morph fortsetzbar. 

Das Riemann-Hilbertsche Problem besteht darin, zu gegebenem X’ c X und 
zur Darstellung ~ von 2,(X — X’,z,) in G@L(n,C) ein System (1) vom Fuchs- 
schen Typ auf X zu konstruieren, dessen Lésungsraum L zu der gegebenen 
Darstellung « AnlaB gibt. Nach den obigen Bemerkungen wird es positiv 
beantwortet sein, wenn es gelingt, eine auf X — X’ meromorphe nichtsingu- 
lire Matrix 9}(z) anzugeben, fiir-die jeder Punkt 2x’ ¢ X’ eine Stelle der Be- 
stimmtheit ist und welche (2) erfiillt. Dieses letztere Existenzproblem sei mit 
(X,X’, 4) bezeichnet. Es wird von einer holomorph invertierbaren Lésung J} (z 
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von (X,X’, «) gesprochen, falls %(z) auf X — X’ holomorph und holomorph 
invertierbar ist. 


2. Die dem Riemann-Hilbertschen Problem zugeordneten Faserriume 


Es ist zweckmaBig, zuerst eine Lésung von (X — X’,®,u)") zu suchen und 
dann in einem weiteren Schritt die eventuellen Stellen der Unbestimmtheit, 
welche in X’ enthalten sind, zu beseitigen. Bei der Diskussion von (X — X’, 
®, u) kann X — X’ stets als nicht kompakt vorausgesetzt werden. Ist nim- 
lich X kompakt und X’= @, so setze man mit 2’’¢ X X": = {x’’} und be- 
trachte (X — X’’, D, u*), wobei u* = pv © i* mit i* als dem natiirlichen Homo- 
morphismus von 7,(X — X"’, x») auf 2,(X — X’,x,). Eine Lésung von (X — X”, 
®, u*) lést dann auch (X,®, ~) iiber X — X”, weshalb dann nur noch eine 
etwaige Singularitét in x” zu beseitigen ist. 

Nun sei X eine nicht kompakte Riemannsche Flache, {U,};-; eine offene 
Uberdeckung von X durch zusammenhiangende Koordinatenumgebungen mit 
a,(U,) = 0 fiir i¢ J, so daB U;-\U, stets zusammenhingend ist. (X, ®, 1) 
wird nach dem folgenden Verfahren ein G L (n,C)-Cozyklus &, < H'(X,GL(n,C)w) 
zugeordnet. In jedem U; wahlen wir einen Punkt 2;¢U; und verbinden 2, 
mit x, durch eine Kurve K,, welche in z, startet. Ist 2¢ U,;- U,;, so sei D, ;(x) 
eine Kurve von x; nach z in U;, D;;(x) eine Kurve von 2; nach z in U;. Wir 
bezeichnen die Homotopieklasse einer Kurve K mit (K). Es sei 

9: j(2): = ((K,D,,(x) D,; (x) K;")) far x6 U,; QU 


2 


gesetzt. Da 9:5(2) wegen 2,(U,) = {0} in jeder zusammenhingenden Kom- 
ponente von U,-\ U; konstant ist, stellt g;;(x) eine holomorphe Abbildung 
von U,; U; in GL(n, C) dar. Wie man leicht nachrechnet, erfiillen die g; ;(x) 
die Vertriglichkeitebedingungen 9:5 (©) 9jx(X) = Gy (x) fir 2 6 U, QU; OU, 


2 2 


Der durch die g,;(x) definierte Cozyklus aus H1(X,GL(n,C),,) werde mit & 


Su 
bezeichnet. &, ist unabhaingig von der Wahl der Punkte 2,¢U,; und der 
Kurven K,. Ferner sind, wie man sich leicht iiberlegt, zwei Cozyklen €.,,,&,, 
dieser Art genau dann gleich, wenn es einen inneren Automorphismus y von 
GL(n,C) mit p’= y © pu gibt. 

Einer holomorph invertierbaren Lésung %(z) von (X — X’, ®, u) wollen 
wir jetzt einen weiteren Cozyklus §, zuordnen. Dazu wahlen wir eine offene 
Uberdeckung {U,};-; von X mit den naimlichen Eigenschaften wie eben, fiir 
welche auBerdem noch gilt : 

U,-\X’ ist fiir jedes ic J héchstens einpunktig und jedes x’¢X’ ist in 
héchstens einem der U, enthalten. Ist U; ~\ X'= ®, so setzen wir 


f(x): =1¢GL(n,C) far x¢U;. 


Nunmehr sei U,/\ X’= {;}, t;(x) eine lokale Uniformisierende in U,; mit 
t;(x;) =0, K, eine Kurve von zx, nach z,¢ U,— {x;} und D, eine in U,— {z;} 
verlaufene Kurve, die in z, startet und endet und deren Homotopieklasse 


1) © sei die leere Menge. 
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x,(U,— {x;}) erzeugt. Dann laBt sich der meromorphe Keim 


log u((K; D; K>*)) logt,o y(¢K,)2,) ~ 
Sa - (Dj) logt,(z;) — log t,(z,) _ (K;)* B( 20) 
meromorph in diejenige zusammenhangende Komponente V,; von wy (U, — {2;}) 
fortsetzen, zu welcher der Punkt (K,) 7, gehért. Diese Fortsetzung ist mit 
D(z) als einer in U, — {x;} verlaufenden Kurve, die in x, startet und in z 
endet, 





{_ log u({K,D, K*)) logt, o w(K, D,(x)) Z) | nit 
we sf D,) logt,(z,) — logt,(z;) j <K; D;(x)> *B (x9). 


Wie man unschwer erkennt, existiert 


a log u(< K; D, K;*)) logt; 0 p((K, D,(x)) Z) ; - 
12) = 9 exp ee ee Meaty | Ki Diz B Ee) 


fiir x < U,;{— 23}. Die Abbildungen 
Gis(2)2 =f (x) f(z)>* far xe U, NU, 


sind holomorph und erfiillen die Vertraglichkeitsbedingungen, definieren also 
einen Cozyklus &, ¢ H'(X,GL(n,C)w). Falls GL(n,C) als komplexe Automor- 
phismengruppe auf dem komplexen Raum Y operiert, laBt sich dem eben 
konstruierten Cozyklus ein komplex-analytisches Faserbiindel (X, &, Y) 
assoziieren. Wir benétigen hier nur die Fille Y = GL(n,C), was zum Haupt- 
biindel fiihrt, Y — P" (= n-dimensionaler komplex-projektiver Raum) und 
Y = P*’. Da GL(n,C) in natiirlicher Weise als eine Untergruppe der 
PGL(n + 1,C) aufgefaBt werden kann, ist nur noch anzugeben, wile die 
GL(n,C) auf P*’ operieren soll. Dazu zeichnen wir einen zu P*’ gehérenden 
Cc" aus und identifizieren ihn mit der Menge aller »-reihigen Matrizen 
iiber dem Kérper der komplexen Zahlen; GL(n,C) operiert durch Links- 
multiplikation auf der Menge aller Matrizen und damit auf C”’ als eine 
Gruppe von linearen Automorphismen, welche bekanntlich auf genau eine 
Weise in den Pr’ fortgesetzt werden kénnen. 

Satz 1: X sei nicht kompakt. Dann ist fiir die Existenz einer holomorph 
invertierbaren Lésung von (X,@,u) notwendig und hinreichend, daB £, der 
triviale Cozyklus ist. 

Beweis: Es sei 2}(x) eine holomorph invertierbare Lésung von (X, ®, 1). 
Ferner sei y, die Beschrinkung von y auf diejenige zusammenhingende Kom- 
ponente V,; von y-!(U,), welche (K,) %, enthalt. (K,>*%(Z,) laBt sich zu 
der auf V, holomorphen und holomorph invertierbaren Matrix (K , D,(x))*% (2p) 
fortsetzen. Da V,; durch y, topologisch auf U, abgebildet wird, existiert 


s,(z): = yt-((K,D,(2))*B(Z)) «far x CU, 
und ist holomorph und holomorph invertierbar. Da fiir z ¢ U;~ U 
8,(2) = yf-1((K,D,(x) D> (x) K>1K,D,(x))*B(Z»)) 
= pl-'((K,D,(xz))*(K,D,(z) D;* (x) K> 1)* J (z9)) 
= 9:5 (2) pt -1((K,D,(x))*B (Zo) = 9; ;(x) 8;(z) 


3 
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gilt, bildet die Kollektion der s;(x) einen komplex-analytischen Schnitt in 
dem zu &, gehérenden Hauptbiindel. Das bedeutet jedoch, daB &, der tr'viale 
Cozyklus ist. 

Nun sei umgekehrt ein komplex-analytischer Schnitt s(x) in dem zu &, 
gehérenden Hauptbiindel gegeben; ein solcher existiert bekanntlich, falls &,, 
trivial ist. Die Abbildungen g,(z,y) von U,x @L(n,C) in das zu &, asso- 
ziierte Hauptbiindel seien ein System lokaler Koordinaten der Faserstruktur. 
Dann setzen wir 

8,(z):= pi 2(s(z)) ~=—s far we U;. 


8,(x) ist in U; holomorph und holomorph invertierbar und es gilt in U; U; 
die Beziehung s,(x) 8; 1(x) = g,,;(x). Ist x9 ¢ U9, so wollen wir nun zeigen, daB 
8 (x) lings jedes in x, startenden und endenden Weges K analytisch fort- 
gesetzt werden kann, d.h. also zu einer auf X — X’ meromorphen nicht- 
singularen Matrix %(z) AnlaB gibt. Nebenbei wird sich ergeben, daB 9 (z) 
holomorph und holomorph invertierbar ist und der Gleichung (2) geniigt. 
K laBt sich durch geeignete Wahl der Kurvenpunkte x), 0 =0,...,7+ 1, 
X= X= X,, 4, derart in Teilwege K, von x, nach x, , , zerlegen, daB fiir ge- 
eignete Elemente U,, 0 =0,.. ., r, Us=U, der gegebenen Uberdeckung von 
XK,c U,0=9,..., r, gilt. Weiter werde x, mit x, durch eine Kurve D,c U, 
verbunden. Dann gilt 
K =(KjD;"K;") (K,D,K,D;" Kz")... (K,,D,-, Kj, K?) 

und somit 


(3) (<K)) = Jo, (2}) - . - Jr-1,0(2;) . 

Da g;, ¢4;(z) in U,; > U, konstant ist, wird s,;(x) durch g, ; ,, (2; + 1) 8:4; (#) nach 
U,., fortgesetzt. Damit laBt sich s(x) langs des ganzen Weges K analytisch 
fortsetzen und gibt so zu einer auf ay y holomorphen und holomorph in- 
vertierbaren Matrix %}(z) AnlaB. Wegen (3) gilt fiir %(z) ersichtlich die 
Gleichung (2). 

Corollar: Ist X nicht kompakt, so entsprechen sich die holomorph in- 
vertierbaren Lésungen von (X, ®, ~) und die komplex-analytischen Schnitte 
in dem zu &, assoziierten Hauptbiindel in natiirlicher Weise. 

Der eben bewiesene Satz liefert ein Kriterium fiir die Existenz von Ma- 
trizen, welche das gewiinschte ,,Verzweigungsverhalten“ aufweisen. Unter 
welchen Umstiinden es méglich ist, die evtl. auftretenden Stellen der Un- 
bestimmtheit zu beseitigen, lehrt der folgende 

Satz 2: Ist (Z) eine holomorph invertierbare Lésung von (X — X', ®, 1), 
so gilt: 

1) ist X nicht kompakt, so ist fiir die Existenz einer holomorph invertierbaren 
Lésung von (X, X', 4) notwendig und hinreichend, daB &, der triviale Cozyklus ist. 

2) ist X kompakt, so ist fiir die Existenz einer Lésung von (X, X', u) not- 
wendig und hinreichend, daB das zu £4 assoziierte Biindel (X, &x, P’) mit Pr’ 
als Faser einen komplex analytischen Schnitt s(x) zulaBt, fiir welchen es wenigstens 
ein x < X mit p-)(s(x)) < GL(n,C) gibt. 
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Beweis: 1) Ist s(x) ein komplex-analytischer Schnitt in dem zu &,, asso- 
ziierten Hauptbiindel, so gilt mit 


8,(z):= gp }(s(z)) far xe U, 


{7 *(x) 8,(x) = f7*(x) 8;(z) in U,\U,. Also definiert die Kollektion der 
f;*(x) 8,(x) eine in X — X’ holomorphe und holomorph invertierbare Matrix 
W(x). Setzt man nun 3(Z): = %(z) y*(W(z)), so ist offensichtlich 8 (Z) auf 
be holomorph und holomorph invertierbar und es gilt fiir 8(z) die Be- 
ziehung (2). Es bleibt also noch zu zeigen, daB alle Punkte von X’ fiir 8(Z) 
Stellen der Bestimmtheit sind. Da 


(K,)* 8 (9) = (K,)*B (Zo) - y*(B((K,) Z)) 

= (Ki)*B (Zo) : y* (fj *8;(p((K,) %,))) 

= (K* BE) v* (Le (YK) Fe) - v* (8 v(CK.D Fe) 

= (K,)*B (0) {(K,)*B(Z)}-* x 

{ log u((K,D, K;*)) logt, Ow(¢(K,) %) | - i 

ah (D,) logt,(x,) — log t,(x,) ome y* (8:(v(<K) t9))) 

erhalt man fiir z ¢ V 
[_ log m({K,D, KO) logs Oil) | 6 =) _ tig 6 w(F 
©xP |" <D,) logty(z) —logts(a,) | 3(%) = wi (%0 vl). 

Somit gilt 

aba _ log u({K,D, K;*)) logt, oy,(%) a 

oes (exp <D,) logt,(x,;) — logt,(x,) B(x) = 8,(z), 

d. h. aber, daB in V, die Forderung der Bestimmtheit erfiillt ist ; fiir die ibbrigen 
Komponenten folgt dies unmittelbar aus a*§(Z,) = u(a) 8(Z_). Ist umge- 
kehrt §(Z) eine holomorph invertierbare Lésung von (X,X’, ~), so ist 
%-1(%) B(x) auf X — X’ holomorph und holomorph invertierbar. Da fir 
a € my(X — X’, 2) a*-H-1(X) B8(Z) = BY-"(Z) B(Z) gilt, existiert Wz): 
= p*-1(Y-1(Z) 8(Z)). W(x) ist auf X — X’ holomorph und holomorph inver- 
tierbar. Es ist klar, daB s*¥ (x): = f,(x) W(x) in U,; meromorph und in U; — 
— U,- X’ holomorph und holomorph invertierbar ist. Wir suchen nun nach 
einer auf X meromorphen und auf X — X’ holomorphen und holomorph 
invertierbaren Matrix G(2x), fiir welche in jedem U, s*(x)G(zx) holomorph 
und holomorph invertierbar ist. Dies ist ersichtlich eine Verallgemeinerung des 
sog. Cousin-II-Problems. In der nimlichen Weise wie dem Cousin-II-Problem 
la8t sich unserer Fragestellung ein Cozyklus aus H!(X,G L(n,C),,) zaordnen. 
Die Schnitte in dem assoziierten Hauptbiindel entsprechen — wie im klassi- 
schen Fall — den Lésungen dieses verallgemeinerten Cousin-II-Problems. 
Nach Satz 3 ist aber der definierende Cozyklus trivial, d.h. es gibt eine 
Matrix G(x) mit den gewiinschten Eigenschaften. Offensichtlich ist die 
Kollektion der s;(x) : = s¥(x)B(x), x ¢ U;,, ein komplex-analytischer Schnitt 
in dem zu &,, assoziierten Hauptbiindel. 
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2) Der Beweis von 1) la8t sich sinngem&B auch auf 2) iibertragen. 

Corollar: Ist 2%}(z) eine holomorph invertierbare Lésung von (X —X’, ®, 
fa), 8o gilt: 

1) ist X nicht kompakt, so entsprechen sich die holomorph invertierbaren 
Lésungen von (X, X’, «) und die komplex-analytischen Schnitte in dem zu &; 
assoziierten Hauptbiindel in natiirlicher Weise, 

2) ist X kompakt, so entsprechen sich die Lésungen von (X, X’, u) und 
die komplex-analytischen Schnitte s(x) in dem zu &, assoziierten Biindel 
(X, &, Pn’), fiir welche es ein x ¢ X mit 7 }(s(x)) < GL(n,C) gibt, in natiir- 
licher Weise. 


3. Komplex-analytische Faserriume 
iiber nicht kompakten Riemannschen Flaichen 


Es seien komplex-analytische Faserriume mit einer nicht kompakten 
Riemannschen Flaiche X als Basis und einer komplexen Lieschen Gruppe G 
als Strukturgruppe betrachtet. Es wird bewiesen, daB alle derartigen kom- 
plex-analytischen Faserriume komplex-analytisch trivial sind. Dazu ist zu 
zeigen : 

Satz 3: Jst X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche und G eine komplexe 
Liesche Gruppe, so besteht H'(X,G.,) nur aus dem trivialen Element. 

Beweis: Ist & ¢ H'(X,G), so ist zu beweisen, daB in dem zu & assoziierten 
Hauptbiindel ein komplex-analytischer Schnitt existiert. Zuerst wird nach- 
gewiesen, daB ein stetiger Schnitt in diesem Hauptbiindel existiert. Da es 
im Hauptbiindel aus Dimensionsgriinden héchstens zwei-dimensionale nicht 
triviale Hindernisse gibt, reicht fiir die Existenz eines stetigen Schnittes der 
Nachweis hin, daB das zweidimensionale Hindernis verschwindet. Dieses 
Hindernis ist aber ein Element aus H*(X, 2,(@)). Weil aber fiir eine nicht 
kompakte Riemannsche Fliche X die zweidimensionale ganzzahlige Homo- 
logiegruppe H,(X,Z) nur aus dem Nullelement besteht, gilt dies nach dem 
universellen Koeffiziententheorem auch fiir H*?(X,2,(@)). Das zu & asso- 
ziierte Hauptbiindel ist somit topologisch trivial. Weil ferner nach H. BEHNKE- 
K. Srern [1] jede nicht kompakte Riemannsche Fliche ein holomorph voll- 
standiger Raum ist, kann man nach einem Satz von H. Gravert [5] von der 
topologischen Trivialitaét des vorliegenden Hauptbiindels auf die komplex- 
analytische Trivialitat schlieBen, was gleichbedeutend mit der Aussage von 
Satz 3 ist. Da fiir den zitierten Satz’ von H. Gravert noch kein Beweis 
veréffentlicht wurde, sei es gestattet, Satz 3 in dem fiir das Riemann-Hilbert- 
sche Problem interessierenden Spezialfall G = GL(n,C) noch einmal zu be- 
weisen. Hierzu benétigen wir eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes 
von Runee. Eine entsprechende Verallgemeinerung der hier benétigten Aus- 
sage benutzt H. GravErt [5] beim Beweis seines zitierten Satzes. Ist 2 = (a; ,) 
eine Matrix iiber dem Kérper der komplexen Zahlen, so sei |! 21! : = (4 D> \aix el)". a’ 


Ist (x) =(a,,(x)) eine Matrix von auf Bc X holomorphen i a so 
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sei |/2(z)|,: = sup{/(z)|:2¢ B}. Es gelten, bekanntlich die folgenden 
Rechenregeln : 


1) | + Bj s A} + |B}, 

2) (AB s pA} - |By, 

3) ist a € C, so ax Wl = jax! 21) , 

4) ist A+ B+ C=0,s80 

e% eS c& — 1) < emt + Sl — (1 + HO + Bl + Ej). 


Die im folgenden verwendete Verallgemeinerung des Rungeschen Satzes 
lautet : 


Ist Bc B’c X, B kompakt in B’, B’ kompakt in X, B relativ B’ einfach 
zusammenhingend und (2) eine holomorphe Abbildung von B in GL(n,C), 
so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine holomorphe Abbildung 2’ (x) von B’ in GL(n,C) 
mit |2l’(2) — W(x)! zp < e. 

Dies besagt, daB 21(2) durch holomorphe Abbildungen von B’ in GL(n,C) 
im Sinne der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf B approximiert 
werden kann. Fiir n = 1 ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus einer 
von H. Bennke-K. Sretn [1] bewiesenen Verallgemeinerung des Rungeschen 
Satzes zusammen mit einem weiteren Ergebnis dieser Arbeit, welches besagt, 
daB es auf einer nicht kompakten Riemannschen Fliche stets ein Integral 
1. Gattung zu gegebenen Perioden gibt. Aus diesen beiden Sitzen schlieBt 
man auch noch: ist x¢ B’— B, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine auf B’ holo- 
morphe Funktion h(x), deren Divisor auf ‘B’ gleich {x} ist und fiir welche 

h(x) — 1\,<.e gilt. Eine derartige Funktion erhilt man wie folgt: man 
wihle h,(x) als eine auf B’ holomorphe Funktion mit dem Divisor {z}, gebe 
ein Integral 1. Gattung f(z) auf B’, welches auf B dieselben Integralperioden 
besitzt wie ein gewisser Zweig von logh,(z) und approximiere die in B holo- 
morphe Funktion logh, (x) — f(x) durch eine in B’ holomorphe Funktion h,(z), 
so daB |logh,(x) — f(x) — hy(z)|y < mit e”— 1 <e gilt; dann leistet h(z): 
= exp(logh, (x) — f(x) — h,(x)) das Gewiinschte. 

Nun sei (x) eine holomorphe Abbildung von B in GL(n,C); ist A(z) 
= (a,,(x)), so lassen sich nach H. Bennke-K. Srern [1] in B’ holomorphe 
Funktionen a‘? (x) so finden, daB mit 21((a) : = (a{) (x)) |2K (x) — A(x) p< */, 
gilt. Ist e¢ hinreichend klein, so ist jede in B holomorphe Matrix G(z) mit 

B(x) — A(x)! <e in B holomorph invertierbar. Der Divisor 9, von 
Det 2% (x) auf B’ wird im allgemeinen nicht 0 sein, jedoch keine Primdivi- 
soren aus B enthalten. g sei die Gesamtordnung des Divisors von Det 2 (z). 
Ist der Primdivisor {z’} in 9, enthalten und gilt a‘) (x’) = 0 fir k=1,..., n, 
so wihle man eine auf B’ meromorphe Funktion m,(z), deren Divisor auf B’ 
gleich — {x’} ist und welche die Bedingung 


. é 
Im, (2) — 1a < spa 
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erfillt. Dann gilt fair W(x): =(a'P(z)) mit a(x): = m,(x) a®(z) 
fir k=1,..., und a%)(x): = a(x) sonst 

é 

a: 

Der Divisor 9, von Det 2@)(x) ist gleich D,— {z’}. In entsprechender Weise 
lassen sich alle Primdivisoren von 9, behandeln, welche gemeinsame Null- 
stelle wenigstens einer Zeile sind. Durch unvollstaéfdige Induktion gelangt 
man somit zu einer in B’ holomorphen Matrix (x), fiir welche jede Zeile 
in B’ den gréBten gemeinsamen Teiler | hat, fiir die 


||AO(a) — A(z)\|p< | + 


el 
29 
gilt und fiir welche der Divisor 9, von Det 2()(x) auf B’ in 9, enthalten ist 
und die Gesamtordnung g — / besitzt. Sei nun 2’e9,. Dann gibt es kom- 


[| (x) — A(z)||~ <> + 


n 
plexe Zahlen /,,i = 1,...,n, mit )’ A, a,;,(z’) =Ofiirk=1,...,n. Istd, +0, 
i=1 
so setzen wir 
1 0 \—] l 0 \ 
071 0 "1 
A(x): =F Ay... A... An A, my+1(2).--.; Ai, M44 (2), .- 0 An Mi41(2) JA (x), 
1 0 1 0 
0 “ey 0 a 


/ 
wobei m,, ,(x) eine auf B’ meromorphe Funktion mit dem Divisor {x’} sein 
soll, fiir welche 


lm z)—I||lp< 
|| r+ ) lp 29 U4) (x) B° A Vial®+e--+ An'? 


1 0 


0 c ° 


gilt. Es ist dann ('*)(x) auf B’ holomorph und fiir den Divisor 9,, , von 
Det ACl+Y(x) gilt D,,,=D,— {x}, und man hat |/W'+(x) — A(z)||p 
< ; + ane -£ Durch unvollstandige Induktion gelangt man schlieBlich zu 
einer Matrix 2’ (x) : = 2%)(x), welche den gestellten Anforderungen geniigt. 

Dem eigentlichen Beweis sei noch ein Hilfssatz vorausgeschickt, der auch 
noch beim Beweis von Satz 4 in einer entsprechend abgeinderten Form Ver- 
wendung findet. 

Hilfssatz 1: Es sei X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche, Pc X sei 
in X kompakt, ferner sei {U,, U,} eine offene Uberdeckung von P, desgleichen 
sei {V,, V,} eine offene Uberdeckung von P und V, in U,, i=1,2, relativ kom- 
pakt. Dann gibt es eine positive Zahl 6, welche rur von der geometrischen 
Konstellation abhaingt und die Eigenschaft besitzt : 





—- — 


— eel 


— sa mera A FF OO Ce be 
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Ist A(x) eine holomorphe Abbildung von U,/\ U, in GL(n,C) und gilt 
\|h(x) — 1|| < 6, dann gibt es holomorphe Abbildungen g;(x) von V,, i = 1, 2, 
in GL(n,C) mit g,(x) = h(x) g,(x) fiir x eV, 7 Vz. 
Ein analoges Lemma wurde bereits von H. Cartan [4] angegeben; die dort 
vorliegende Beweisidee fiihrt auch hier zum Ziel, da man hier stets nach 
H. Bennke-K. Stern [1] bzw. H. Réurt [22] bzw. H. Trerz [26] ein Ele- 
mentardifferential 1. Ordnung in zwei Verinderlichen angeben kann, welches 
in (V,U V,) x (V,U V,) als Divisor die analytische Menge {(x,2x)} besitzt. 
Auf einen ausfiihrlichen Beweis sei hier verzichtet, da der Beweis aus dem 
spater fiir Hilfssatz 2 gegebenen Beweis durch die angegebene Modifikation 
hervorgeht. Mit Hilfssatz 1 zeigen wir jetzt, daB die Beschrinkung des zu & 
assoziierten Hauptbiindels auf eine in X relativ kompakte Teilmenge P stets 
einen komplex-analytischen Schnitt zulaBt. Zu diesem Zweck denken wir uns 
einen Atlas der Faserstruktur des Hauptbiindels gegeben; die Kartentrager 
dieses Atlas sind offene Mengen U; x GL(n,C). Wir denken uns eine so 
feine Triangulierung von P gegeben, daB jedes Simplex in wenigstens einem 
U, liegt. Die hierbei auftretenden endlich vielen 2-Simplexe seien durch 
numeriert. Hat man bereits einen komplex-analytischen Schnitt itiber 

k 
der Vereinigung U S, der ersten k 2-Simplexe, so kann man eine hinreichend 
x=l1 
kleine offene Umgebung U dieser Vereinigung als Kartentriger in einem 
neuen Atlas der Faserstruktur des Hauptbiindels erhalten. Ist U’ eine hin- 
reichend kleine Umgebung eines 2-Simplexes S,,, von P, so gehért zu un- 
serem Atlas eine Kartentransformation h(x), welche UU’ holomorph in 
GL(n,C) abbildet. Da bei geeigneter Wahl von U’ und passender Nume- 
rierung der 2-Simplexe?) U’ relativ zu einer geeigneten Umgebung von U ~ U’ 
einfach zusammenhingend ist, kann man nach dem Rungeschen Approxi- 
mationssatz eine holomorphe Abbildung h(x) von UU’ in GL(n,C) so 
finden, daB fiir in U bzw. U’ relativ kompakte offene Mengen V bzw. V’, 
welche die bereits behandelte Vereinigung von Simplexen bzw. das neu hinzu- 
genommene Simplex iiberdecken, 
h,(x) hg(x) — | yar <6 
gilt. Dann kann man aber auf h(x) : = h, (x) h,(x) Hilfssatz 1 anwenden und 
k+1 

erhalt damit einen komplex-analytischen Schnitt im Hauptbiindel tiber U S,,. 


x=l 
Nach endlich vielen Schritten hat man also einen komplex-analytischen 
Schnitt iibe~ P gewonnen. Dieses Ergebnis wenden wir nun auf eine Folge 
((P,,)) von in X enthaltenen Mengen mit den Eigenschaften 
1) P,, ist relativ kompakt in P,,,,,n = 1, 2,... gelegen, 
2) zu jeder in X relativ kompakten Menge B gibt es ein n mit Bc P,,. 


° k 
2) Man hat dabei die 2-Simplexesodurchzunumerieren,daB YU S, mit S,,,,k = 1,2,..., 


niemals 3 1-Simplexe gemeinsam hat; auf die Méglichkeit einer solchen Numerierung 
wird in [la] hingewiesen. 
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an. Die Existenz derartiger ,, Aussch6pfungsfolgen“ ist bekannt (vgl. H. BEHNKE- 
K. Stem [1]). Es sei also s,(x) ein komplex-analytischer Schnitt iiber P,, 
in dem zu é assoziierten Hauptbiindel. Da fiir x ¢ U;\U;- P, 


{pi,2 (Gn(2))}-* Giz (Gn +12) = {Piz (n(2))}-* Piz (Gn +1(2)) 
gilt — {---}-1 ist als Inversenbildung in GL(n,C) zu interpretieren —, de- 
finiert die Kollektion der {gj}(s,(x))}—? p-2(s,4,(x)) eine holomorphe Ab- 
bildung /,, (2) von P,, in GL(n,C). Weil aber P, relativ P,, ,, einfach zusammen- 
haingt, kann man nach dem Rungeschen Approximationssatz holomorphe 
Abbildungen h,,(x) von P,, in GL(n,C) mit h,(x) = 1 € GL (n,C) so finden, daB 


He): = I (hz (2) fy (22) fy «3 (2)) 


im Sinne der kompakten Konvergenz auf X konvergiert. Also ist f(x) eine 
holomorphe Abbildung von X in GL(n,C). Setzt man schlieBlich auf P, ., 


H,, .;(2) Fs hy +1 (2) TT (hat m (2) In+ m (2) hy + m +1(2)) ’ 
m=1 
so ist die Definition 
A(x): = pi 2(8,(x)) - Hy (x) fir 2¢ U, OP, 
konsistent, und man hat in der Kollektion dieser /;(x) einen komplex-analyti- 
schen Schnitt im Hauptbiindel gefunden. 


4. Komplex-analytische Faserriume mit einer kompakten Riemannschen Fliche 
als Basis, GL(n, C) als Strukturgruppe und P" als Faser 


Bei der Untersuchung komplex-analytischer Vektorraumbiindel (X, &, C”) 
ist es verniinftig, die Cohomologiemoduln H*(X,2(X, &, C")) zu betrachten; 
dabei werde wie iiblich unter 2(X, &,C") die Garbe der lokalen komplex- 
analytischen Schnitte in (X, &,C") verstanden. Tritt jedoch an die Stelle 
von C” der komplex-projektive Raum P*" als Faser, so ersetzt man zweck- 
maBigerweise Q(X, &, C*) durch eine Garbe Q(X, &, Pn), die wie folgt erklart 
wird. Im P" wird in bestimmter Weise der C" ausgezeichnet. Sind z,, . . ., z, 
die Koordinaten im C*, so kann man 2p, 2}, . . ., Z, mit zz,— z}, v=1,...,m 
als Koordinaten im P" betrachten. Ist dann 2 ¢ GL(n,C), so entspricht 2 


die durch (4 x) charakterisierte Abbildung des P". Ist nun ein komplex- 


analytischer Schnitt s(x) iber UC X im Faserraum (X, &, P") gegeben, so 
kann man die Darstellungen von s(x) in lokalen Koordinaten anschreiben; 
dabei erhalt man in U; die z; als holomorphe Funktionen. Wir setzen dann 
8, (x) : =(zo(x), . . ., z,(x)). Besitzt s(x) in einer Koordinatendarstellung die 
Eigenschaft, daB 25 (x) nicht identisch verschwindet, so liegt diese Eigenschaft 
in jeder Koordinatendarstellung vor. Ein Schnitt von dieser Art sei als nicht 
entartet bezeichnet. Man iiberlegt sich leicht, daB die Menge der nicht ent- 
arteten Schnitte iiber U in natiirlicher Weise mit der Struktur eines K (X)- 
Moduls versehen ist, falls unter K(X) der Kérper der auf X meromorphen 
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Funktionen verstanden wird. Q(x , €, P") sei die Garbe der lokalen komplex- 
analytischen nicht entarteten Schnitte. Das Ziel dieses Paragraphen ist der 
folgende , 

Satz 4: Ist X eine kompakte Riemannsche Fliiche, K(X) der Kérper der auf X 
meromorphen Funktionen und & ¢ H'(X, GL(n,C),,), so gilt 


K(X) — dim H°(X, Q(X, &, P*)) =n. 


Beweis: A) Es seien s®), . . ., 8 ¢€ H®(X, Q(X, &, P)). Nun soll der Rang 
dieser | Schnitte erklirt werden. Dazu wihle man ein U, aus und gebe dort 


die Koordinatendarstellungen s(x) = (25 (zx), . . ., 2, (x)), A=1,..., 1, der 
vorliegenden Schnitte an. Unter dem Rang der Schnitte s™, . . ., s in U, sei 
dann der Rang der Matrix 

/ (x) zm‘) (2) 

x(a)? °° D(z) 

2 (x) z, (x) 

Zz) as 38 Ox ) 


in U, verstanden. Wie man leicht nachrechnet, ist der Rang unabhingig von 


der Wahl von U,, weshalb man vom Rang der Schnitte s™, . . ., s( schlechthin 
sprechen kann. Nach einiger Zwischenrechnung findet man: s@), . . ., s( sind 
genau dann linear abhangig itiber K (X), wenn der Rang der Schnitte s®, . . ., 


kleiner als / ist. Daraus ergibt sich aber unmittelbar, daB die Dimension 
von H°(X, 2(X, &, P")) héchstens » ist. Um nachzuweisen, daB die Dimension 
gleich n ist, ziehen wir einen Satz von 8S. Nakano [16] heran, der eine Aussage 
iiber komplex-analytische Vektorraumbiindel mit einer algebraischen Mannig- 
faltigkeit als Basis macht. Da X als algebraische Mannigfaltigkeit im P* auf- 
gefaBt werden kann, darf man S. Nakanos Theorem 4 anwenden. Aus ihm 
schlieBt man: ist 7 ¢ H'(X,GL(1,C),) geeignet gewahlt, so existieren in 
A(X, Q(X, 7 @€&, P")) n Schnitte t, .. ., &™, deren Rang n ist, welche also 
iiber K(X) linear unabhingig sind. Da aber fiir jedes ¢ ¢ H'(X,@GL(1,C),) 
die Dimension von H°(X, Q(X, &, P')) positiv ist — dies folgt z.B. aus 
einem Satz von K. Koparra und D. C. Spencer [13] —, gibt es einen 
vom Nullschnitt verschiedenen Schnitt ¢ ¢ H°(X, Q(X, n-1, P’)). Wegen 
t@t,...,t@ ek cH(X, Q(X, &, P")) hat man nunmehr Schnitte gewonnen, 
die im gewiinschten Cohomologiemodul liegen und iiber K(X) linear un- 
abhangig sind, weil ¢ nicht der Nullschnitt ist. 

B) Der hier angegebene Beweis verwendet starke Hilfsmittel aus der 
algebraischen Geometrie. Diese lassen sich umgehen, falls man den Spezial- 
fall X = P! im Auge hat. Es sei gestattet, fiir X.— P! einen verhiltnismaBig 
elementaren Beweis anzugeben. 

Dem eigentlichen Beweis schicken wir voraus 


Hilfssatz 2: Es sei x,¢ P', {U,,U,} eine offene Uberdeckung von P! mit 
U, c P!—{x,}, ferner sei { V,, V,} eine offene Uberdeckung von P und V, relativ 
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kompakt in U;, i= 1,2. Dann gibt es eine positive Zahl 6, welche nur von 
der geometrischen Konstellation abhangt und die Eigenschaft besitzt: 

Ist f(x) eine holomorphe Abbildung von U,/7\ U, in GL(n, C) und gilt 

f(z) — 1, <6, dann gibt es holomorphe Abbildungen g,(x) von V,, i= 1, 2, 

in GL(n,C) mit 9, (x) = f(x) gp (2). 

Beweis des Hilfssatzes: Es kann angenommen werden, daB U, durch t(x) 
mit ¢(z,) = 0 konform auf den Einheitskreis abgebildet ist. Ferner kann noch 
verlangt werden, daB die Rander der U; und V, glatte Kurven sind. Nun 
wahlen wir eine positive Zahl a mit 


a < Min [Dist ({¢ : |t| < 1}, ¢((Rd V,)), Dist(¢(Rd U,), (Rd V,))), 


wobei Dist (x,y) die euklidische Distanz von x, y ¢ C sein mége. Unter V, ,, 
i=1,2, k=1,2,..., verstehen wir dann diejenigen Gebiete auf X, fiir 
welche ¢(Rd V, ,) eine Parallelkurve zu ¢(Rd U;) im Abstand a — 2-*a ist 
und die relativ kompakt in U; liegen. Wir wihlen weiter x,¢ X — U,. Ist 
dF, (x,z) ein Elementardifferential 1. Ordnung und zweier Verinderlicher wie 
in [22] oder bei H. Trerz [26], dessen Charakterisierungsdivisoren nur den 
Primdivisor {x,} enthalten, so gibt es, wie man leicht einsieht, eine Zahl K mit 


| \aF,,(2,2)| 72" 2-1 far 2 EV as 
Rd Vi,% 
[ \dF, (z,2)|< >=" -2'-1 far 2 Ve nas 
Rd V2, 

a H-s 2 
und allek=1,2,.... Es wird behauptet, daB 6 -<Min(2 oe (1 + 7) e «| 
die Aussage des Hilfssatzes sicherstellt. Um dies zu beweisen, setzen wir 
fo(z): = f(x) fiir x € Vig Vo,9. Ist bereits f,(x) als holomorphe Abbildung 
von V, Ve, in GL(n,C) definiert und |/,(z) — 1p, ,q 7, <1, dann 
werde in V, , V2, 


~ (—1 
h,(x): = — a —— (f,(x) — 1)™ 
1 
hy, (2): = 7 h,(z) dF, (z, x) 
Rd Vie 
l 
he, (2) Face Qni / h, (2) dF, (z,2) 
Rd Vo, 


gesetzt. Damit wird h, ,(x) + hy(x) + he,,(x) = 0, und es gelten die Ab- 
schitzungen 


LC 


K 86 K 
|| = . ll — | . 
Ay, x (2) <r, 1| Vy,4419 Vo,eei s a Qe? Re, x Ul vee. Voces ~~ a oe? 


wie man nach einiger Zwischenrechnung findet. Endlich definiert man noch 


fei (2): = exp(h,, .(x)) * f(z) exp(he, ,(2)) fiir x ¢ Vi e+ 1 Vo ns 1 





Tr wae ae lhlUMh/!h.C 
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und gewinnt die Beziehung 
6 
Whe +1(2) - 4 1| Vy,041 9 Vo, e+i s geet ° 
Da 


f(x) =exp(—Ay, o(x))...exp(—Ay, ¢(2)) fe +1 (x) -exp(—he, ,(x))... exp (—he, 9(2)) 
fiir x « V, > V, gilt und dort die Folge der /, (x) gleichmaBig gegen 1 konvergiert 
und wegen der obigen Abschitzung auch noch die Produkte TT exp(—A,, ,(x)) 


gleichmaBig in V, konvergieren, ist der Beweis des Hilfssatzes erbracht. — 
Dieser Beweis ist, wie bereits friiher erwaihnt, einem Beweis von H. Car- 
TAN [4] nachgebildet. 


Nun zum Beweis von Satz 4 fiir den Fall X = P'. Wir geben uns als 
Uberdeckung von X ein System U,c X — {x,}, U, von offenen Mengen vor. 
U,7-\ Uz, sei vom Typ des Kreisringes. Nach Satz 3 ist die Beschrinkung des 
Cozyklus & auf U, wie auf U, der triviale Cozyklus. Damit laBt sich (X, &, P”) 
durch eine holomorphe Abbildung g(x) von U,7\ U, in GL(n,C) definieren. 
Der Satz wird also bewiesen sein, wenn man eine offene Uberdeckung {V,, V,} 
von X mit V,;c U,, i= 1, 2, und nicht singulire, in V; meromorphe Matrizen 
m,(x) mit m,(x) = g(x) m,(x), x € V,7\ Vy, angegeben hat. Erfillt g(x) die 
Voraussetzungen von Hilfssatz 2, so ist man bereits fertig. Andernfalls gebe 
man sich zwei offene, in U; relativ kompakte Teilmengen W,, i= 1,2 mit 
W,U W,=X vor, in denen jeweils V,; relativ kompakt liegt. Weiter kann 
man eine Matrix m(x) so finden, daB g-1(x) — m(x) in W, > W, meromorph 
und meromorph invertierbar und |m(z)| ». .w, < 77> <___ ist. Wahlt 

‘ . g(x) WOW, 
man ¢ hinreichend klein, so ist f(x) : = g(x) (g(x)-!— m(zx)) eine holomorphe 
Abbildung von W, 7 W,, welche die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfiillt. 
Alsdann hat man in m,(x): = g,(x), m,(x) : = (g(x)-?— m(z)) g(x) Matrizen 
der gewiinschten Art gefunden. 

Corollar (Heftungslemma): Ist X eine kompakte Riemannsche Filiche, 
{U,,U,} eine offene Uberdeckung von X und h(zx) eine holomorphe Abbildung 
von U, U, in GL(n,C), so gibt es auf U; meromorphe und nichtsingulire 
Matrizen m,(x), i = 1, 2, fiir welche in U, > U, 


m, (x) = mg(z) h(2) 
gilt. 
Wie man sich leicht iiberlegt, ist dieses Corollar nur eine andere Formu- 
lierung von Satz 4. 
Die Siatze 1—4, zusammen mit den ersten Bemerkungen des Beweises 
von Satz 4, ergeben 
Theorem I: Jst X eine Riemannsche Fliche, X'C X eine Teilmenge von X 
ohne Héiufungspunkte auf X und: ein Homomorphismus von 1,(X — X’, x) 
in GL(n,C), so gibt es stets eine auf X — X’ meromorphe und nichtsingulére 
Matrix %(x), welche iiber X’ nur Stellen der Bestimmtheit besitzt wnd fiir jedes 
Math. Ann. 133 2 
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a €2,(X — X’, x) der Bedingung 


x -B (Zo) = f(a) B (Zo) 
geniigt. 


5. Die Abhingigkeit der Lésungen von den Verzweigungspunkten 


Im folgenden soll untersucht werden, in welcher Weise die Verzweigungs- 
punkte in die nach Theorem I existierenden Matrizen %(z) eingehen. Als 
erstes mége diese Fragestellung priizisiert werden. Wir denken uns hierzu 
ein System {},...,2}CX’ von endlich vielen Verzweigungspunkten ge- 
geben. Jedem z',,x=1,..., k, ordnen wir eine offene Umgebung U, von x; 
auf X zu. U;, soll der ,,Variabilitaétsbereich“ fiir x}, werden, soweit dies iiber- 
haupt sinnvoll ist; die Monodromie yu soll jedoch ,,unabhingig“ von der Wahl 
von z,¢ U', sein. Falls zwei Verzweigungspunkte zusammenfallen, wird man 
mit gewissen ,,Entartungen“ rechnen miissen. Deshalb wollen wir uns darauf 
beschrinken, die Verzweigungspunkte jeweils nur so variieren zu lassen, daB 
keine zwei von ihnen zusammenfallen. Zu diesem Zwecke verlangen wir, 
daB stets U}, 7 (X’— {x}, ..., 2}) leer ist. Dariiber hinaus kommen fiir die 
Betrachtung nur und genau die k-tupel aus U} x - -- x U;, — A in Frage, wenn 
mit A die Menge derjenigen k-tupel aus U) x--- x U; bezeichnet wird, fiir 
welche wenigstens zwei Komponenten iibereinstimmen. Setzen wir nun fiir 
(xf,...,2f)€ Uj x---xO,-A 


Xp ap =(Z'= (2 DU (ef, af) 
und ist der Punkt 2, in X — (X’UU{U --- UU) gewihlt, so gibt es einen 
natiirlichen Isomorphismus tow,...,2¢ VON m,(X — Xe... 2p Xo) auf 2,(X — 
— X', a). Ferner werde fiir X x (U, x-+- x Uj — A) kiirzer Xy und fiir 
(X’— {x}, ..., xp}) x (Uy x+++x Up —A)UA’' entsprechend Xy, mit 4’: 
k 
=U {U {(2¥, f,..., af) : (xB, . .., of) € Uy x-+- x Uj, — A}} geschrieben. 
x=1 
Nun ordnen wir jedem (2zf,...,2f)¢ Uj; x...xU;,— A das Problem 
(X, Xe, 2p tre... af © #) zu und fragen nach nicht singularen, auf dem uni- 


versellen Uberlagerungsraum X,,— Xj, von X,,— X{, meromorphen Matrizen 9, 
welche die folgende Eigenschaft besitzen: 
Ist y die natiirliche Abbildung von X,— Xy auf U;x-:-x U,— A, 


y die natiirliche Projektion von X,,— Xy auf X,,— Xj und fiir 


(zf,...,2f)€U,x...xU0,-4 


Prxt,....28 die natiirliche Projektion von X — Xe... auf eine geeignete 


zusammenhingende Komponente Z,, — »« von (7 © y)~ (af, ..., 2F), 80 
Poot 
gilt fir die Beschrinkung 3|Z,. ,« von ¥ auf Z,. . x 
1 a eek 
Fir jedes (zf,..., xf) «UU, x-++x U, — Aist Pre,....29 (B\Zae,....29) eine 


Lésung von (X, Xe... y tse,...,.29 O Ht). 
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Dies eben formulierte Problem werde mit (X, X’, U, ~) bezeichnet. Ent- 
sprechend wie friiher heiBt eine Lésung J von (X, X’, U, ~) holomorph, wenn 
die Matrix 3} holomorph invertierbar ist. 
Der natiirliche Homomorphismus von 2,(X — X’,z,) in 2,(Xy— X\, 
(9, 2}, ---, )) sei mit 7 bezeichnet. Offensichtlich ist notwendig fiir die 
Lésbarkeit von (X, X’, U, u) 


(4) j~*(0) C wo*(0). 


Am einfachsten liegen die Verhiltnisse, falls j-1(0) = 0 gilt. Das letztere ist 
gleichbedeutend damit, da® fir alle (xf, ..., xf) ¢ Uj x---x Uj, — A eine — 
und damit jede — zusammenhingende Komponente von (y © y)~?(zT,...,2f) 
in natiirlicher Weise universelle Uberlagerung von X — X a. att ist. j-1(0)=0 


findet statt, wenn die U,,x = 1, ..., k, einfach zusammenhingend und paar- 
weise fremd sind : dann ist X,, — Xj, homéomorph zu (X — X’) x Uj x --- x Uj; 
in diesem Falle ist j sogar ein Isomorphismus auf 2,(Xy, — Xy,(%p, 2}, . . ., %))- 


Es soll jetzt (X,X’, U, uw) nur noch fiir den eben angegebenen Fall behandelt 
werden. Wie beim Riemann-Hilbertschen Problem spalten wir (X, X’, U, u) 


. . . . . . . iene 
in zwei Teilfragen auf. Zuerst suchen wir eine nichtsingulire, auf X,— X}y 
meromorphe Matrix 3}, welche die Eigenschaft besitzt: 


A fiir jedes (zf,..., zf) € Uy x--- x Uj; ist BiZee,....29 
(®) eine Lésung von (X — Xis,....27 ®, tee,...,2¢ © M). 

In einem weiteren Schritt werden die evtl. vorhandenen Stellen der Unbe- 
stimmtheit zu Stellen der Bestimmtheit gemacht. 

Wie man sofort sieht, ist die Konstruktion des Cozyklus &,,¢ H!(X,@L(n,C),,) 
unabhangig davon, daB die Basis X eine Riemannsche Fliche ist. Die an- 
gegebene Konstruktion laBt sich genau wie friher fiir komplexe Mannig- 
faltigkeiten durchfiihren. Somit kénnen wir mit den obigen Bezeichnungen 
den Cozyklus &,.;-:¢ H'(Xy— Xy, @L(n,C),) als definiert ansehen. Da 
Xy— Xy zu (X — X’) x Uj x +--+ x Uj, homéomorph ist, kann £,,,;-: zu einer 
offenen Uberdeckung von X,,— Xj, gewahlt werden, deren Elemente einfach 
zusammenhingend und deren paarweise Durchschnitte ebenfalls einfach zu- 
sammenhingend und zusammenhingend sind. Damit laBt sich aber der Be- 
weis von Satz 1 iibertragen. So gelangt man zu 

Satz 5: Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer auf Xy— Xy 
holomorphen und holomorph invertierbaren Matrix % mit der Eigenschaft (5) 
ist die Trivialitat des Cozyklus &,,,;-1. 

Ist nun eine auf X, — Xj holomorphe und holomorph invertierbare Ma- 
trix J, welche (5) geniigt, gefunden, so suchen wir wieder nach dem friiher 
angegebenen Verfahren den Cozyklus &,¢ H!(Xy,@GL(n,C),,) zu konstruieren. 
Hierzu ist der Begriff der Stelle der Bestimmtheit ebenso zu formulieren wie 
in 1., wobei jedoch anstelle der lokalen Uniformisierenden ¢(z) hier eine in 
einer vollen Umgebung U des betreffenden Punktes holomorphe Funktion zu 
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wahlen ist, deren genaues Nullstellengebilde in U mit Xj -U zusammen- 

fallt. Um é, wirklich zu konstruieren, miissen wir von einer geeigneten offenen 

Uberdeckung von X,, ausgehen: dazu wahlen wir eine offene Uberdeckung von 

Xy — Xy und nehmen zu ihr die Mengen Uj, x Uj x--- x Uj, x=1,2,..., 

hinzu, wobei die U},,x = 1,2,..., offene, zusammenhingende und einfach 

zusammenhangende Koordinatenumgebungen mit X’c U Uj; sind. Fiir die so 
k 


gegebene offene Uberdeckung von X,, lassen sich wie in 2. die g; ; konstruieren, 
wobei man die friiher verwendeten lokalen Uniformisierenden t,,(a2) durch eine 
in U;,x U, x --+-x U; holomorphe Funktion zu ersetzen hat, deren genaues 
Nullstellengebilde in U},x U,x:--:-x Uj, mit Xyo(Uj,x Ui x---x Uj) 
iibereinstimmt. Man zeigt dann leicht, daB die g;; holomorphe Abbildungen 
in GL(n,C) darstellen und somit einen Cozyklus £,¢ H'(Xy,@L(n,C),,) de- 
finieren. Wie vordem beweist man nun 

Satz 6: Ist J wie in Satz 5 bestimmt, so gilt: 

1) ist X nicht kompakt, so ist fiir die Existenz einer holomorphen Lésung 
von (X,X’,U, uw) notwendig und hinreichend, daB der Cozyklus Ey trivial ist ; 

2) ist X kompakt, so ist fiir die Existenz einer Lésung von (X,X', U, n) 
notwendig und hinreichend, daB das zu &, assoziierte Biindel (Xy, Ex, Pr’) 
einen komplex-analytischen Schnitt s(u) zulaéBt, fiir welchen der Triiger des 
Divisors von s(u) keine der analytischen Mengen X x x} x--- x af, 
(xf,..., of) € Uy X-+-x Uj enthdilt. 

Dabei werden sinngemaB unter dem Trager des Divisors von s(u) die Mengen 
aller @ ¢ Xy mit pz (s(u)) ¢ GL(n,C) verstanden. 

Weiter bestatigt man noch leicht, daB das Corollar zu Satz 2 auch jetzt 
noch seine Giiltigkeit behalt, wenn nur X nicht kompakt ist. 

Im Hinblick auf Satz 5 und 6 wird von Interesse 

Satz 7: Ist X eine nicht kompakte Riemannsche Fliche und G eine komplexe 
Liesche Gruppe, so besteht H'(Xy, G,,) nur aus dem trivialen Element. Ist Y 
eine beliebige Riemannsche Fliiche und Y’ eine Teilmenge von Y, welche auf Y 
keinen Héufungspunkt besitzt, so besteht H*(Yy,— Yy,G,) nur aus dem tri- 
vialen Element. 


Beweis: In den angegebenen Fillen ist Xy, bzw. Yy—Yy homéomorph 
dem Produkt aus einer nicht kompakten Riemannschen Fliche und dem 
Produkt U; x --- x U;. Da die ganzzahligen Homologiegruppen der Faktoren 
simtlich torsionsfrei sind, gilt dies nach einem bekannten Satz auch fiir Xy 
und Y;,— Yj. Die ganzzahligen Homologiegruppen dieser Raume lassen sich 
also vollstaéndig durch ihre Betti-Zahlen charakterisieren. Somit errechnet 
man nach der Kiinnethschen Formel leicht 


H,(Xy) = H,(Yy—- Yy)=0 fiir g>1. 


Damit lat sich aber der erste Beweis von Satz 3 iibertragen. Es sei darauf 
hingewiesen, daB auch die zweite Beweismethode von Satz 3 hier zum Ziele 
fiihrt, falls man als Liesche Gruppe G wie friiher die Gruppe G L(n, C) zugrunde 
legt. 
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Mit Satz 7 ist also bereits bewiesen, daB fiir nicht kompakte Riemannsche 
Flaichen X das Problem (X, X’, U, ~) stets holomorph gelést werden kann. 
Das besagt, daB man in diesem Fall die Abhangigkeit der Lésungen des 
Riemann-Hilbertschen Problems von den Verzweigungspunkten im kleinen 
als holomorph voraussetzen kann. 

AbschlieBend benétigt man also noch: 

Satz 8: Hs seien X eine kompakte Riemannsche Fliche und Uj, . . ., Uj, zu- 
sammenhingende, einfach zusammenhingende und paarweise fremde Teilgebiete 
von X. Ist dann §¢ H'(X x Uj x-+- x Uj, GL(n,C),), so besitzt das zu & 
assoziierte Faserbiindel (X x U, x--+ x Uj, &, Pn’) einen komplex analyti- 
schen Schnitt s, fiir welchen der Triger des Divisors von s keine der analytischen 
Mengen X x {2} X +++ X{a,} mit (x, ..., a) € Uy x +++ x U; enthalt. 

Beweis: Hat X das Geschlecht 0, so laBt sich die Beweisidee B) von Satz 4 
auch hier anwenden; die friiher angestellten Betrachtungen fiihren dann zu 
Satz 8. Die Details seien dem Leser iiberlassen. Im allgemeinen Fall kann 
man wie folgt vorgehen (vgl. S. Nakano [16]). Wir bezeichnen der Kiirze 
halber Uj x --- x U;, mit U. & definiert dann ein komplex analytisches Vektor- 
raumbiindel (X x U, &,C"). Nun sei 2, ¢X. Dann ist B: = {x,} x U eine 
irreduzible, rein k-dimensionale analytische Menge in X x U. Der zu B ge- 
hérende Divisor bestimmt in natiirlicher Weise ein Element f¢ H'(X x U, 
GL(1,C),.). Dann gilt: 


0 Q(X x U, BA@E, Cn) + Q(X x U, £0") Q(fa,} x U, E| {2} x U,0%) +0 


ist eine exakte Folge von Garben; dabei ist « die Injektion und o die Beschriin- 
kungsabbildung, é | {z,} x U die Beschrinkung von é auf {x,} x U. Also ist 
auch die Folge 


H(Q(X x U, &, Cn) + H°(Q({x,} x U, E({x,} x U, 0") > 
+ H1(Q(X x U, 62 @E, C*)) 


exakt. Ist & so gewahlt, daB H'(2(X x U, B-'@£é, C")) =0 gilt, dann ist 
« ein Epimorphismus. Das Faserbiindel ({z,} « U, & | {z,} x U, C") ist nach 
Satz7 bzw. H. Gravert [5] komplex analytisch trivial. Ist J (U) der Integritats- 
ring der auf U holomorphen Funktionen, so ist H°(Q({x,} « U,&| {x,} x U,C*)) 
in natiirlicher Weise mit der Struktur eines J(U)-Moduls versehen und die 
Elemente (6,,,...,4;,),j=1,...,, bilden eine J(U)-Basis von H®(Q({x,} x U, 
E | {x,} x U, C")). Somit gibt es n Elemente aus H0Q(X x U,é&,C")), deren 
Rang fiir (u,,...,u,)¢ U gleich n ist. 

Wie man nach einiger Rechnung findet, gilt mit g als der natiirlichen 
Projektion von X x U auf U und dem bereits in 4. verwendeten Cozyklus 7 


H1(Q(X x U, B-1® g* (ny) @ &, C")) =0. 


Der weitere Beweis verliuft dann ebenso wie in 4. 
Damit erhalten wir schlieBlick 
Theorem II: Sind U},..., U;, Cc X paarweise fremde, zusammenhiingende und 
einfach zusammenhéingende offene Umgebungen von x}, .. ., tp, {x ,..., X} CX’, 
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so ist das Problem (X, X’, U, u) stets lésbar. Ist X nicht kompakt, so gibt es 
holomorphe Lésungen von (X, X’, U, 1). 

Damit ist gezeigt, daB die Lésungen des Riemann-Hilbertschen Problems 
von den Verzweigungspunkten analytisch abhangen. 


6. Die Abhingigkeit der Lésungen von der Monodromie 


Die im letzten Abschnitt bereitgestellten Mittel gestatten, auch die Ab- 
hangigkeit der Lésungen des Riemann-Hilbertschen Problems von der Mono- 
dromie zu untersuchen. Wenn man von der Abhangigkeit von der Monodromie 
spricht, wird man folgendes im Auge haben. Man gibt sich X und X’ fest vor. 
ist eindeutig bestimmt durch seine Werte auf einem kanonischen Erzeu- 
gendensystem von 2,(X — X’, x). Nun andert man die Werte von yu auf 
endlich vielen Elementen des gewahlten kanonischen Erzeugendensystems ab 
und fragt, wie sich dabei die gegebene Lésung des Riemann-Hilbertschen 
Problems andert. Wir verallgemeinern und prazisieren nun die Fragestellung. 
Es seien «,..., ,,... die Elemente eines kanonischen Erzeugendensystems 
von 2,(X — X’, a). U,,..., U, seien offene Teilmengen von GL(n,C), wobei 
GL(n,C) mit der natiirlichen komplexen Struktur versehen sei. Es soll dann 
u(a,) in U,,x =1,...,k, variieren. Dazu treffen wir vorderhand die Vor- 
aussetzung, daB «,,..., a, nicht ein volles kanonisches Erzeugendensystem 
von 2,(X — X’, x) bilden. UmfaBt das Erzeugendensystem unendlich viele 
Elemente, so denken wir uns u(«,,,),... fest gegeben; andernfalls sei k so 
gewahlit, daB a,,...,@,,, das Erzeugendensystem ist. Im ersten Falle ist es 
unmittelbar klar, daB es zu jeder Wahl von u(a,) ¢ U,,x=1,..., %, eimen 
Homomorphismus von 2,(X — X’, x) in GL(n,C) gibt, der auf den «, die 
gegebenen Werte «(«,) annimmt; im zweiten Falle existiert ein derartiger 
Homomorphismus jedenfalls, wenn «,,, X — X’ zerlegt und (a, ,,) geeignet 
gewahlt wird, was auBerdem noch vorausgesetzt sei. Der hierdurch definierte 
Homomorphismus werde mit ,,__. ., bezeichnet. 

Wir bilden nun Y : =(X — X’) x U,x--+x U, und fragen nach einer auf 
dem universellen Uberlagerungsraum Y¥ von Y meromorphen und nicht sin- 
gularen Matrix 2} mit der folgenden Eigenschaft : 

Ist x die natiirliche Abbildung von Y auf U,x--- x U,, p die natiirliche 

Projektion von Y auf Y und far M(a,)€U,,%=1,..., kb, Pay,...,a, die natiir- 

liche Projektion von X — X’ auf eine geeignete zusammenhingende Kom- 

ponente Zy4:),.. wi) VOR (xO y)~*(u(a%), ..-, w(a,)), so gilt fiir die Be- 
schrankung J | Zy¢0:)...., wax) VOR BY auf Zea), cae)? 

fiir jedes (j(a,), .. ., w(a,)) € Uy x +--+ x U;, ist 


Pay, .-.04(D | Z yar), .--» (aa) 
eine Lésung von (X, X’, fa, ax)- 
Dieses Existenzproblem werde mit (X, X’, u, U) bezeichnet. Wie friiher 
sprechen wir auch hier von holomorphen Lésungen, falls J} holomorph und 
holomorph invertierbar ist. 
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Es gilt das folgende 

Theorem IIIa: Enthdlt das kanonische Erzeugendensystem von n,(X —X', x4) 
unendlich viele Elemente oder zerlegt a, ,,X — X', so ist (X,X’, u, U) stets lésbar, 
wenn nur U,,..., U, einfach zu enhiingende, in GL(n,C) enthaltene Holo- 
morphiegebiete von Homologietypus der Zelle sind. Ist X nicht kompakt, so gibt 
es holomorphe Lésungen von (X, X’, u, U). 

Die zum Beweis von Theorem IIIa erforderlichen Details, welche ahnlich 
wie beim Beweis von Theorem II durchzufiihren sind, seien dem Leser iiber- 
lassen. Es mége nur darauf hingewiesen werden, daB fiir diesen Beweis die 
Cozyklen &,, bzw. 3 genauso wie in 2. definiert werden. Als die zur Definition 
erforderlichen Uberdeckungen von (X — X’)x U,x---xU, bzw. Xx 
«x U,x-+-+- x U, wihle man {V,x U, x --- x U,}ic¢;, falls {V,};<, eine der bei 
der Konstruktion von &, bzw. &, verwendete Uberdeckung ist. Die in der 
Definition von § auftretenden Matrizen log u((K,D,;K;")) kénnen als in 
U,x-++ U, holomorvhe Matrizen gewihlt werden, da die U,, einfach zu- 
sammenhingend sind. 

Es bleiben also noch die beiden folgenden Fille offen: 

1) a, ..., &, bilden ein kanonisches Erzeugendensystem von 2,(X — X’, x9) 

2) a, ..., 4, bilden ein kanonisches Erzeugendensystem von 2, (X — X’, 
Xo) und «,,, zerlegt, X — X’ nicht. 

Es ist klar, daB in beiden Fallen nicht zu jeder Vorgabe y(a,), . . ., 4(a,) € 
€G@L(n,C) ein Homomorphismus uv, ,, von 2,(X — X’, 2) in GL(n,C) 
gehért, welcher auf den a,,x=1,...,k, die gegebenen Werte annimmt. 
Notwendig und hinreichend fiir die Existenz ist das Erfiilltsein der bekannten 
Riemannschen Relation : 





%,. ++, & Seien genau die X — X’ zerlegenden Elemente des kanonischen 
Erzeugendensystems; dann lautet im 1. Fall die Riemannsche Relation 
k-h 


h 2 
(6) IT 1 (2%) IT (4(ay +25~-1) 1 (&+2y) -* (ap +2y-1) -* (ayy 2y)) =1, 
«= y= 
falls «,.2,-; und a,42,, y=1,..., -* , jeweils sog. ,,Riickkehrschnittpaare‘‘ 
sind, und im 2. Falle entsprechend. 

Der 2. Fall l4Bt sich dem 1. subsumieren, weshalb nur noch auf den 
ersteren eingegangen wird. Die fiir spezielle U,, .. ., U, durch Theorem IIla 
erledigte Fragestellung wird man hier wie folgt formulieren: 

Es sei U ein komplexer Raum (er tritt an die Stelle von U, x ---* U, 
in Theorem IIIa) und j(a,),..., ~(a,) holomorphe Abbildungen von U in 
GL(n,C), welche fiir jedes u ¢ U die Riemannsche Relation (6) erfiillen und 
somit zu einem (eindeutig bestimmten) Homomorphismus yu, von 2,(X — X’, x9) 
in GL(n,C) AnlaB geben; existiert dann auf dem universellen Uberlagerungs- 
raum Y von Y:= (X — X’)x U eine meromorphe und nicht singulire 
Matrix 3}, welche — mit den analog wie oben erklirten Bezeichnungen — 
die Eigenschaft besitzt : 

Fir jedes u ¢ U ist pf (B | Z,) eine Lésung von (X, X’, u,). 
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Schreibt man diese Existenzfrage abkiirzend mit (X, X’, wu, U), so gelangt 
man wie oben zu 

Theorem IIIb: «,,...,%, set ein kanonisches LErzeugendensystem von 
m,(X — X’, xy). U sei ein holomorph volistindiger Raum vom Homologietypus 
der Zelle, 4(%), ..., 4(a%,) seien holomorphe Abbildungen von U in GL(n,C), 
welche fiir jedes u € U die Riemannsche Relation erfiillen; ferner seien geeignete 
Zweige von log (a), . . ., log (a) auf U eindeutig. Dann gibt es stets Lésungen 
von (X, X’, u, U). Ist X nicht kompakt, so existieren sogar holomorphe Lé- 
sungen von (X, X’, u, U). 


7. Eine Anwendung auf kompakte Riemannsche Flichen 


X sei eine n-blittrige unbegrenzte Uberlagerung von P!. Wir bezeichnen 
die natiirliche Projektion von X auf P! mit A und die Menge der Projektionen 
der Verzweigungspunkte von X iiber P! mit V= {v, .. ., o}. Ist py ¢ P!1-V 
und {2(,..., 2} = A-1(pp), so gibt jedes « ¢ 2,(P!—V, p,) AnlaB zu einer 
Permutation (a) von A~!(p,) und damit zu einer Permutationsmatrix ju («): 
a laBt sich in jeden Punkt von A~-!(p,) hochdriicken; der nach x hoch- 
gedriickte Weg endet dann in x), und es ist u(«) = (%)1<o,c<n mit a,,: 
= 6.(0),¢ Zu setzen. «— u(x) ist eine Darstellung von 2,(P!—V, py) vom 
Grade n; sie charakterisiert nach einem klassischen Satz der Topologie X 
bis auf spurpunkttreue Automorphismen (d.h. bis auf Umnumerierung der 
Blatter). Die Elemente ein und derselben Spalte einer Lésung J} von (P!, V, 1) 
kénnen als die Zweige einer auf X meromorphen Funktion interpretiert 
werden: die Komponenten einer solchen Spalte vertauschen sich bei Umlaufen 
eines Verzweigungspunktes in der durch die Verzweigung von X iiber P! 
vorgeschriebenen Weise, und sie verhalten sich in diesen Punkten bestimmt, 
d.h. sie besitzen in der lokalen Uniformisierenden héchstens einen Pol als 
Singularitét. Nimmt man alle durch die Spalten von 3 definierten Funktionen 
Yy, «+ +s Yn» 80 erhalt man ersichtlich eine Basis von K (X) iiber K (P'). 

Nun seien die U,,x = 1,..., k, zusammenhingende, einfach zusammen- 
hangende und paarweise fremde offene Umgebungen von z,. Ist (v,, ..., v,) € 
€ U,x--+: x U,, so hat man einen natiirlichen Isomorphismus ¢,_,, von 
1 (P!— {v,,..., Ux}, Po) auf a, (P'— {v\,..., of}, po). Nach einem klassi- 
schen Resultat gehért zur Darstellung © gy, », eine n-blittrige un- 
begrenzte Uberlagerung X,,___,, von P!, welche nach dem oben angegebenen 
Verfahren eben zu dieser Darstellung AnlaB gibt. X, | ,, entsteht aus 
Xwor,.... 210 durch ,,Verschieben“ der Verzweigungspunkte. Theorem II lehrt, 
daB die y,, »=1,...,, analytisch von den v,, x =1,..., k, abhingen und 
fiir jedes feste (v,,..., vy) € U,x-+-x U, eine Basis von K(X, __,,) tiber 
K ‘P") bilden. Die Menge 


T : = {Xp rg: (Or - +» Mr) € UX + * X Uy} 


14Bt sich in natiirlicher Weise mit einer komplexen Struktur versehen; 7 kann 
damit im Sinne von O. TEeIcHMULLER [25] als ,,analytische Schar von 
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Riemannschen Flaichen“ mit U, x --- x U, als ,,Parametermannigfaltigkeit“ 
aufgefaBt werden. Es zeigt sich, daB die Funktionen y,,...,y, auf T 
meromorph sind. 

Satz 9: Hs gibt n auf T meromorphe Funktionen, welche fiir jedes feste 
(v,, .. +» U) € Uy x -++ x U;,, eine Basis von K(X, »,) tiber K (P*) bilden. 
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Durchschnittsdarstellungen von Filtern’) 
Von 
GUNTER Bruns in Berlin 


Der Filterbegriff, urspriinglich als verallgemeinerter Folgenbegriff ge- 
schaffen mit dem Ziel, die klassische Konvergenztheorie auf beliebige topo- 
logische Raéume zu iibertragen und die Konvergenz zu einem den iibrigen 
topologischen Grundbegriffen (Umgebung, abgeschlossene Hiille, offene und 
abgeschlossene Menge) gleichwertigen Begriff auszugestalten, hat sich auch in 
anderer Hinsicht als niitzlich erwiesen. Der in den Arbeiten der BourBakt- 
Schule vollzogene Ubergang von den speziellen Hausdorffschen Umgebungs- 
basen zu dem ihnen allen gemeinsamen und fiir die Eigenschaften eines 
Raumes in einem Punkte allein wesentlichen vollen Umgebungsfilter liefert 
naimlich die Méglichkeit, den in Ansitzen bereits seit langem vorhandenen 
Begriff des ,,punktalen Typus“*) eines Raumes in einem Punkte prizise zu 
fassen: der punktale Typus eines Raumes in einem Punkte z ist nichts an- 
deres als der ,,Typus‘‘ des Umgebungsfilters von 2*). Da sich umgekehrt 
jeder Filter im wesentlichen als Umgebungsfilter eines Punktes in einem 
geeignet gewahlten topologischen Raum auffassen laBt, heiBt das: Filter- 
theorie ist nichts anderes als die Theorie der punktalen Eigenschaften topo- 
logischer Raéume. 

Durch diese Bemerkung scheint eine genaue Strukturanalyse von Filtern 
gerechtfertigt, zu der ich in dieser und weiteren Arbeiten beitragen méchte. 

Der hier vorliegende erste und ,,elementare‘ Teil dieser Analysen be- 
schaftigt sich mit den Darstellungen eines Filters als Durchschnitt zweier an- 
derer. Die Bildung des Durchschnitts zweier Filter ist im allgemeinen keine 
im Sinne der Filtertypen — auf ihre genaue Definition werden wir anderswo 
zuriickkommen — ,,invariante‘‘ Operation. Wir werden deshalb im Verlauf 
der Arbeit insbesondere solchen Durchschnittsdarstellungen unsere Aufmerk- 
samkeit schenken, die einer gewissen ,,invarianten“ Operation im Bereich 
der Filtertypen entsprechen. Der Bourbakischen Bildung des direkten Pro- 
dukts von Filtern*) la8t sich nimlich als ebenso niitzlicher Anwendungen 

1) Diese Arbeit stellt einen ersten Auszug der von der Mathematisch-Naturwissen- 
schaftlichen Fakultaét der Freien Universitat Berlin angenommenen Dissertation des Ver- 
fassers dar: Einige Zerlegungssatze fiir Filter, D 188 (1955). Referent: Prof. Dr. H.-H. 
Ostmann, Korreferent: Prof. Dr. F. W. Levi. Zwei weitere an diese Arbeit ankniipfende 
Ausziige aus der Dissertation werden folgen. 

*) Zum Terminus ,,punktal“ siehe Haupt-Aumann-Pavc [6], 8. 209f. 

*) ALEXANDROFF und Urysoxn [1], sagen p. 60: Les propriétés de l’espace 2 au 
point £ ne sont, en réalité, que des propriétés de la classe de tout les chaines déterminantes 


2:(R) (= Klasse der Umgebungsbasen von &). 
*) Boursakt [4], S. 68. 
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fihige Bildung die direkte Summe von Filtern zur Seite stellen, die im Gegen- 
satz zum Bourbaki-Produkt sogar den Vorzug hat, ,,invariant‘‘ zu sein). 
Man versteht hierunter, eine beliebige Filterfamilie {§,};-,; vorgegeben, einfach 
das System aller Cantorschen Summen 3’ F, mit F,¢%,, oder im Falle paar- 
ier 
weise disjunkter Grundmengen: das System aller Vereinigungen U F, mit 
ier 

F;¢G,;. Der direkten Summe zweier Filter entspricht nun in verbands- 
theoretischer Deutung gerade die Durchschnittsbildung zweier ,,unver- 
zahnter‘‘*), d.h. solcher Filter, deren (verbandstheoretische) Summe gleich 
dem uneigentlichen Filter ist. Mit solchen Durchschnittsdarstellungen — 
wegen ihrer Verwandtschaft mit der Bildung der direkten Summe scheint 
der Ausdruck direkte Durchschnittsdarstellungen angebracht — werden wir 
uns im ersten Paragraphen beschiftigen. Im zweiten Paragraphen werden 
wir auf Durchschnittsdarstellungen eingehen, deren einer Bestandteil Haupt- 
filter ist. Insbesondere werden wir die Existenz und Eindeutigkeit einer 
direkten Durchschnittsdarstellung sicherstellen, deren einer Faktor Haupt- 
filter und deren anderer durchschnittsleer ist. 

In der Terminologie halte ich mich an die ,,Beitriige zur Filtertheorie“ von 
J. Scumipt’). Kenntnis des ersten dieser Beitriige wird vorausgesetzt, jedoch 
werden die wichtigsten Rechenregeln noch einmal zitiert. 


§ 1. Allgemeine und direkte Durchschnittsdarstellungen 


1. Bekanntlich*) ist das System @ aller Filter F iiber einer Menge Z£, 
geordnet durch die Relation des mengentheoretischen Enthaltenseins, ein 
vollstandiger Verband, der fiir beliebige Filterfamilien {G,},-7 dem unend- 
lichen Distributivgesetz 


teT 


teT 
geniigt. Dieses Distributivgesetz ist gleichbedeutend mit der folgenden Be- 
dingung: 
Zu je zwei Filtern F und G existiert ein Filter F¥:G mit folgenden Eigen- 
schaften : 


(2) G\(F:G) CF 
(3) aus GH CF folgt stets HF: G. 


Der hiernach durch die Filter § und G eindeutig bestimmte Filter F : G heibt 
der Quotient der Filter F und G. 

5) Das Boursaki-Produkt enthalt eine Bezugnahme auf die Grundmengen der Fak- 
toren und ist dadurch nicht invariant. Das Produkt invariant zu machen, bedarf es der 
Auszeichnung gewisser ,,Triagermengen‘‘. Wir werden hierauf in einer spiteren Arbeit 
noch zuriickkommen. 

*) Siehe J. Scummpr [8], 8. 217. 

) Siehe J. Scumupt [7], [8]. 

8) Siehe J. Scumupt [7], 8. 361 ff. Dort finden sich auch die Einfiihrung des Filter- 
quotienten sowie die Rechenregeln (4) bis (12). 
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Fir das Rechnen mit Quotienten werden wir die folgenden einfachen 
Regeln bendtigen : 


(4) FCF:G, 

(5) aus HCF:G folgt GnH CF, 

(6) aus FCG folgt F: HCG: 9, 

0 (:8):8= 246, 

(8) §:G=€ genaudann,wenn GCF, 

wobei € der uneigentliche Filter, d. h. die volle Potenzmenge BE von £ ist; 
(9) S: (4 6) - AG : G,), 

(10) (FAG): G =F:G, 

(11) (F:G) AG =FOG, 

(12) (F :G):G=F:G. 


Eine einfache Folgerung aus diesen Regeln ist der folgende 
Satz 1. Die folgenden fiinf Aussagen sind dquivalent: 


(13) HoCF:G, 
(14) GCF: 9, 
(15) GHG, 

(16) GAH CES, 
(17) G:HcoF:H. 


Beweis. Die Aussagen (13) bis (15) sind nach (3) und (5) aquivalent. 
Schneidet man (15) mit 9, so erhalt man: GU HVH= GAH CHO, die 
Ungleichung (16). Dividiert man jede Seite von (16) durch 9, so ergibt sich 
wegen (6): (6 9): H°(FOH): H und hieraus wegen (10): G: HOF: 9H, 
die Ungleichung (17). Wegen (4) ist G CG : §, also folgt (14) aus (17), und der 
Satz ist bewiesen. 

Hieraus erhalt man das 


Korollar. Die folgenden drei Aussagen sind aquivalent : 


(18) FAH=GN, 
(19) 5: H=G: 9, 
(20) 9 <(F:G) (G:F). 


Man folgert dieses Korollar aus Satz 1, indem man jede der drei Formeln 
in zwei Ungleichungen aufspaltet. 

Einen Uberblick iiber siimtliche Durchschnittsdarstellungen eines Filters 
erhalt man nun sofort durch den folgenden 
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Satz 2. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent: 


(21) §=69, 
(22) FSH LF: G) G:F), 
(23) FGF: H) (HH). 


Beweis. Da die Aussage (21) symmetrisch in © und § ist, (23) aber aus (22) 
entsteht, indem man G und § vertauscht, geniigt es, die Aquivalenz der Aus- 
sagen (21) und (22) zu zeigen. Die Gleichung (21) ist aber aquivalent der 
Konjunktion der Gleichung §™H=-GH und der Ungleichung F¢ H. 
Hieraus folgt mit Hilfe des Korollars zu Satz 1 die Behauptung. 

Sind zwei Filter § und G vorgegeben, so geniigen nach diesem Satz genau 
die Filter $ des Intervalles § ¢ H ¢(¥F : G) \ (G:F) der Gleichung (21). Ist 
nun § ¢ G, so hat die Gleichung (21), wie unmittelbar ersichtlich, iiberhaupt 
keine Lésung 9. Da aber nach (4) stets § CF: G ist, so kann also im Fall 
G&G die Ungleichung F°G:F nicht eintreten. Ist umgekehrt FCG, so 
wegen (8): ©: G = &, also (F:G) (G:F) = (F:G) \E=F:G. Das Glied 
(G :G) in (22) spielt also nur dann eine Rolle, wenn § ¢ G ist. Unter der zu- 
siitzlichen Voraussetzung § ¢@ reduziert sich die Ungleichung (22) auf 
§ CH CF: G, und wir haben das 

Korollar. Damit der Filter 9 bei festem § und G© 2§ der Gleichung 
F = GNA H geniige, ist die Bedingung F ¢ H CF : G notwendig und hinreichend. 

Natiirlich hatte man dieses Krollar auch unmittelbar aus (3) und (5) 
ableiten kénnen. 

In Verschirfung von (6) erhalten wir als Nebenresultat unserer- Uber- 
legungen : 

(24) GCF genaudann, wenn GCF:G. 

2. Wie in der Einleitung erwihnt, kommt den direkten Durchschnitts- 
darstellungen eines Filters F, d. hh. denjenigen Darstellungen F = G - H, bei 
denen © + $ = € ist, infolge ihres invarianten Charakters eine besondere 
Bedeutung zu. Da es keine zusitzlichen Schwierigkeiten bereitet, wollen wir 
bei ihrer Behandlung zuniachst von der verbandstheoretischen Sonderstellung 
des Filters € absehen und gleich von der etwas allgemeineren Frage ausgehen, 
welche Filter G ein relatives Komplement in bezug auf zwei beliebige fest 
vorgebene Filter § und §’ besitzen. 

Klar ist: das relative Komplement eines Filters G beziiglich der Filter F 
und ¢F’ ist, falls vorhanden, jedenfalls eindeutig bestimmt. Das folgt bereits 
aus der Distributivitaét des Verbandes ®, ja ist mit der Distributivitaét sogar 
gleichbedeutend®). Die Frage nach seiner Existenz wird geklirt durch den 
folgenden 

Satz 3. Damit unter der Voraussetzung § CG CF der Filter G ein relatives 
Komplement beziiglich der Filter § und §' besitze, d. h. damit ein den Gleichungen 
(25) G=G6N9, 

(26) G'=G+95 


*) Siehe G. Brexuorr [2], 8. 134, Corollary 1. 
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geniigender Filter $ existiere, ist die Bedingung 

(27) SF CG+F:G 

notwendig und hinreichend. Ist sie erfiillt, so ist das relative Komplement § 
durch 9 =F -\(F : G) gegeben. 

Beweis. Aus der Gleichung (25) folgt wegen Satz 2 die Ungleichung 
$ ©&:G und hieraus in Verbindung mit (26) die Beziehung (27). Die Be- 
dingung ist also notwendig. Sie ist aber auch hinreichend. Ist sie naimlich 
erfallt und setzt man § =’ (GF: G), so hat man FOCHCH:G, also auf 
Grund des Korollars zu Satz 2: F = G ~ 9, sowie: 


G6+H9=G6+F (:G) 


=(64+F')(G+F:G) (Distributivitat) 
= F'A(6+ F:G) (wegen © CF’) 
= F’ [wegen (27)]. 


Die Filter G und § sind unter der Voraussetzung (27) also in der Tat relative 
Komplemente voneinander, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nennen wir, um eine bequeme Sprechweise zur Hand zu haben, einen 
Filter G eine Komponente des Filters F, wenn er Bestandteil einer direkten 
Durchschnittsdarstellung von § ist, so erhalten wir, indem wir Satz 3 auf den 
Fall §’ = € spezialisieren, das 

Korollar. Genau dann ist der Filter G 2 eine Komponente von F, wenn 
er der Gleichung © + F:G = € geniigt. Sein Komplement beziiglich der 
Filter F und € ist in diesem Fall durch § = F : G gegeben. 

3. Zur inhaltlichen Kennzeichnung der rein verbandstheoretisch defi- 
nierten Komponenten eines Filters benétigen wir den von N. BourBaki ein- 
gefiihrten Begriff der Spur eines Filters!°). Ist F ein Filter iiber der Menge Z 
und M eine Teilmenge von E, so versteht man unter der Spur des Filters F 
in der Menge M, in Zeichen G,,, das System aller Durchschnitte MF mit 
F ¢€%. Diese Spur ist wiederum ein Filter, nun aber nicht mehr iiber der alten 
Grundmenge £, sondern iiber der neuen Grundmenge M. Hierdurch wird 
das verbandstheoretische Rechnen mit Spuren unméglich gemacht, und es 
ist daher haufig zweckmaBig, an Stelle der Spur §,, den von ihr erzeugten 
Filter iiber E zu verwenden, den wir mit §(M) bezeichnen wollen. Man 
beachte also: Fy ist ein Filter tiber der Menge M, F(M) ein Filter iiber der 
Menge £ und Fy, eine Basis von F(M). 

Die Bildung §(M) ist wohlbekannt. §(M) ist naimlich nichts anderes als 
die Summe des Filters § und des von der Menge M erzeugten Hauptfilters, 
in Zeichen: 


(28) §(M) =F + [M,Z]. 


1°) Siehe BourBaki [3], S. 95, sowie [4], S. 39. Einfithrung des uneigentlichen Filters 
bewirkt, daB GF, stets ein Filter ist, auch dann, wenn § und M unverzahnt sind. Vgl. 
hierzu [4], S. 39, Prop. 1. 

1a) Mit [M, EE] bezeichnen wir das System aller Mengen X mit M ¢ X C E£. Die 
Bourbakische Klammerform konnte leider nicht verwendet werden, da sie in der Druckerei 
nicht vorhanden ist. 
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Man bestatigt das leicht durch Zuriickgehen auf die Definition der Filter- 
summe. 

In konsequenter Benutzung dieser neuen Schreibweise wird man fiir den 
Hauptfilter [M,Z] auch einfach N%(M) schreiben, wobei N der Nullfilter, 
d. h. der nur aus der einen Menge E bestehende Filter ist. 

Einige einfache Regeln fiir das Rechnen mit unserer Bildung §(M) seien 
hier ohne Beweis angefiihrt. 

Aus der Gleichung (28) folgt die Ungleichung 


(29) SFM). 

Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Menge M in § enthalten ist: 
(30) & =G(M) genau dann, wenn M ¢¥. 

Die Menge E gehort zu jedem Filter (iiber 2), mithin folgt aus (30): 

(31) S(£) =F. 


Nur um eine Ubertragung einfacher Formeln der Filterarithmetik in unsere 
neue Schreibweise handelt es sich bei den folgenden Regeln: 


(32) 5 (MY M,) = F(M) VF (M,), 
(33) &(M, 0 M,) =F (M,) + F(M,), 
(34) (Fit Fs) (M) =F, +B. 

=%.+ F.(¢) 

=F, (") + §,(M), 
(35) (Fi OFs) MW) =F OF (M). 
Insbesondere gelten die beiden Monotonieaussagen, 
(36) wenn M,CM,, so §(M,)25(¢,), 
(37) wenn FCG, so §(M)CG(M). 


&(M) ist genau dann gleich dem uneigentlichen Filter, wenn die leere Menge 
in §(M) (als Element) enthalten ist. Das ist nach Definition genau dann 
der Fall, wenn eine zu M disjunkte Menge F in existiert, d. h. wenn ¥ und M 
unverzahnt sind: 


(38) (M) = € genau dann, wenn M ¢F*. 
Da die leere Menge mit keinem Filter verzahnt ist, gilt als Spezialfall von (38): 
(39) §(0) = €. 


4. Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir nun leicht eine inhaltliche 
Kennzeichnung der Komponenten eines Filters § durch folgenden 

Satz 4. Genau dann ist der Filter G 2G eine Komponente des Filters §, 
d.h. genau dann besitzt der Filter © ein relatives Komplement beziiglich der 
Filter § und €, wenn er in der Form © =F (M) darstelibar ist. Sein relatives 
Komplement $ ist in diesem Fall durch $ = %(M)") gegeben. 








") Im folgenden bezeichnet M stets das Komplement von M beziiglich der Menge 2: 
M=E—M. 
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Beweis. Ist zunichst G + § gleich €, so existieren zwei disjunkte Mengen 
M,N mit M ¢G und N € §. Wir behaupten: ist G6 § =F, so G =F (M). 
Wegen FCG und M€¢G, d.h. [M, £} CG, gilt F(M) CG. Es geniigt also, 
die Ungleichung © C F(M) zu beweisen. Ist G eine beliebige Menge aus G, 
so wegen © -\ § =F und N € § die Vereinigung GW N in G, also der Durch- 
schnitt (@\U N) -\ Ming (M) enthalten. Nun ist aber (@\U N) \ M=(G 0 M)uU 
U(N\M), nach Voraussetzung aber N“\M=80, also (@UN)AM 
=Gr\M. Die Menge Gr\ M und erst recht die Menge G 2G 7 M sind also 
in §(M) enthalten, mithin ist auch GCGF(M), also G =F(M). Umgekehrt 
folgt aus den Formeln des vorigen Abschnittes: 


$F (M) AG (M) =F(M UM) =F (EB) =F. 
§(M)+F(M) =F (M 0 MN) =F (0) =, 


womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 

Als Spezialfall dieses Satzes erhilt man die bekannte’) Tatsache, daB ein 
Filter genau dann ein absolutes Komplement im Verband @, d. h. ein Kom- 
plement beziiglich der Filter N und € besitzt, wenn er in der Form N(M) 
darstellbar, d.h. Hauptfilter ist. Wie dariiber hinaus durch unseren Satz 
deutlich wird, verdanken die Hauptfilter diese Sonderstellung allein dem Um- 
stand, daB das Nullelement des Verbandes @ prinzipal ist. 

Auch in umgekehrter Richtung laBt sich dieser Satz zweckmaBig aus- 
nutzen. Kombiniert man ihn nimlich mit dem Korollar zu Satz 3, so liefert 
er das folgende 

Korollar. Genau dann ist der Filter G 2 in der Form © = §(M) dar- 
stellbar, wenn er der Gleichung G + F:€ = € geniigt. 

Ubrigens ist die in Satz 4 auftretende Menge M durch die Filter F und G nicht ein- 
deutig bestimmt. Jedoch sind die Bedingungen, unter denen F(M) = F(N) ist, nicht 
schwer zu erkennen. Ist zunaichst §(M) C G(N), so insbesondere M ¢ F(N). Also existiert 
eine Menge FCG mit MOFAN. Dann ist aber MUN I(FON)UN 
=(FUN)A(NUN)=FUNOFEGF. Also folgt aus §(M) C F(N) die Beziehung 
MUN€G. Nun ist aber (MUN)QAN=(MNN)U(NNN)=MOANCM. 
Ist also MU NEG, so wegen (MUN) ANEG(N) und (MUN)AN CM auch 
M €G(N) und mithin F(M) C F(N). Wir haben also: 

(40) G(M)CF(N) genaudann, wenn MUNEG. 

Hiernach ist die Bedingung §(M) = G(N) gleichbedeutend der Konjunktion der Be- 
dingungen M\) NEG und WW NEGF. Diese beiden Bedingungen lassen sich aber 
in die eine (M U N) (\ (M-U N) € F zusammenfassen, und wir haben: 


(41) &(M) = F(N) genau dann, wenn (MU WN) (WU N)EG. 


Dieses Ergebnis wird besonders einprigsam, wenn man die Filter als Ideale eines Boole- 
schen Ringes deutet. Bekanntlich™) sind die Filter ja gerade die Ideale des Booleschen 
Ringes J Z, wenn man die Ringoperationen durch 


A+B=(AUB)N(AVUB), 
A-B=AUB 


38) Siehe J . Scumipt [7], 8. 366, Satz 5. 
18) Siehe J. Scummpr [7], 8. 361. 
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“So 


erklart. Die Bedingung in (41) heiBt dann nichts anderes als M + N € %, und da in Boole- 
schen Ringen Addition und Subtraktion zusammenfallen: M und N liegen in derselben 
Restklasse nach dem Ideal F, d. hh. M und N sind kongruent modulo §: 


&(M) = F(N) genau dann, wenn M = N mod §**). 


§ 2. Durchschnittsdarstellungen mit prinzipalem Faktor 


5. Bei der Untersuchung der Filterstruktur ist es hiufig zweckmaBig, von 
einem zur Untersuchung vorgelegten Filter § einen Haupt- oder prinzipalen 
Filter abzuspalten. Man wird hierdurch auf Durchschnittsdarstellungen der 
Form 


(1) F=PDNG 
mit prinzipalem $ gefiihrt. Sprechen wir im weiteren Verlauf der Arbeit 
von einer Darstellung eines Filters, so sind stets solche der Form (1) gemeint. 

Wir erinnern zuniachst an einige bekannte™) Tatsachen. Das System 
der Hauptfilter iiber einer Menge £ ist ein Hiillensystem iiber der Potenz- 
menge DH von EH. Zu jedem System von Teilmengen von £, insbesondere 
zu jedem Filter § tiber EZ existiert also ein grébster F umfassender Haupt- 
filter, seine prinzipale Hiille. Bezeichnet € den Filter der Komplemente der 
endlichen Teilmengen von £, den sog. charakteristischen Filter, so ist die 
prinzipale Hiille eines beliebigen vorgegebenen Filters F gleich F:€. Diese 
prinzipale Hiille ist ferner gleich N: (N: GF), wo N der bereits mehrfach ver- 
wendete Nullfilter ist. SchlieBlich existiert eine einfache inhaltliche Kenn- 
zeichnung der prinzipalen Hiille. Sie ist namlich gleich dem System [D, EZ] 
aller Obermengen von D, unter D den Durchschnitt von § verstanden. 

Nach diesen Vorbereitungen erhailt man nun sofort den simtliche Dar- 
stellungen der Form (1) liefernden 

Satz 5. Jede prinzipale Verfeinerung B von §F ist einer Erginzung zu 
einer Durchschnittsdarstellung von § fahig, und zwar geniigen genau die im 
Intervall § CG CF: PB gelegenen Filter G der Gleichung (1). Ein Filter G 24 
besitzt genau dann eine prinzipale Erginzung zu einer Durchschnittsdar- 
stellung von , wenn er der Ungleichung §:€CYF:G geniigt. Genau die 
Hauptfilter des Intervalles § CBC: G geniigen in diesem Fall der Glei- 
chung (1). 

Beweis. Der erste Teil dieses Satzes ist klar. Ist zum Beweis des zweiten 
Teiles ein Filter G 24 vorgegeben, so geniigen nach dem erwahnten Korollar 
genau die Hauptfilter J des Intervalles FCDPCH:G der Gleichung (1). 
Jeder solche Hauptfilter ist — als prinzipale Verfeinerung von § — feiner 
als die grébste prinzipale Verfeinerung von §, die prinzipale Hiille F : €. 
Existiert also ein solcher Hauptfilter, so gilt insbesondere F : € CF: G, und 


44) Dies ergibt sich auch sofort durch Spezialisierung eines einfachen Satzes der Ring- 
theorie: Ist R ein Ring, J ein Ideal aus R und sind x und y zwei beliebige Elemente aus R, 
so stimmen die von J V {z} und J VU {y} erzeugten Ideale genau dann iiberein, wenn x 
und y kongruent nach dem Ideal J sind. 

5) Siehe J. Scumipr [7], 8. 365 ff. 

Math. Ann. 133 
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ist umgekehrt diese letzte Ungleichung erfiillt, so existiert ein im Intervall 
& CDCF:G gelegener Hauptfilter P, beispielsweise der Filter F:€. Damit 
ist bereits alles bewiesen. 

Es ist nach §1 (4) stets § ¢—:G. Dennoch braucht ein im Intervall 
[&.& :G] gelegener Hauptfilter nicht zu existieren. Ist beispielsweise F = € 
und G© = €, so § :G = €: €=C. Das Intervall [F,F:G] besteht in diesem 
Fall also nur aus dem einen Filter €, und dieser ist bei unendlicher Grundmenge 
E nicht prinzipal. 

Bevor wir mit dem Studium der allgemeinen Durchschnittsdarstellungen 
fortfahren, sei noch eine etwas andere Form des ersten Teiles des Satzes 5 
erwahnt, die sich mitunter nutzbringend anwenden léBt. Bekanntlich") gilt 
die Formel 


(2) P:F=P+N:F. 
Eine analoge Formel gilt nun fir den Quotienten zweier Filter, wenn nicht 
der erste, sondern der zweite prinzipal ist, d. h. es gilt die Formel!”) 


(3) F:P=F+NR:P 
bei prinzipalem J. 

Beweis. Es ist NCGF, also wegen §1 (6) auch N:PCH:DP und F:P 
=%N%:G+4:D. Auf Grund der Sitze 3 und 4 sind die Filter BP und N:P 
Komplemente voneinander, insbesondere ist also B + N:Y = € und mithin: 


F P=(F P+ARP/VP+R:P) 


= (F:PAD+ANA:P (Distributivitat) 
=(FAD)+AN:P [wegen (10)] 
=(F+R:P/n(P+R:P) (Distributivitat) 
=F+tA:P (wegen B+ N:P = E). 
Als Korollar erhalt man hieraus die bemerkenswerte Formel 
(4) F:(G@:G)=F+N:G. 


Der Filter G : € ist stets prinzipal, also F : (G : €) =F + N: (G: C), weiter 
N: (G2 €)/=—=N:(N:(N:G)). Nun ist N:(N:(N:G))—=N: G's), mithin 
§: (G:C) =F +N: G, was zu beweisen war. 

Auf Grund dieser Formel kénnen wir in Satz 5 anstelle von GF: auch 
schreiben: F + N:P. 

6. Jeder Filter F besitzt die triviale Darstellung § = EF. Ist F durch- 
schnittsleer, so ist sie die einzig mégliche, denn die prinzipielle Hiille jedes 
durchschnittsleeren Filters, um so mehr jede Verfeinerung dieser Hiille ist ja 
gleich €. Ist umgekehrt F nicht durchschnittsleer, so existiert eine nicht 
triviale prinzipale Verfeinerung von &, beispielsweise die prinzipale Hiille, 
und also wegen Satz 5 eine nicht triviale Durchschnittsdarstellung von , 


18) Siehe J. Scummpt [7], 8. 366, Korollar 2. 
17) Zuerst von J. Scumipt bewiesen. 
18) Das folgt aus (9) in Verbindung mit MN: (%:G) 2 G; siehe J. Scumipr [7], 8. 364. 
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beispielsweise die von J. Scumipt angegebene’*) : 

(5) =F -QVF+ ©). 

Nun wird man die Darstellung (1) nach Méglichkeit naturgem&B so wihlen, 
daB der Filter G keine nicht triviale Darstellung mehr besitzt, d.h. nach 
gesagtem: durchschnittsleer ist. Durch diese Forderung nun ist der prinzi- 
pale Faktor in (1) bereits eindeutig bestimmt. Das besagt der folgende 

Satz 6. Ist der Filter & Durchschnitt eines prinzipalen und eines durch- 
schnittsleeren Filters: § =P \G, so ist P gleich der prinzipalen Hiille von F, 
d.h.D=F:€. 

Beweis. Wegen Satz 5 folgt aus § =Y G die Ungleichung F¥: CCPC 
C¥:G. Ist nun G durchschnittsleer, dh. €CG, so F: GCF: EC, also 
F:GCF:CCPCF:G undP=F:C€. 

Auf Grund dieses Satzes beschranken wir uns fiir den Rest der Arbeit 
auf solche Darstellungen, deren prinzipale Faktoren gleich der prinzipalen 
Hiille von G, also gleich F: € =N: (N:F) sind. Uber sie gilt der folgende 

Satz 7. Die folgenden fiinf Aussagen sind dquivalent: 


(6) F=(F:E)0G, 

(7) F CGCF: (F: ©), 

(8) FLCGCF+A:GF, 

(9) F:(F:€) =G: (F: ©), 
(10) F+R:F=G4N:GF. 


Beweis. Die Aussagen (6) und (7) sind wegen Satz 5, die Aussagen (7) 
und (8) sowie (9) und (10) wegen Formel (4) aquivalent. Aus (7) erhilt man 
nach Division durch F : € wegen § 1 Formel (6) und (12):F : (F : €) C¢G:(F:€)¢ 
C(R (GF: ©): (F: ©) =F: (F: ©), alsoF : (F: €) —G: (F : €), die Aussage (9). 
Die Aussage (9) ist nach dem Korollar zu Satz 1 der Bedingung § ~ (F : €) 
=G@\(F:€) aquivalent. Nun ist nach § 1 (4) FO(F:C)—F, also 
F = Gn(F:€). Damit folgt (6) aus (9), und der Satz ist bewiesen. 

Der Filter § + N:F =F: (F: €) ist stets durchschnittsleer, wie die kurze 
Rechnung N: [(N:(F+N:F)]—=N: (NF) AN: (NF) =A: N= € zeigt. 
Die grébste durchschnittsleere Verfeinerung G = F + € von F, die sog. hyper- 
charakteristische Hiille von GF, geniigt also den Bedingungen des Satzes 7 
und wir haben das 

Korollar. Die Menge der durchschnittsleeren Filter G, die der Gleichung 
& = (F: €) \G geniigen, ist nichtleer und gleich dem Intervall F + C CGC 
CF: (F:C/ =F +N:GF. 

Aus diesem Korollar folgt insbesondere die Gleichung (5). 

7. Bisher besténde immer noch die Méglichkeit, daB die Filter F + € 
und & : (F : €) stets iibereinctimmen, das Intervall aus unserem Korollar also 
nur aus einem einzigen Filter besteht. Zur Klairung dieses Punktes gehen 
wir von der bekannten Tatsache aus, daB der Filter N:§ gleich [D, E] ist, 
9) Siehe J. Scamp [7], 8. 370, Satz 2. 
3a* 
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wenn D den Durchschnitt von § bezeichnet. Nach Satz 7 geniigt der Filter G 
genau dann der Gleichung (6), wennG + N:GF =G+N:G, d. h.|(D) = G(D) 
ist. wihrend G(D) vdllig beliebig sein kann. Nun ist aber der Filter G durch 
die Filter G(D) und G(D) vollstindig bestimmt. Demnach sind die Filter 
&+€ und §+N:F dann und nur dann gleich, wenn sie der Gleichung 


(11) (F + €) (D) = (F + R:F) (D) 

geniigen. Auf Grund der Rechenregeln des Abschnittes 3 hat man aber: 
(F + €) (D) =F(D) + €(D) = AN(D) + €(D) = C(D), sowie (F + N:F) (D) 
=§F(D) +R: F=F(D) + NR(D) 2R(D) + NR(D) = R(Dn D) = NO) = E, 
also (F + N:F) (D) = E. Mithin ist die Gleichung (11) mit 


(12) €(D) =€ 
und diese mit 
(13) Cp= Ey 


gleichbedeutend ; dabei ist ©, der charakteristische, €, der uneigentliche Filter 
iiber D. Beide fallen dann und nur dann zusammen, wenn die Menge D endlich 
ist. In diesem und nur in diesem Fall entartet das Intervall aus unserem 
Korollar zu einem einzigen Filter. Als Nebenresultat unserer Uberlegungen 
erhalten wir also die folgende interessante verbandstheoretische Kennzeichnung 
der Filter mit endlichem Durchschnitt : 

Satz 8. Dann und nur dann besitzt der Filter G endlichen Durchschnitt, 
wenn er der Gleichung § + € =F: (F: €), oder, was wegen (4) dasselbe besagt, 
wenn er der Gleichung § + €C =F + N: F geniigt. 

Eine andere verbandstheoretische Kennzeichnung dieser Filter ist bereits 
bekannt: F: € + € = €**). Auch diese Gleichung léBt sich aus (10) leicht 
ableiten. Es ist ja (F + €) (D) = F(D) + € und [D, FE] = F(D) =§ : ©, also 
(11) mit F : € + € = € gleichbedeutend. 

Unter den Durchschnittsdarstellungen des Satzes 7 ist wieder die direkte 
von besonderem Interesse. Uber sie gilt der folgende ebenso einfache wie 
niitzliche 

Satz 9. Es gibt genau eine direkte Durchschnittsdarstellung eines Filters &, 
deren einer Bestandteil Hauptfilter und deren anderer durchschnittsleer ist, 
ndmlich die Darstellung 
(14) FHF QOF(F: QOH HNRs(RsFHA(F+AR:H. 

Beweis. Es ist Ni (N:F4+ F4+RF=aN:(N:F)4+R:F, da N:F 
Hauptfilter ist, aber N:(N:F)+N:F=—E, also unsere Darstellung nach 
Satz 3 eine direkte Darstellung der gewiinschten Art. Nach Satz 6 ist aber 
der prinzipale Faktor § : € eindeutig bestimmt und nach Satz 3 der Faktor 
&:(F:C)=F+N:F. Damit ist alles bewiesen. 

8. Als Anwendung der Formel (14) diene das Beispiel der Elementarfilter, 
d. h. der von einer gewéhnlichen (abzaihlbaren) Folge erzeugten Filter”). Hier 


" %®) Siehe J. Scumupr [7], S. 370, Satz 2. 
21) Siehe Boursakr [4], S. 41f. 
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tritt die konkrete Bedeutung unserer Darstellung (14) besonders klar zutage. 
Nennen wir die Menge D der in der Folge {z,} unendlich oft auftretenden 
Folgenglieder das Iterat der Folge und die Menge S der restlichen, d. h. in der 
Folge nur endlich oft auftretenden Glieder ihr Substrat**), so ist nimlich 
&: € gerade der von der Menge D erzeugte Hauptfilter und § : (F : €) der 
charakteristische Filter iiber der Menge S, aufgefaBt als Filter iiber der Menge EZ, 
d. h. der Filter €(S), so daB unsere Darstellung (14) iibergeht in 


(15) § =[D, E] (8). 


Jeder Elementarfilter besitzt eine Darstellung der Form (15), und sind um- 
gekehrt zwei héchstens abzahlbare disjunkte Mengen D und S vorgegeben mit 
der Eigenschaft, daB, wenn D leer, so S unendlich ist, so l4Bt sich stets eine 
Folge {z,} konstruieren, bei der D und S die angegebene Bedeutung haben. 
Demnach sind die Elementarfilter durch die Gleichung (15) vollstindig 
charakterisiert. 

Noch in etwas anderer Weise laBt sich die Gleichung (14) deuten. Sie ent- 
spricht naimlich der Zerlegung der vorgegebenen Folge {z,} in zwei disjunkte 
Teilfolgen**). Die eine besteht aus den in der Folge {z,} unendlich oft auf- 
tretenden Folgengliedern, die andere aus den restlichen™). Der Filter F : € 
wird von der ersten, der Filter § : (F : €) von der zweiten erzeugt. Der Beweis 
dieser einfachen Tatsachen sei dem Leser iiberlassen. 

Eines ]é8t sich aus der Gleichung (15) unmittelbar ablesen. Besitzen 
zwei Folgen {z,} und {y,} gleiches Iterat und gleiches Substrat, so verhalten 
sie sich topologisch gleich, d. h. besitzen in jeder Topologie von £ die gleichen 
Adhirenz- und Limespunkte, denn diese lassen sich ja allein mit Hilfe des 
erzeugten Filters definieren. Ja dies gilt auch dann noch, wenn zwar nicht die 
Substrate S und 8S’, wohl aber die Filter €(S) und €(S’) tibereinstimmen. 
Das ist aber nach Abschnitt 4 genau dann der Fall, wenn die Menge (S — 8’) 4 
(SU 8’) in € enthalten, d.h. ihr Komplement (S — 8’) (S’— 8), die 
Diskrepanz der Mengen S und S’ endlich ist, oder, wie wir kurz sagen wollen, 
wenn die Mengen S und S’ fastidentisch sind, so daB wir sagen kénnen: 

GewiB dann haben zwei Folgen gleiches topologisches Verhalten, wenn sie 
gleiches Iterat und fastidentisches Substrat besitzen. 

In einer friiheren Note**) hatten wir zwei Folgen — dort beliebige Moore- 
Smith-Folgen — absolut topologisch aquivalent genannt, wenn sie in jeder 
Topologie von E das gleiche Konvergenzverhalten zeigten, und den Satz 
formuliert : 

Genau dann sind zwei Folgen absolut topologisch dquivalent, wenn sie den 
gleichen Filter erzeugen. 

#2) Einfiihrung und Bezeichnung dieser GréBen von J. Scumiprt. 

3) Das ist nicht selbstverstandlich. Es lassen sich leicht Durchschnittsdarstellungen 
von Elementarfiltern angeben, die keine so einfache Deutung zulassen. 

*) Hierzu ist allerdings erforderlich, den Trivialfall, daB der Filter } bereits prinzipal 
oder durchschnittsleer ist, beiseite zu lassen. 

*) Bruns-Scumipt [5], S. 184. 
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a) 


Nun sind aber nach Satz 9 die Filter [D,#] und €(S) durch den Ele- 
mentarfilter § eindeutig bestimmt. Weiter ist aber die Menge D durch den 
Filter [D, £] vollstandig und die Menge S durch den Filter €(S) bis auf Fast- 
identitat festgelegt. Demnach gilt von unserer obigen Behauptung auch die 
Umkehrung, und wir haben: 

Genau dann sind zwei Folgen absolut topologisch dquivalent, wenn sie gleiches 
Iterat und fastidentisches Substrat haben. 

Hiermit haben wir in Iterat und Substrat (nur bis auf Fastidentitat fest- 
gelegt!) zwei GréBen gefunden, die eine Klasse absolut topologisch aquiva- 
lenter Folgen invariant zu charakterisieren gestatten. Es zeugt von der Uber- 
legenheit des Filterbegriffes, daB er diese konvergenztheoretischen Invarianten 
auch im Falle beliebig verzeigter Moore-Smith-Folgen zwanglos liefert. 
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Axiomatische Bemerkung zur Polarentheorie 
Von 


HAnFriep LENz in Miinchen 


In einer friiheren Arbeit!) wurde gezeigt, daB eine Abbildung z eines 
projektiven Raumes der endlichen Dimension n > 2 (im Fall n = 2 sei noch die 
Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes gefordert) in seinen dualen Raum (der 
von den Hyperebenen des gegebenen Raumes gebildet wird) eine durch eine 
verallgemeinerte Hermitesche Form darstellbare Polaritat ist, wenn sie den 
folgenden Forderungen geniigt : 

PI: Zu jedem Punkt A gibt es eine eindeutig bestimmte Polarhyperebene 
m(A). 

PII: Zu jeder Hyperebene b gibt es héchstens einen Pol, d.h. einen Punkt B 
mit 2(B) = 6b. 

PIII: Aus A € 2(B) folgt stets B € 2(A). 

Die Einfachheit dieses Axiomensystems lieB mich damals iibersehen, daB 
es nicht unabhangig ist. Es gilt namlich der 

Satz: Das zweite Polaritétspostulat P II folgt aus P I und P III. 

Beweis: I. Hilfssatz: Liegt der Punkt C auf der Geraden AB, s0 ist 
a(C) 22(A)c\x(B). Ist naimlich D ein beliebiger Punkt aus 2(A)-\2(B), 
so ist nach P III 2(D) 2A B3 C, also D € x(C), w.z.b.w. 

II. Es sei A + B, x(A) = 2(B) und P ein Punkt auBerhalb der Hyper- 
ebene 2(A), ferner C € x(P) \AB. Dann ist nach P III P € 2(C), anderer- 
seits nach dem Hilfssatz 2(C) = 2(A) = 2(B), also doch P € (A). Dieser 
Widerspruch zeigt die Richtigkeit der Behauptung. 

Offenbar gelten Satz und Beweis unverandert fiir unendliche Dimension. 
Daher gelten auch alle Folgerungen, die a. a. O. gezogen wurden, wenn man 
P Il einfach wegliBt. Das bedeutet jedoch keine Vereinfachung fiir die 
a.a.O. angegebenen Axiomensysteme fiir konjugierte Punkte und senk- 
rechte Geraden. Nur der Absatz II des Beweises von Satz 2 auf 8S. 368 
(a. a. O.) kann wegbleiben. 

Die Forderungen P I und P III lassen sich dualisieren zu 

PI’: Zu jeder Hyperebene a gehért genau ein Pol x(a). 

PIII’: Aus x(a) € b folgt stets 2(b) € a. 

Nach dem Vorigen reichen diese Forderungen hin, um die Abbildung x 
als Quasipolaritét des dualen Raumes in dessen dualen Raum festzulegen. 


1) H. Lenz: Uber die Einfiihrung einer absoluten Polaritat in die projektive und affine 
Geometrie des Raumes. Math. Ann. 128, 363—372 (1954). 
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Weil dabei jeder Hyperebene ein Hyperebenenbiindel mit Punktdurchschnitt 
entspricht, muB die Dimension des gegebenen Raumes mindestens gleich der 
des dualen Raumes, also endlich sein. PI’ und PIII’ definieren also eine 
Polaritét in einem projektiven Raum endlicher Dimension. 

Auf Grund dieser Bemerkung vereinfachen sich die Beweise in der an 
anderer Stelle gegebenen Einfiihrung einer absoluten Polaritaét auf Grund 
von Axiomen iiber senkrechte H yperebenen*). 


(Eingegangen am 4. Oktober 1956) 


*) Lenz, H.: Zur Begriindung der analytischen Geometrie. Sitzgsber. Bayer. Akad. 
Wiss., Math.-Nat. KI. 1954, S. 17—72, insbes. § 12, S. 67 ff. 
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On a Set of Rings Contained in a Field 
of Rational Functions 


By 
FeppE J. TERPstTRA in Pretoria, Z. A. 


Introduction 


Let k be a fixed algebraically closed field and K a fixed purely trans- 
cendental extension of k whose dimension over k is 2. This means that K 
contains pairs of elements u,v such that K = k(u,v) where k(u,v) denotes 
the field of all rational functions of u,v with coefficients in k. 

Any such pair u,v determines a subring {u,v} of K consisting of all those 
elements of K which can be written in the form A(u,v): B(u,v) where A 
and B are polynomials with B(0,0)+0. These rings {u,v} form a set Y and 
each {u,v} will.be called a point of 2. 

Evidently when P is a point of X and P = {u,v} then the pair u,v is not 
uniquely determined by P; in th. 1 a condition is given for two pairs u,v 
and %,% to have the property {u,v} = {%, 3}. 

Let now P and P’ be points of X with Pc P’ by which we mean- that, 
regarding P and P’ as subsets of K, P is a proper subset of P’; then we say 
that P’ is a successor of P, and that P is a predecessor of P’. Moreover when 
there is no P, in XY with Pc P,c P’ then P’ is called a first successor of P, 
and P a first predecessor of P’. 

The main result of this paper is the construction of all successors and 
predecessors of a given point P of 2. We show (th. 5) that every successor P’ 
of P uniquely determines a finite sequence of points P = P,, P;,..., P,= P’ 
of X where every P, is a first successor of P,;_,(i = 1, ... , a). Consequently 
the construction of the successors (predecessors) of P amounts to finding 
all first successors (predecessors) of P. We now summarize how this is done 
(th. 4). 

Let xz, y be fixed elements of K with P = {x,y}. Choose p,q,r,s in k 
with ps+qr and define z,,y, by pr + qy=2,y,, and rx + sy=2,, then 
P, = {x,,y,} isa first successor of P, and all first successors of P are obtained 
by varying p,q,7r,s. Moreover for different choices of p,q, r,s we find the 
same P, (of course not necessarily the same 2,,y,) if and only if the ratios 
p:q are the same. The latter fact may be expressed by saying that the first 
successors of a point of X form a projective line over k. 

The construction of the first predecessors of a point P, can now be dealt 
with in a few sentences. By what we have mentioned already, when P = {z,y} 
is a first predecessor of P, then since {pz + qy, rx + sy} = {z,y} by th. 1, 
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there exist elements z,,y, in K with P,= {z,,y,} and P={z,y,, 2,}. Also by 
th. 4 for every choice of 2z,,y, with P, = {z,,y,} the point P, is a first successor 
of {x,¥y;, 2} hence {x,y,, 2} a first predecessor of P,. This shows that all 
first predecessors of a point P, of 2 are given by the expression {z, y,, 2} 
where 2,,y, is a variable pair with {z,,y,} = P,. How such a variable pair 
is obtained from a fixed pair is stated in th. 1. 

We finally observe that distinct pairs z,,y, with P,= {z,,y,} not neces- 
sarily yield distinct first predecessors {z,y,,2,}; take for example the pairs 
yy, and x, : (1 + 2), y- 


1. Extension of {u,v} to the ring of formal power series k[ [u,v]] 


In studying a point P and a successor P’ we choose a fixed pair u,v with 
P’ = {u,v}. By k[u,v] we understand the ring of polynomials in u,v with 
coefficients in k. Since every element z of {u,v} can be written in the form 
z= A(u,v): B(u,v) with A(u,v) and B(u,v) in k[{u,v] and B(0,0)+0 it 
follows that z can be expanded as a formal power series F(u,v). Although 
A(u,v) and B(u,v) are not uniquely determined by z it is easy to show, using 
the fact that u,v are algebraically independent over k, that z has only one 
expression as a power series. Therefore it is possible, and we found it con- 
venient to do so, to extend the ring of power series representing elements of 
{u,v} to the ring k[[u,v]] consisting of all formal power series in u,v with 
coefficients in k. Then, identifying the elements of {u,v} with their power 
series expansions, {u,v} becomes a subring of k[{[u,v]]. It follows that k [u,v], 
which is a subring of {u,v} is also a subring of k[[u,v]]. 

Definition. When F (u,v) €k[[u,v]] and F(u,v)+0, the degree of the 
leading form of F (u,v) will be called the order of F (u,v) and denoted by o’ (F). 
So the units of k[[u,v]] are those elements F for which o’(F) = 0. 

Proposition 1. Let f and g be in k[u,v] with a common non-unit prime 
factor H in k[{[u,v]]. Then { and g have a common factor in k[u,v] which 
admits H as a iactor in k[[u,v]]. 

Proof. Let d be a G.C.D. of f and g in k[u,v]. We write f =d/,, g=dq,. 
When H is a factor of d in k[[u,v]}] the proposition is trivially true. Suppose 
now that H is not a factor of d in k[[u,v]]. Then H must be a common factor 
of f, and g, in k[[u,v]], hence /,(0,0) = g,(0,0)=0. Since /, and g, have no 
common factor in k[u,v] it would follow that (/,,g,) is a 0-dimensional ideal 
in k[u,v] of which (u,v) is an (may be the only) associate prime ideal. Let r be 
the exponent of the component of (/,,g,) belonging to (u,v). In the inter- 
section of k[u,v] and the other components of (/,,g,) we can find an element 
a(u,v) with a(0,0)+0. Then auw’=a,f,+ ag, av’= a3f,+ agg, a,¢ k[u,v]. 
As a is a unit in k[[u,v]] we can multiply by a-: 


u’= Bf, + Big, 
v= Bsf,+ Bag, 
B;€ k[[u,v]]. 
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From these relations we see that the non-unit H must be a factor of u’ 
and v’ and this is impossible because of the unique factorization in k[{u,v]]. 
So the only possibility is that H is a factor of d. 

Proposition 2. Let a and 6 be in {u,v} and H in k[[u,v]] such that b = Ha. 
Then H is in {u,v}. 

Proof. We can write a=a,:e, and b=b,: e, with a,,b,,e,,e, in k[u,v] and 
€;, &, units in {u,v}. Then },:e,— Ha,: e, or e,b,= Ha,e,. Let d be a G.C.D. 
of a, and b, ink [u,v]. We write b, = db, and a, = day, then e,b,= Ha,e,. Suppose 
a moment that a, is a non-unit in {u,v}. Then a, has at least one non-unit 
prime factor in k[[{u,v]] which by the unique factorization in k{[u,v]] must 
be a factor of b,. By prop. 1 a, and 6, would have a common factor in k[u,v] 
which is a non-unit in {u,v}. But a, and 6, have no such common factor and 
therefore the supposition a, is a non-unit in {u,v} must be false. Therefore a, 
is a unit and H = e,b, : age, is in {u,v}. 


2. Power series in 2, y where {x,y} C {u,v} 


Let {x,y} and {u,v} be points of 2 with {x,y} ¢ {u,v}. In this section 
we show that it is possible to define power series in x, y as elements of k[[w, v]] 
in such a way that z,y are analytically independent over k, which means 
that F (u,v) € k[[u,v]] and F(w,v) + 0 implies F(x, y) + 0. 

Proposition 3. When {x, y} C{u,v} = P’ then x and y are non-units in k[[w,v}]} 
i.e. o' (x) > 0 and o’(y) > 0. 

Proof. Suppose o’ (x) = 0. Then for some c + 0 in k we have o’ (x — c) > 0. 
But x — c is a unit in {z, y} and so (x — c)~ is in {z, y} hence in {u,v}. This 
means that (2 — c) is a unit in {u,v} and this is impossible because o’ (x — c) > 0. 
Therefore o’ (x) + 0 and so o’(z) > 0. Similarly we show that o’(y) > 0. 

We now write x and y as power series in u,v: 

x=F(u,v), y= G(u,v). 
By prop. 3 F and G have no constant terms and so it is possible to make the 
formal substitution u > F (u,v), v > G(u,v) into any element H (u,v) € k[[u,v]] 
so that the result will again be a power series in u,v i.e. an element z of k[[u,v]]. 
We now consider the power series H(z,y) as another notation for z and we 
write z= H(z,y). It easily follows from this definition that when H,(u,v) € 
€k[{u,v]] and z,= H,(x,y) («= 1, 2) then both z,+ z, and z,z, can also be 
written as power series in x,y which are found by formal addition (multi- 
plication) of H,(z,y) and H,(x,y). We conclude that all power series in H(z, y) 
form a subring of k[[u,v]]. We use the notation k[[z,y]],, for this subring. 

It would be incorrect to denote this subring by &[[z,y]] since by the 
previous section k[[z,y]] already has a meaning for every pair z,y with 
K = k(x,y) and this meaning is independent of u,v. On the other hand the 
definition of k[{[x,y]],,, is based upon the choice of u,v. Although the ele- 
ments of both k[[z,y]],,, and-k[[z,y]] are written as power series in 2, y, 
they may not be identified at least not at this stage. In fact we know that 
a power series in k[[z,y]] represents 0 only if all its coefficients vanish and 
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it must still be proved (see prop. 4) that power series in k[[z,y]],,, also have 
this property. In other words, the mapping of k[[u,v]] on to k[[z,y]],, 
defined by H(u,v)—- H(zx,y), which by the definition of k[[z,y]],,, is a 
homomorphism, will turn out to be an isomorphism. 

Proposition 4. Let P = {x,y} and P’= {u,v} be points of X with PC P’. 
Then z,y considered as elements of k[[z,y]],,, are analytically independent 
over k. 

Proof. Let x=F (u,v), y=G(u,v) with F(u,v), G(u,v) €k[[u,v]]. We 
choose 6 in k such that u + bv is not a factor of F(u,v). From k(u,v) = k(x, y) 
we find u + bv = 6,(z,y): b,(z,y) with b;(x,y) €k[x,y]. Suppose now that 
our proposition is false. Then there exists H(u,v)+0 in k[[u,v]] with 
H(x,y)=0. We may assume that H(u,v) is prime in k[[u,v]]. H(u,v) is 
not a factor of b,(u,v) in k[[u,v]] because from b,(u,v) = H(u,v) L(u,v) we 
could derive 6,(z,y) = H(2z,y) L(x,y)=0. Obviously H(u,v) and 6, (u,v) 
cannot be units in k[ [u,v]] and so the ideal (H,5,) in k[ [u,v]] is 0-dimensional 
i.e. (H,b,) is a primary ideal with associate prime ideal (u,v). Let r be the 
exponent of (H,b,) then u’= C,b,+ C,H, C;¢ k[[u,v]]. The latter relation 
remains valid upon replacing u and v by the non-units (see prop. 3) F (u,v) and 
G(u,v) resp. On account of H(F,G)=0 we obtain F’= C,(F, @)b,(F, @). 
Combining this with u + bv = b,(F,G@): b,(F,@) we get 


Fr=(u + bv) C,(F,G) b,(F, @). 


In view of the unique factorization in k[[w,v]] it would follow that F 
has a factor u + bv. Since this is not so the supposition H (u,v) +0, H(x,y)=0 
must be false. 

Corollary. The mapping of k[[u,v]] on to k[[x,y]],,,, defined by F (u,v) > 
> F (x,y) is an isomorphism. Therefore k[[z,y]],,, is a unique factorization 
domain and polynomials f(z, y),g(z,y) which are rel. prime in k[[z,y]] are 
also so in k[[z, y]]y, o- 

Proof. Follows from prop. 4, the unique factorization in k[[w,v]] and 
prop. l. 

3. The case {x,y} = {u,v} 

Theorem 1. Let x, y,u,v be in K such that K=k(x,y)=k(u,v). Then 
{x,y} = {u,v} if and only if x and y can be written x = A,(u,v): E,(u,v) 
y = A,(u,v) : E, (u,v) where A; and E, are elements of k({u,v), whith E;(0,0) + 0 
and A;(0,0) = 0, and where the linear parts of A,(u,v) and A,(u,v) are linearly 
independent. 

Proof. First let {x,y} = {u,v}. Then there exist polynomials A, and £; 
with £,(0,0)=1 such that z= A,(u,v): E,(u,v), y= A,(u,v): E,(u,v) and 
u = A;(zx,y): E,(x,y), v = A(z, y): E,(xz,y) where A,(0,0)=0 on account 
of prop. 3. Substituting for u and v the leading forms of A,(x,y) and A,(z, y), 
the leading forms of A,(u,v) and A,(u,v) must yield x and y resp. It follows 
that the leading forms of A, (u,v) and A,(u,v) must be linear and independent. 
We now show that the condition of the theorem is sufficient. From E; (0,0) + 0 
and A;,(0,0) = 0 follows that every element of {x, y} is also an element of {u,v}, 
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hence {x,y} {u,v}. According to section 2 we write z and y as power series 
in u,v: 
x= F(u,v), y=G(u,v). 


Then the leading forms of F and G are linear and independent. We use the 
well-known fact that the latter relations have a formal solution which means 
that there exist power series F,(x,y) and G,(z,y) such that the substitution 
x=F(u,v) y=G(u,v) into F,(z,y) and G,(z,y) results in uw and v resp. 
According to our definition of k[[z,y]],,, this means that u = F,(z,y) 
v = G, (x,y) in k[[z,y]],,,,.- On the other hand, because k(x, y)=k(u,v), u and 
v are rational functions of x, y from which follows 
uC,(x,y) = B, (x,y) ’ 
v0, (x,y) = B,(z,y), 

where 3B; and C, are rel. prime in k[x,y] hence also in k[[z,y]],,, by coroll. 
of prop. 4. The relation uC,(z,y) = B,(z,y) implies that the power series 
uC,(F,G) — B,(F,G@) in u,v is equal to0. Therefore if we substitute u = F, (z, y) 
v = G, (x, y) into this power series the result will also be 0. Hence in k[[z,y]],, , 
we have F, (zx, y) C,(z,y) = B,(x,y). Since C,(x,y) and B,(zx,y) are rel. prime 
in k[{[{z,y]],,, by the unique factorization in this ring (coroll. prop. 4) the 
only possibility is that C,(z,y) is a non-unit in k[x,y] because F, (x,y) is 
a non-unit in k[[z,y]],,,- This shows that wu = B,(z,y):C,(z,y) is a non- 
unit of {x,y}. Likewise from vC,(z,y) = B,(x,y) we can conclude that v 
is a non-unit in {x,y}. Then every element of {u,v} must be in {z, y} or {u,v} ¢ 
¢ {x,y}. We know already that {x,y} ¢ {u,v} and so {u,v} = {x,y}, q.e.d. 

The valuation op. Let P be a point of X. Choosing x, y in K with P={z, y}, 
any element z + 0 of K can be written z=A:B A, BCk[xz,y]. Regarded as 
power series in x,y the polynomials A and B have certain orders 0(A) and 
o(B) as defined in section 1. It easily follows from th. 1 that 0(A) — 0(B) 
is independent of the choice of z,y ie. 0(A) — 0(B) is uniquely determined 
by z-and P. We call 0(A) — o(B) the P-order of z and denote it by op(z) 
or simply 0(z). Obviously op(z) for a fixed P and variable z in K is a valuation 
of K. The orders of z with respect to different points P, P’, P, will be denoted 
by o0(z), 0’ (z), 0,(z). 

When S is a set of elements of K which contains at least one element + 0 
then by o(S) we understand minimum o(z), z € S, z+ 0. 


4. Introduction to the Theorem of Section 5 

With the notation of section 2 let {x,y} C {u,v}, « = F(u,v) and y= G(u,v). 
In section 5 we shall show that if F is not a multiple of G then G is a multiple 
of F in k[{u,v]], hence (prop. 2) also a multiple of F in {u,v}. In the proof 
of this theorem we make use of prop. 5 in which a special condition is imposed 
upon F and G. 

Proposition 5. Let P = {x,y} C {u,v} = P’, x = F(u,v), y= G(u,v). Let G 
admit a non-unit prime factor p in k[{[u,v]] which is not a factor of F. Then 
o' (F) = 1, o' (@) > 1 and G = HF with H in k[[u,v]]. 
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Proof. We may write u = A,(z,y): A,(z,y) with A, and A, rel. prime in 
k[z,y]. Substituting for x,y the power series F and G we obtain 


uA,(F,@) — A,(F,@) =0. 
Then in view of the congruence G (u,v) = 0(p) 
(1) uA,(F, 0) — A,(F, 0) = 0(p). 


We assert that A,(F,0) + 0, in other words that A,(z,y) admits no factor y. 
In fact A,(F,0) = 0 by (1) would lead to A,(F, 0) = 0(p) with A,(F,0) +0 
because A,(z,y) and A,(z,y) have no common factor y. But A,(F, 0) can be 
written F*H, where a is a non-negative integer and FE a unit in k[[u,v]]. 
So A,(F,0) = 0(p) would imply F*= 0(p), which is impossible because p is 
a non-unit prime element with F + 0(p). 

Now we know that A,(F,0) +0. Since F = 0(p) and p is prime we may 
divide in (1) by all common factors F of A,(F,0) and A,(F,0). Let the result be 


(2) u B,(F) — B,(F) = 0(p) 


then at least one of the elements B,(F) and B,(F) is a unit in k[[u,v]]. If 
B,(F) were a unit then, because u B,(F) is a non-unit, the left side of (2) would 
be a unit, which is impossible because p is a non-unit. Therefore B,(F) is 
a non-unit and so B,(F) is a unit. We multiply in (2) by the inverse of B,(F). 
Let the result be 

u — 0,(F) = 0(p) 


then C,(F) is a non-unit power series in F. In a similar way we can derive 
a congruence 
v — C,(F) = 0(p) 


where C,(F) is a non-unit power series in F. 

Suppose now that o’(F) > 1, which means that F contains no linear terms 
in u,v. Then C,(F) and C,(F) considered as power series in u,v contain no 
linear terms either. Consequently the leading forms of u — C,(F) and v — C,(F) 
are u and vresp. Let p, be the leading form of p. Since u — C,(F) and v— C,(F) 
are divisible by p it would follow that u and v admit p, as a factor. This is 
impossible since p, is a non-unit. We conclude that o’(F) = 1 which proves 
the first part of our proposition. From o’(F) = 1 we see that F is prime in 
k[[u,v]]. Suppose now that @ is not a multiple of F. Then F has a prime 
factor namely F itself which is not a factor of G. By the first part of our 
proof this would lead to o’(@) = 1. This shows that G is a multiple of F when 
o'(@)> 1. 

We still have to show that the case o’(@)=1 is impossible. Suppose 
therefore that o’'(@)=1. Let au + bv and cu + dv be the leading forms of 
F and G resp. Then ad = be because ad + bc by th. 1 results in {x, y} = {u,v}, 
and so {u,v} would not be a successor of {x,y}. From ad = be we see that 
there exists 4+ 0 in k such that o'(@)>1 where G=G-—AF. We set 
9 = y — Az, then by th. 1 {z,y} = {x, 7}. Thus {u,v} is a successor of {z, 7} 
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with z = F(u,v), 7 = G(u,v). Since o’ (@) > 1 we are in the case already dealt 
with and so G is a multiple of F, which implies that G=/F + G is also a 
multiple of F. Because of o’(@) = 1 this would mean that F is the only non- 
unit prime factor of G. The latter fact being contrary to the hypothesis that G 
has at least one non-unit prime factor which is not a factor of F, we have 
established that o’(G) = 1 is impossible, which completes the proof. 


5. {x,y} CP’, o' (x) < o' (y) implies that y admits 2 as a factor in P’ 

Theorem 2. Let x, y, u,v be elements of K with k(x,y) = k(u,v) = K such 
that {u,v} is a successor of {x,y} i.e. {x,y} C {u,v}. Then, regarding x and y 
as elements of {u,v}, y must be a multiple of x when x is not a multiple of y. 

Proof. We first assume that x and y regarded as elements of k[[w,v]] 
have not the same prime factors. Then at least one of the elements z,y has 
a prime factor which is not a factor of the other one and so (prop. 5) one of 
them is divisible by the other one in k[[u,v]], hence also in {u,v} by prop. 2. 
Assume now that z and y have the same prime factors in k[[u,v]]. Let 
A,,...,A, be these prime factors. We write z= DA, y= DB where D is 
a G.C.D. of x and y in k[[u,v]]. When A or B is a unit in k[[u,v]] we see 
that one of the elements z and y is a multiple of the other in k[[w,v]], hence 
(prop. 2) in {u,v}. We still have to show that the case when A and B are 
non-units cannot occur. Suppose that A and B are non-units. Without loss 
of generality we may assume o’(x) < o’(y). The prime factors of A and B 
in k[{u,v]] are among A,,...,A, but A and B have no common factors 
A;. So when it happens that 4 A + B admits A, as a factor for some A in k 
this A is uniquely determined because if otherwise A and B would have A, 
as a common factor. Therefore only for a finite number of values A = A,,... A, 
in k a prime factor of A A+ B is among A,,...,A,. Furthermore there is 
at most one A, in k for which o’ (x + A,y) > 0’ (x). We choose A in k distinct 
from A , A,,...,A,, Which is possible because k is algebraically closed and 
hence infinite. Let 7 = x + A y then by th. 1 {x,y} = {%, y} and o’(y) = o' (Z) 
because o’(%) = 0'(x). From %= D(A +AB), y= DB and from the defi- 
nition of A we conclude that % and y have not the same prime factors. In 
fact the prime factors of the non-unit B are among A,,...,A, and none 
of these is a factor of the non-unit A + A B. Therefore by the first part of 
our proof y = z% with z in {u,v} andso DB =zD(A +A B)or B=z(A + AB). 
But this conflicts with the fact that the non-units B and A + A B have no 
common factor. Consequently the supposition A and B non-units must be 
false. q.e.d. 

Theorem 3. Let P’ be a successor of P = {x,y}. Then there is one and 
only one ratio p: q with p and q in k and not p= q = 0 such that the P’-order 
of px + qy is greater than the minimum of the P’-orders of x and y i.e. (see 
notation at the end of section 3) o’ (pz + qy) > o' (x,y). 

Proof. We first show the existence of such a ratio p:qg. In the cases 
o'(y) > o’(x) and o’(x) > o’(y) we can take p:¢g = 0:1 and p:q= 1:0 resp. 
In the case o’ (x) = o’(y) by th. 2 there is a unit Z in P’ with z= Ey. Leta 
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be the element of k such that F = # + a is a non-unit of P’ then 
x+ay=Ey+ay=Fy, 


hence o'(x + ay) > 0'(y)=o0'(z,y) and we can take p:g=1:a. To show 
the uniqueness of p:q let o’(px + qy) > o’(z,y) and o' (px + Gy)> o'(z,y). 

Supposing p:q + p:@ we can express z and y as linear combinations of 
px+qy and px+ gy. This would lead to 


o'(x) 2 0'(px + gy, Px + Gy) > o'(x,y) 
and likewise o’(y) > o’(z,y), which is impossible, and so p: g = p: 7. 


6. The construction of all first successors of {a, y} 


Proposition 6. Let P’ be a successor of P ={z,y}. Then k contains 
elements p,g,r,s with ps +qr such that defining 2,,y, by 


pxr+qy= 1 re+sy=% 


we have P Cc {2,,y,} ¢ P’. Moreover when P’ is a first successor of P then 
{21,y,} = P’. 

Proof. By th.3 there exist p,q in k such that o’(px + qy) > o’(z,y). 
We choose r,s in k with ps+qr. Then P= {px+qy,rx+ sy} by th. 1. 
Also, by th. 3, o’ (rz + sy) < o’(px+qy), and so putting rz + sy = 2, by 
th. 2 there exists a non-unit y, in P’ with px + qy = x,y,. Obviously k(x,, y,) 
= K and so {z,,y,} is a point of 2. The fact that 2z,,y, are non-units in P’ 
ensures that {2z,,y,) ¢ P’ and similarly P C {2,,y,} since px + qy and rz+ sy 
are non-units in {z,,y,}. But P+ {2,,y,} by th.1 and so PC{a,,y,}¢ P’. 
As to the last assertion we observe that PC {z,,y,} P’ would mean that P’ 
is not a first successor of P. 

Proposition 7. Let P = {x,y}. Choosing p,q,r,s in k with ps+qr and 
defining z,,y, by 


Pr+qy=YyYy, e+ sy=— XY 


then {z,,y,} is a first successor of P. Furthermore when ),7,7,8 are also in 
k with p+ q7 and defining 7,7 by 

pxr+qy=zy Frx+sy=z 
then {z,,y,} = {%,y} if and only if p:q= jp: 7. 

Proof. The assertions rest upon the fact that k(2z,,y,) = k(z,y) = K and 
so the expressions {x,,y,} and {Z,7} are well-defined and represent points 
of X. Expressing z and y in terms of z,,y, we see that x,y are non-units in 
P,= {x,,y,} and so PC P,. By th. 1 we have P + P, hence P, is a successor 
of P. Suppose now that P, is not a first successor of P. Then there exists 


a successor P’ of P with Pc P’C P,. In view of prop. 6 there also exists 
a successor P,= {2,, y,} of P with Pc P,¢ P’ and 





Pot + W2Y = 2 Yo T2X + 82Y = XZ. 
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Our relations enable us to express x,y, and z, in terms of x, y, and 2,. 
%_Y2= 22, y,+ ba, %= cry, + dx, 
with ad + bc. Division yields 
f Yo=(ay,+ 6): (cy, +d). 
Now y, is a non-unit in {z,,y,} by prop.3, because P,¢ P,. This implies 
b=0Oandd+0. From 
t= d2,+ cry, Ye= ay, : (d+ cy). 
We may conclude by th. 1 that P,= P,. However this conflicts with P, ¢ 
CP’ CP,. Therefore P, must be a first successor of P. 
S Let now Z,¥ be as stated in the proposition. Assuming first P,= {%, 7} 
we have 0,(px+ Gy) > 0,(z,y) and o,(pz + qy) > 0,(z,y) and so by th.3 
p:q=p:q. In fact 
0; (%,y) = (px + qy, rz + sy) =9,(%,y,,%)=1, 
0, (px + Gy) = 9(%y¥) = 2 


by our assumption that P,= {%,7}, and 


y 0, (px + gy) = (2%) = 2. 
) Assume now p:q=p:g. Then expressing 77 and Z in terms of 2, y,, x, 
we obtain 


i hence 
y= ay,:(d+cy,). 
The latter relations, by th. 1, imply {Z, 7} = {x,, y,}. 
Theorem 4. Let P be a point of X. Let x, y be any elements of K with P= {x,y}, 
n let p,q,1,8 be elements of k with ps + qr and let x,,y, be elements of K defined by 
pxr+qy= AM 
rz+sy=2,. 
Then for fixed x,y and variable p,q,r,s the variable point {x,,y,} of X always 
d is a first successor of P and every first successor of P is obtained for infinitely 
is many quadruples p,q,r,s. More precisely, let P, be a first successor of P then 
n there is one and only one ratio p:q (p and Gg in k and not both 0) such that 
or 0,(px+qy)=2. Then, p and GJ having this property, the quadruple p,q,r,8 
is yields P, if and only if p: q = p: J and ps + qr. 
is Proof. Everything follows from prop. 6, prop. 7, th. 3 and the fact that 


0,(px + qy) = 2, o,(rx+ sy) = 1 and 0; (2, y) = 0,(px+qy,rx+sy)=1. 
Remark. According to th. 4 we may say that all first successors of a point 
P of X form a projective line over k. 
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Notation. Let x,y be in K with k(z,y)= K. Let p,q be in k and not 
p=q=0. Then by {pz + qy} we understand the first successor P, of {z, y} 
with the property 0,(pxz + qy) = 2 (see th. 4). 


7. The chain between P and a successor P’ of P 

Proposition 8. Let P’ be any successor of P = {x,y} then there is one 
and only one first successor P, of P with Pc P,¢ P: With the notation at 
the end of the previous section P,;= {pz + qy} where p: q is determined by 
the condition o(pxz + qy) > o(z,y). 

Proof. According to prop. 6 there exists a successor P,= {x,,y,} of P with 
pxr+qy=xy, rx+sy=—2, and P,CP’. By th. 4 P, is a first successor 
of P and from 

o'(x,y) = 0' (px + qy, rx + 8y) =0' (2,4, %) = 0' (2%) 
we see that 
o' (px + gy) = 0' (2%) > 0" (4) = o' (2, y), 
where we used the fact that y, is a non-unit in P’ (prop. 3). 

It must still be shown that P, is the only first successor of P with P, ¢ P’. 
Let now {px-+ Gy} be any first successor of P with {px + gy}¢ P’. Then 
by the same reasoning as before we find 

o' (px + Gy) > 0’ (x,y) 
and so by th.3 p : = p: q which implies (th. 4) {pz+ Gy}= P,. 

As a consequence of prop. 8 we see that every successor P’ of P, uniquely 
determines a sequence P;(i = 0,1,...) where each P;,, is a first successor 
of P; and where all P; are predecessors of P’. This sequence will be referred 
to as the chain between P, and P’. Our last aim is to prove the finiteness 
of this chain (th. 5). 

Proposition 9. Let P’ be a successor of P={z,y} with o’(x,.y) > 1. 
Then the chain P= P,, P,, P,,... between P and P’ contains a point 
P,= {2a Ya} with 0’ (x, Yq) < 0’ (2, y). 

Proof. We may assume 0’ (x) < o’(y). Then (prop. 8) for some A, in k we 
have P,={y — A,x} where of course J,= 0 if o’(x) < o’(y). We put 

y—-Ar= ry 
then P,={z,y,}. Suppose now that the proposition is not true, which 
implies that the chain between P and P’ is infinite. Then o0’(y,) = 0’ (zx) 
because 0’ (y,) < 0’(x) would mean 0’ (x, y,) = 0’(y,) < o’(x) = 0’ (x,y). By the 
method used above we find P,= {x, y,} where for some A, in k 

Yi — Agu = Yp. 
It easily follows that for every index n we have P,,= {z,y,} with 


y—Axz—--+-A, "= 2"y,. 


We now refer to section 2, where we defined the ring k[[z, y]],,,,, of power 
series in x,y with P’= {u,v}. Let z be the element of this ring which can 
be written as 


z=y-—A,x—A,2?-- 








ve 


ch 


he 


jer 
an 
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Then for every index n we have 


B= BP Yy— Ag Bt Aya gart®—---. 


Since x and y, are non-units in P’ (prop. 3) we conclude that P’(z) = n + 1. 
This being true for every n, the only possibility is that z= 0. So we have 
found that z,y are not analytically independent over k, which is contrary 
to prop. 4. It follows that for some index a the chain between P and P’ 
contains a point P,= {z,y,} with o’(z,y,) < o' (x,y). 

Proposition 10. Let P’ be a successor of P ={z,y} with o’(z,y) =1. 
Then the chain between P and P’ is finite. 

Proof. Suppose that the chain P, P,, P,,... between P and P’ is in- 
finite. For some A, in k we have P,= {z,y,} with y—/A,x=zy,. By our 
supposition P,+ P’ and so P,= {2»,y_} with y,— A,z = xy,. Continuing in 
this way we find the same relations as in the previous proof and similarly it 
would follow that z,y are not analytically independent, which is against 
prop. 4. 

Theorem 5. Let P’ be any successor of P. Then there exists one and only 
one sequence P = Py, P,, P:,... of predecessors of P’ such that every P, is 
a first successor of P;_,(i=0,1,...). This sequence is finite. 

Proof. The uniqueness of the sequence follows from prop. 8, and_ its 
finiteness from prop. 10 when P = {x,y} and o’(z,y) = 1. When o’(z,y) > 1, 
by applying a finite number of times prop. 10 we find a point P,= {2,, y,} 
in the sequence with o’(2,,y,) = 1. Then by prop. 10 the chain between P, 
and P’ is finite, hence also the chain between P and P’. 


8. Formulas for the computation of the successors of a given P = {z,y} 


By theorem 5 any successor P’ of P can be found by constructing a finite 
sequence P = Py, P,,... in which every P, is a first successor of P;_,. Thus 
choosing an integer a=>1 and elements p,,q,,7,;,8; (i =1,...,a@) with 
Pi8;+ Q7; the formulas 


PiTi at GYi-r= GY MATEY % W=T Yo=ry 
define elements x,,y, such that {z,,y,} is a successor of P, and all successors 


of P are obtained by varying a, p,, q,, 7;, 8;. The formulas can also be given 
the form 


Hj = 42, +b,xy, Y= xt+d,x,y, with a,d,+ b,c,. 
Writing z, y in terms of z,, y, and replacing z,, y, by u, v we find 
(1) P={z,y},2z=u?vE,, y=wvE,, P’= {u,v}, 


where EZ, and £, are polynomials in u, v with non-vanishing constant terms. 
By interchanging z and y, if necessary, we can achieve o’ (x) < o’(y). Then, 
by th.2, psrandqss. 


(Eingegangen am 25. Juli 1956) 
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Uber infinitesimale Kerne von Punktmengen 
in topologischen Raiumen 
Von 


K. WAGNER in Koln 


Einleitung 


In einer friiheren Arbeit") ist u. a. gezeigt worden, daB in jedem Hiufungs- 
punkt p einer beliebigen Punktmenge M eines topologischen Raumes (unter 
ziemlich allgemeinen Voraussetzungen) stets ein bestimmter infinitesimaler 
Kern von M in p existiert, der, mit ungenauen Worten gesagt, die Menge M 
bei p ,,am engsten“ umschlieBt. Dieser Kern von M in p ergab sich mittels 
Durchschnittsbildung bestimmter ,,ausgezeichneter‘, M bei p umschlieBender 
Punktmengen (Sektoren) des topologischen Raumes. 

Im folgenden gehen wir von dem Gedanken aus, da sich die Menge dieser 
, ausgezeichneten“ Punktmengen als Unterverband %* eines topologischen 
Mengenvereins G mit wohlbestimmten Eigenschaften deuten la8t. Hierdurch 
wird die Punktmenge M in den Hintergrund geriickt, da wir allein in G und G* 
operieren kénnen. Unser Ziel im § 1 ist, zu zeigen, daB gewisse topologische 
(starke bzw. schwache) Ableitungen von %* (in G) aufgewiesen werden kénnen, 
ohne da8 also zunichst eine Punktmenge M beteiligt ist. Die drei Hilfssitze 
von § 1 befassen sich mit allgemeinen Eigenschaften dieser Ableitungen. Der 
letzte von diesen Hilfssitzen ist fiir uns der wichtigste. 

In den darauf folgenden Anwendungen auf die klassische Topologie be- 
trachten wir im § 2 als Hauptfall separable Raiume und im § 3 als wichtigsten 
Spezialfall derselben die n-dimensionalen Euklidischen Raume. Hierbei ergibt 
sich im § 2 zuniichst die nicht iiberraschende Tatsache, daB unsere Ableitungen 
gleich bestimmten (abgeschlossenen) Teilmengen der frither*) betrachteten 
infinitesimalen Kerne sind; genauer gesagt, folgt (vgl. Hilfssatz 4), daB die 
Vereinigungsmenge samtlicher (nicht trivialen) schwachen Ableitungen von M 
in p gleich dem infinitesimalen Kern von M in p ist. 

In den Satzen 1, 2, 3 und 7 interessieren wir uns dann weiter fiir die Frage, 
welche Riickschliisse von der Dimension der Kerne einer Punktmenge M 
auf die Dimension von M gezogen werden kénnen*). Nach den Beispielen (a) 
und (b) von § 1 kénnte man allerdings zunichst glauben, daB die gestellte 


*) Vgl. [3], § 1, insbesondere den Hilfssatz auf 8S. 3. 

*) Vgl. [3], S.9 unten (a), (b) und (c) und 8S. 10 oben. 

*) Unter der Dimension von M in p, bzw. von M wird im folgenden immer, falls nichts 
anderes gesagt wird, die induktiv definierte Dimension verstanden. Vgl. [9], S. 79 unten 
bis 81 oben. 
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Frage bedeutungslos ist, da fiir p ¢ M, unter m, Wzw. i, die Dimension (in p) 
der Punktmenge M bzw. ihres infinitesimalen Kernes in p verstanden, manch- 
mal i,< m, [s. Beispiel (a)] und manchmal m, < i, [s. Beispiel (b)} sein kann. 
Betrachten wir statt m, die ,,Dimension“‘ m, von M in p relativ zu beliebig 
feinen offenen Uberdeckungen von M/7\ B(U), worin B(U) die Begrenzung 
beliebig kleiner Umgebungen U = U(p) von p bedeuten, so besagt unser 
Satz 1, daB stets m, <i, gilt. Dieser Aussage ,,im Kleinen“ lassen sich ge- 
wisse Aussagen ,,im GroBen‘‘ gegeniiberstellen. Ist m die Dimension von M 
und bedeutet a das Maximum der Dimension simtlicher Ableitungen von M 
(also in simtlichen p ¢ M, und zwar die Dimension jeweils in diesen p ge- 
nommen), so besagen die Sitze 3 und 7, daB, falls M eine abgeschlossene und 
zusammenhangende Punktmenge im n-dimensionalen Euklidischen Raum R,, 
und avBerdem noch entweder a=n-—1 oder a=1 ist, dann m <a gilt. 
Hieraus folgt speziell fiir den R, also immer m S a. 

Es leuchtet ein, daB unsere Ableitungen von Mengen in p, grob anschaulich 
gesprochen, umso ,,feiner‘‘ werden, je ,,umfangreicher unser U* gewihlt 
wird. Im Satz 2 haben wir sodann das .,umfangreichste“ G* zugrunde gelegt, 
und zwar die Menge simtlicher abgeschlossenen ,,ausgezeichneten‘’ Punkt- 
mengen des betreffenden separablen Raumes. Die mittels dieses U* gebildeten 
(starken) Ableitungen von M in p sind gleich den lokalen Komponenten von M 
in p. Der Satz 2 besagt dann, daB es in jeder kompakten Menge M der Di- 
mension m ein p¢€ M mit einer monoton abnehmenden, nach p konvergie- 
renden Folge lokaler Komponenten von M in p gibt, von denen jede in p 
die Dimension m (also die tiberhaupt gréBtmégliche Dimension) besitzt. 

Die Satze 6 und 6’ von § 3 sind Abzahlbarkeitssiitze itiber diejenigen Punkte 
p «<M, worin die infinitesimale Ordnungszahl von M (= Anzahl der nicht 
trivialen, schwachen Ableitungen von M in p) gréBer als 1 ist. Im Zusammen- 
hange hiermit méchten wir besonders auf die aus dem Satz 6’ unmittelbar 
resultierende Folgerung hinweisen, daB jedes Euklidische Kontinuum, das in 
jedem seiner Punkte mindestens zweidimensional ist, also kurz gesagt, jedes 
Euklidische, homogen mindestens zweidimensionale Kontinuum stets nur in 
héchstens abzaihlbar vielen Punkten eine infinitesimale Ordnungszahl > | hat. 
Das Haupthilfsmittel zu den Beweisen der Siatze 6 und 6’ ist ein Abzahlbar- 
keitstheorem von K. MENGER iiber lokal zerlegende Verzweigungspunkte‘). 
Den Hinweis auf ahnliche Anwendungsméglichkeit des Mengerschen Theorems 
verdanke ich einer Mitteilung von O. Haupt, der dieses Theorem zu Beweisen 
ahnlicher Satze iiber (ebene) Punktmengen hinzugezogen hat5). Der Begriff 
der infinitesimalen Ordnungszahl hat gegeniiber dem bekannten Begriff der 
Ordnungszahl der Kurventheorie den Vorzug, daB er eine Klassifizierung der 
Punkte beliebig dimensionaler Mengen (also nicht, wie die Ordnungszahl der 
Kurventheorie, nur eindimensionaler Mengen) gestattet. 

Wir weisen noch besonders darauf hin, daB der Hilfssatz 7 von § 3 nicht 
umkehrbar ist. Denn die Umkehrbarkeit dieses Hilfssatzes hatte, wie eine 

*) Vgl. [10], S. 164. 

5) Vgl. [4]. 
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aihnliche SchluBweise wie im Beweis von Satz 4 zeigt, den sog. Produktsatz 
der Dimensionstheorie zur Folge im Widerspruch zu dem von PoNTRJAGIN 
konstruierten Beispiel von zwei zweidimensionalen, kompakten Raumen, 
deren Produkt von der Dimension drei ist*). Da der Produktsatz der Di- 
mensionstheorie nach diesem Beispiel allgemein also nicht gilt, ist es weiter 
interessant, daB mit dem Hilfssatz 7 dieser Produktsatz speziell fiir die ein- 
dimensionalen Raiume (vgl. Satz 4) bewiesen werden kann. Der Satz 4 ist 
bekannt’). Der hier iiber den Hilfssatz 7 gefiihrte Beweis dieses Satzes ist 
jedoch kirzer als der Beweis von HuREwIcz. 


§ 1. Ableitungen in topologischen Vereinen 


Es sei G ein topologischer Mengenverein*) mit Nullsoma @. Ferner sei B* 
ein Unterverein von S mit den beiden Eigenschaften : 

(1.) Aus V? €D* und V¥ ¢G* folge stets VF ~ VE «V**), 

(2.) fir jede monoton abnehmende Somenfolge V# 2 VF 2---2 VF 2--- 
aus B* folge m VF «B®. 

v=1 

Wir nennen ein Soma V € % (kurz) ausgezeichnet, wenn V € %* gilt. 

Definition1. Wirnennen ein Soma A + @ von V eine starke (topologische ) 
Ableitung von G* (in B), wenn es 

(I) eine monoton abnehmende Folge ausgezeichneter Somen V¥ > VF 2 
>---2DV*2--- gibt mit 


ae 


(II) kein Soma A’€D mit Oc A’ c 
Dann gilt: 
Hilfssatz 1. Man habe eine monoton abnehmende Folge von Somen 
D,€S (D, 2 D+. w= 1, 2,...), 
worin jedes D,, die Bedingung (I) von Def. 1 erfiille. Dann erfiillt auch - D, 


w=l1 


auch noch die Bedingung (1) erfiillt. 


diese Bedingung. 
Denn nach (I) von Def. 1 gibt es zu jedem D, eine monoton abnehmende 
Folge ausgezeichneter V* , (v = 1, 2, . . .) mit: 


foe] oo 
D,=nVi.= nVie 
v=1 v=1 
*) Vgl. [7], S. 194 und FuBnote 5 daselbst. 
7) Vgl. [6] und [7]. Das in [6] auf S. 307 in FuBnote 5a Gesagte trifft offenbar auf 
unseren Hilfssatz 7 nicht zu. 
*) Im folgenden schlieBen wir uns der Bezeichnungsweise von [11] und [12] an. 
*) G* ist also ein Raster von B. 


oe 
1°) Fiir unsere Zwecke kimen wir auch statt dessen mit der Forderung (| V*¢ Baus. 


Diese wiirde allerdings nach sich ziehen, da8 wir manchmal mehr Somen als notig in B 
aufnehmen wiirden (z. B. im anschaulich einfachsten Falle der Euklidischen Ebene ,,halb- 
abgeschlossene Sektoren‘‘). 
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Wir setzen: | V%,=—V%. Hierbei ist jedes V*, als Durchschnitt endlich 
pel 

vieler ausgezeichneter Somen, nach der Eigenschaft (1.) von U* wiederum 

ausgezeichnet. Aus V%,, ,C V, folgt V¥, ,¢ V$. Die Folge der V%(v=1,2,...) 

nimmt also monoton ‘ab. Wir betrachten den Durchschnitt : 


nve=D. 

v=1 
Aus a if ve '» zusammen mit den beiden vorletzten Gleichungen folgt 
zunachst : 


D= n D,. 
w=l 
Aus V* = n Vi,oVE, (fiir jedes u = 1,..., v) ergibt sich ferner: 
w=l1 
oS Vane 

und somit: 

Veo nVi,. 

=1 


# 


Hieraus folgt aus denselben beiden obigen Gleichungen ahnlich wie vorhin: 


nVFc nD,. 
v=1 a= 
Mit 
D=ND,=nVIcn V#  folgt hieraus 


w=l v=1 vy=1 


unsere Behauptung: D = 4 V¥ =n V*. Nach der Eigenschaft (2.) von O* 
v=1 v=l1 
liegt dieses D tatsichlich in B. 

Weiter gilt: 

Hilfssatz2. Fiir je zwei starke Ableitungen A, und A, von B* in DB folgt 
entweder A,= A, oder A, (\ A,= O. 

Denn zunichst folgt fast wértlich wie im Beweis von Hilfssatz 1, daB 
A, (\ A, die Bedingung (I) von Def. 1 erfiillt. Da A, und A, die Bedingung (II) 
von Def. 1 erfiillen, folgt hieraus weiter entweder A, \ A,= © oder A, A, 
= A,= Ay. 

Definition2. Es sei P ein Atom von B. Wir nennen ein Soma A €D eine 
sehwache (topologische) Ableitung von D* (in G) relativ zu P, wenn es 
(I) eine monotonabnehmende Folge ausgezeichneter Somen V# 2 V3 2-:-2 VF 2 

gibt mit 
A=nVF=n¥%, 
v=1 vy=1 

(Il) PCA gilt und 

(III) kein Soma A’ c A von par noch die beiden Bedingungen (I) und (II) 
erfiillt. 
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Offenbar unterscheiden sich die schwachen von den starken Ableitungen 
nur durch die Hinzunahme der Bedingung (II) von Definition 2. Jede starke 
Ableitung A von %* in & ist gleichzeitig auch schwach relativ zu jedem 
Atom PCA. Die Umkehrung gilt dagegen nicht, wie spiater folgende Bei- 
spiele zeigen werden. 

Wir setzen jetzt iiber G und %*, mehr als bisher, folgendes voraus: Es 
sei G ein atomarer topologischer Mengenverein mit einem Nullsoma 9 und 
einem Einssoma Z. Ferner sei G* ein Unterverein von U mit den folgenden 
Eigenschaften"): 

(1.) Aus Vf ¢G* und VF ¢D folge stets V¥ ~ VF «B*, 

(2.) fiir jede monoton abnehmende Somenfolge Vf 2>V¥ 2--- 2V*2--- 
aus B* folge VF cD, 

v=1 
ie } von Somen B,¢%, 
so daB zu jedem V*¢%* und jedem Element zx ¢ E — V* stets ein B,<B 
existiert mit B,; \ V* = © und z ¢ B,"*), 

(4.) EB eD*. 

Dann folgt: 

Hilfssatz 3. Zu jedem Atom P €D gibt es je genau eine schwache Ableitung 
von B* in D relativ zu diesem P. 

Zum Beweis dieses Hilfssatzes nennen wir ein Soma S ¢€% stark aus- 
gezeichnet, wenn es eine monoton abnehmende Folge von Somen S,¢X* 
gibt mit: 


5,=nS,2P und S,= 8"). 
v=1 


im 


1 


v 
Zuniachst folgt, daB der Durchschnitt von zwei stark ausgezeichneten Somen S’ 
und S§” stets wiederum stark ausgezeichnet ist. Denn gemaB Definition von S’ 
und 8” folgt zunichst : 


Si=n SL2P mit S, = 8’ 
v=1 v=1 


> 8 


und 


i>8 


Si = Si'2P mit Si= 8”. 
1 


v v=1 


Setzen wir S) > S)’= S,(v = 1, 2,...), so ist jedes S, (als Durchschnitt der 
beiden ausgezeichneten S} und S;’) ausgezeichnet. Da beide Folgen S) und S}’ 
monoton abnehmen, nimmt auch die Folge der S, monoton ab. Weiter folgt 





") Wir nennen weiterhin ein Soma V € S ausgezeichnet, wenn V € D* gilt. 

12) Die Bedingung (3.) besagt mit kurzen Worten, da& fiir die Komplemente E — V* 
(V*¢ B*) eine abzihlbare Basis in B existieren soll. Beispielsweise existiert eine solche 
Basis immer, wenn es fiir die simtlichen offenen Somen von 3% eine abzahlbare Basis 
gibt und fiir jedes V*¢ B* gleichzeitig noch E —V*¢ B gilt. 

%8) Wir kénnen hier kurz ,,stark ausgezeichnet“ (statt: stark ausgezeichnet relativ 
zu P) sagen, da wir uns ein festes P gegeben denken. 





ia. a. i 


= 


y, —_—_— — «&. — 
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PC¢N 8, und 8, = 8S’ 8”. Ferner ergibt sich: 
v=1 
B= N SAS CN (SAS) = N(SASK)=NS,, 


1 v=1 vy=1 vel v=l1 


ids 


’ 


also M S,=NS,. Also ist S’-\ 8” stark ausgezeichnet. Folglich ist auch 
vy=1 v=1 

der Durchschnitt je endlich vieler stark ausgezeichneter Somen von & stets 

wiederum stark ausgezeichnet. Insbesondere ist das Einssoma EH wegen 

E ¢O*, E= E und PCE stark ausgezeichnet. 


Wir betrachten nun ein B;¢B. Gibt es ein stark ausgezeichnetes Soma S 
mit B,-\S = @, so verstehen wir unter V, ein solches S. Gibt es dagegen 
zu dem B, kein solches S, so sei V; = HE. Wir setzen: 


Dann sind diese V* (als Durchschnitte der stark ausgezeichneten V,) stark 
ausgezeichnet. Ferner bilden sie eine monoton abnehmende Folge mit 


P¢V*. Wir betrachten ein V* unserer Folge. Da dieses stark aus- 
n=1 
gezeichnet ist, gibt es eine monoton abnehmende Folge ausgezeichneter Somen 
S,,.(v=1,2,...) mit NS, ,=—N S,,, und S, ,=—V, also mit N S,,, ¢ VR. 
v= v=1 v=1 
Zu jedem Element z,¢ E — V* gibt es daher ein 5, ,, das (als Menge auf- 
gefaBt) 2) nicht entnalt. Nach Voraussetzung (3.) gibt es weiter ein B, «SB 
mit 2)¢B, und B, 78, ,,= 0. Da S,,,, stark ausgezeichnet ist, folgt 
B,,AV,,= 9, also auch B, 1 V¥— 0. Wegen x,¢@O und 2,¢ B,, folgt 


schlieBlich 2, ¢ ve. Zusammenfassend hat sich ergeben M V¥ ¢ V* fiir jedes 
i=1 
n=1,2,..., also: 


foo} oOo 


nN VF=Nn V?. 


i=1 i=1 


Dieser gemeinsame Durchschnitt A =f V¥ erfiillt die beiden ersten Be- 
i=1 

dingungen von Definition 2. Zum vollstaéndigen Beweis von Hilfssatz 3 

brauchen wir nur noch zu zeigen, daB jedes Soma A’¢€%, das auch noch die 

beiden ersten Bedingungen von Definition 2 erfillt, ein Obersoma von unserem 

A ist. Hierzu betrachten wir ein Element 2,¢ Z — A’ und die gemaB Defi- 


nition 2 zu A’ vorliegende Folge ausgezeichneter V; mit A’ = N Vj. In dieser 
v=1 

Folge gibt es ein V), mit 2,¢V{,. Nach Voraussetzung (3.) existiert dann 

weiter ein B, ¢B mit z,¢ B,, und - 


Ben V;,= 0. 
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Da V;, wegen Vi=N Vi=A’ stark ausgezeichnet ist, folgt nach Kon- 


struktion der V; auch: 
B,, t\ Ve= () . 


Wegen z,¢€ B,, und x ¢ @ liegt x» nicht in V¥, also auch nicht in A = N VF. 
v=] 

Es hat sich ergeben: Liegt ein Element x, nicht in A’, so liegt es auch nicht 

in A. Das heiBt, es folgt: A C A’. Hiermit ist der HilfSsatz 3 bewiesen. Der 

letzte Teil dieses Beweises zeigt uns.auBerdem, daB unser A gleich dem Durch- 

schnitt simtlicher stark ausgezeichneten Somen von & ist. 


Zur Erlaiuterung fiigen wir einige anschaulich besonders einfache Bei- 
spiele an. Wir betrachten im n-dimensionalen Euklidischen Raum R,, eine 
(n — 1)-dimensionale Sphire mit dem Mittelpunkt p,. Es sei C eine nicht 
leere Punktmenge auf dieser Sphaire. Wir interessieren uns fiir die Halb- 
geraden mit dem Anfangspunkt p,, die durch jeweils einen Punkt von C 
hindurchgehen. Wir nennen dann die Vereinigungsmenge dieser Halbgeraden 
(als Punktmengen aufgefaBt) den Zuklidischen Sektor (im R,,) mit dem Trager p, 
und mit der Bezugsmenge C. Der leeren Bezugsmenge ordnen wir als Null- 
sektor die einpunktige Menge {p,} zu. Ein Sektor heiBe abgeschlossen bzw. 
offen, wenn seine Bezugsmenge abgeschlossen bzw. offen ist. Ist S ein Sektor 
mit der Bezugsmenge C, so ordnen wir diesem S als abgeschlossene Hiille S 
von S den Sektor mit der Bezugsmenge C (= abgeschlossene Hiille von C) zu. 
Offenbar ist S ein abgeschlossener Sektor. Im folgenden interessieren wir 
uns fiir den topologischen Mengenverein G saimtlicher offenen und saimtlicher 
abgeschlossenen Sektoren (zusammengenommen) mit dem festen Trager p, 
und mit der topologischen Zuordnung S-> 8. Das Nullsoma dieses Vereins 
ist offenbar der Nullsektor. Das Einssoma ist der R,. Nunmehr sei weiter 
eine Punktmenge M im R, gegeben. Wir verstehen unter U (p,) eine e-Um- 
gebung von p, im R,; aus jedem U(p,) resultiert durch Wegnahme von p, 
eine punktierte Umgebung: U*(p 9) = U (po) — {po}. Wir nennen dann ein 
offenes Soma S (das, ist also ein offener Sektor) ausgezeichnet, wenn es eine 
punktierte Umgebung U'= U’(p,) gibt mit: 


M r\ U' e\ B(S) =O (= leere Menge) , 


unter B(S) die Begrenzung des Sektors S verstanden. Es bedeute U* der 
Unterverein (von G) sémtlicher ausgezeichneten S ¢G. Sind S, und S, aus- 
gezeichnet, so ist wegen B(S,7S,)¢ B(S,)U B(S,) auch S,S, aus- 
gezeichnet. Es ist also die 1. Voraussetzung von Hilfssatz 3 erfiillt. Wie man 
leicht sieht, sind auch die iibrigen Voraussetzungen (2.), (3.) und (4.) von 
Hilfssatz 3 erfillt. Offenbar sind die Atome von & gleich den einzelnen 
Halbgeraden mit dem Anfangspunkt p,. Nach dem Hilfssatz 3 existiert also 
relativ zu jeder dieser Halbgeraden je genau eine schwache Ableitung von S* 
in G. Wir nennen diese genauer eine schwache Euklidische Ableitung von M 
bei py. Analog nennen wir jede starke Ableitung von G* in D (genauer) eine 
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starke Euklidische Ableitung von M bei p). Wir nennen eine Ableitung A 
trivial, wenn es ein offenes S €% und eine punktierte Umgebung U*= U"(p,) 
gibt mit: S2A und Mn, U'~S=O. Nach Definition 1 und 2 sieht man 
leicht ein, daB jede triviale Ableitung notwendig stark und gleich einem Atom 
(Halbgerade) ist. Wir wollen nun noch einige spezielle Beispiele in der Ebene 
(n = 2) betrachten. 

(a) Es seien z,y rechtwinklige, kartesische Koordinaten der Ebene 2,,. 
Es sei M, die Menge saimtlicher Punkte (x;y) mit 0 < y < 2*. Anschaulich 
gesprochen, besteht M, aus denjenigen Punkten von R,, die zwischen der 
x-Achse und der Parabel y = z* liegen. Diese Punktmenge M, besitzt im 
Nullpunkt p,= (0; 0) zwei nicht triviale, schwache Euklidische Ableitungen. 
Diese sind die positive und die negative z-Achse. Jede dieser beiden Ab- 
leitungen ist (sogar) stark. Ihre Vereinigungsmenge ist gleich dem infinitesi- 
malen Kern von M, in po. 

In den folgenden Beispielen (b) bis (e) denken wir uns in der Ebene ein 
Polarkoordinatensystem (r; g) mit dem Ursprung p, gegeben. 

l-x 


(b) M, bestehe aus simtlichen Punkten (r; g) mit OS r<1/», p= re 


vy=1,2,..., l=1,2,...,2¥». Hier ist jede Halbgerade in p, eine nicht 
triviale, starke (also auch schwache) Euklidische Ableitung von M, in py. 
Der infinitesimale Kern von M, in p, ist gleich der Ebene R,. 

(ec) M, bestehe aus simtlichen Punkten (r; gy) mit r20, OS psa, 
y + 2/2 + 1/n(n=1,2,...). Der infinitesimale Kern von M, in p, ist gleich 
der oberen Halbebene (r = 0,0 <= g < 2). Ferner ist die rechte obere Viertel- 
ebene (r >0, 0S g S 2/2) eine starke Euklidische Ableitung von M, in py. 
Diese ist die einzige nicht triviale, starke Euklidische Ableitung von M, in pp. 
Die obere Halbebene ist eine schwache Euklidische Ableitung von M, in py, 
relativ zu jeder Halbgeraden der Viertelebene 2/2 < g < 2 mit dem Anfangs- 
punkt p,. In diesem Beispiel sehen wir, daB Halbgeraden des infinitesimalen 
Kernes existieren kénnen, zu denen es keine sie enthaltende starke Euklidische 
Ableitung gibt). Nach dem Hilfssatz 3 gibt es relativ zu jeder dieser Halb- 
geraden jedoch immer eine schwache Euklidische Ableitung. 

Das folgende Beispiel (d) zeigt, daB es zu einer starken Ableitung A einer 
Punktmenge M in p durchaus zwei verschiedene schwache Ableitungen A’ 
und A” von M in p, geben kann mit Ac A’, ACA” und A’) A” =A. 

(d) M, bestehe aus simtlichen Punkten (r; gy) mit r20, OS mp Sa, 
~+2/3—1/n und ¢ + 2/3 2+ 1/n fir n=1,2,.... Es sei h’ eine Halbgerade 
des Winkelraumes 0< y’< 2/3 mit dem Anfangspunkt pp». Dann ist die 


4) Man kann in diesem Beispiel die Punktmenge M, leicht so abaindern, da8 die 
abgednderte Punktmenge abgeschlossen ist und denselben infinitesimalen Kern und die- 
selben Ableitungen in p, wie M, hat. Hierzu braucht man nur jede der (offenen) Teil- 


mengen r > 0, 2/2 + scr < y < 2/2 + 1/n und die Teilmenge r > 0,2/2+1< 932 


von M, jeweils durch eine in der betreffenden Teilmenge liegenden stetige Kurve zu er- 
setzen, die mit ,,Annaherung“‘ an p, die beiden die Teilmenge umschlieBenden Halb- 
geraden beliebig fein approximiert. 
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schwache Ableitung A’ von M, in py relativ zu h’ gleich dem Winkelraum 
0 < p < 2/3 a. Liegt dagegen die Halbgerade h” im Winkelraum 2/3 2 < o's 2, 
so ist die schwache Ableitung A”’ von M, in p, relativ zu h”’ gleich dem Winkel- 
raum 2/3 < » <2. Man sieht dann leicht, daB A’ -\ A” (das ist der Winkel- 
raum 2/3 < » S 2/3 a) die Bedingungen einer starken Ableitung von M, bei p, 
erfiillt. 

(e) Es sei M, die Menge simtlicher Punkte (r; m) mit r > 0 fir m = 0 - 2, 
o irrational, mit r > 1/m fir g = 0-2, 9 = n/m (reduziert) rational. Der infini- 
tesimale Kern von M, bei p, ist gleich der Ebene R,. Dagegen sind die nicht 
trivialen Euklidischen Ableitungen von M, bei p, die einzelnen Halbgeraden 
mit dem Anfangspunkt p,"). 


§ 2. Ableitungen in separablen Riiumen 


Es seien R und R’ zwei separable Riume"*). Von diesen sei R lokal kom- 
pakt, R’ sei kompakt. Jedem Punktepaar p ¢ R, p’¢ R’ sei eine Punktmenge 


- 
5p, y’ = 


zugeordnet. An jeder Stelle p¢R sollen diese o, ,,(p’'¢ R’) die folgenden 
Bedingungen erfiillen: 


(I) Oy, »' \Fy,q° = {p} fiir je zwei Punkte p’+ q'¢ R’, 
(II) Uo, y=, 
pcr’ 
(11) Auslim p, =p’ (p,¢R’ fir v=1,2,...; p’€ R’) 
folge lim oy, ,= 45, 9"), 


(IV) Es existiere eine Umgebung U,(p) mit: o,, ,,-\ B(U(p)) +O fiir jede 
Umgebung U (p) ¢ U,(p) und jedes p’ ¢ R’}8), 


(V) Es existiere eine Umgebung U,(p) mit folgender Eigenschaft: Zu jeder 
Umgebung U (p) gibt es eine topologische Abbildung ¢ von R auf sich 
mit: t(U,(p)) C U(p), t(p) = p und t(a,, ,,) = a,, , fiir jedes p’¢ R’. 


Es sei C eine nicht leere Teilmenge von R’. Wir nennen dann Uo, , 


pec 
einen Sektor von R und bezeichnen ihn mit o, ~. Wir nennen p den Trager, 
C die Bezugsmenge des Sektors o, ~. Ferner nennen wir {p} den Nullsektor 
(mit der Bezugsmenge 0). Wir nennen einen Sektor o, , abgeschlossen bzw. 


5) Unsere Beispiele zeigen deutlich, daB wir anders vorgehen als [14], wo mit Hilfe 
von Kreiszylindern (beliebig kleiner Radien) und hierzu bestimmten Flachenverhiltnissen 
gewisse eine Parameterfliche S bei P approximierende Ebenen definiert und untersucht 
werden, vgl. [14], 8. 46, Def. 1 und 2. Ebenfalls vgl. [1], S. 106 Relative differentiation. . ., 
vgl. auch [2]. 

16) Wir schlieBen uns im folgenden der Bezeichnungsweise von [9] an. 

7) Allgemein verstehen wir unter lim M,(M,C¢ R) die Menge derjenigen p ¢ R, fiir 


rc 
die es zu jedem U (p) eine natiirliche Zahl n gibt mit M, ~\ U (p) + O fiir jedes v > n. 
18) Wir bezeichnen das Nullsoma mit ©, dagegen die leere Menge mit O. 
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offen, wenn seine Bezugsmenge C eine abgeschlossene bzw. offene Punktmenge 
von R’ ist. Wahlen wir fiir R speziell den R, und fiir unsere a, ,, die Halb- 
geraden des R,,, so erfiillen diese die Bedingungen (I) bis (V). Die Euklidischen 
Sektoren des § 1 sind also spezielle Sektoren. 

Sind LZ und M Teilmengen von R, so sagen wir, L umschlieBt M bei p, 
wenn es ein U(p) gibt mit M7 U(p) CL. Dagegen sagen wir, L und M sind 
bet p fremd, wenn es ein U(p) gibt mit L~\Mr\U(p)C{p}. Dann gilt der 

Satz: Hat man eine Punktmenge M ¢ R und ist p Héiufungspunkt von M, 
so gibt es genau eine nicht leere, abgeschlossene Teilmenge K von R' mit den 
folgenden Eigenschaften : 

1. Jeder offene Sektor o, ¢ mit K CC umschlieBt M bei p, 

2. kein abgeschlossener Sektor a, ¢ mit C-\ K CK umschlieBt M bei p, 

3. zu jedem Punkt p'¢ R'— K gibt es eine offene Menge CCR’ mit p' eC 
derart, daB o,,~ und M bei p fremd sind"®). 

Wir nennen o, , den infinitesimalen Kern von M bei p. Wir kénnen 
diesen auch wie folgt bestimmen. Zur Prizisierung nennen wir o, ,, eine 
Tangente von M bei p, wenn o, ¢(\ M7 U:(p) + O fiir jeden offenen Sektor 
o,»,c¢ mit p’ € C und fiir jede punktierte Umgebung U-(p) von unserem p gilt). 
Dann ergibt sich aus den drei Eigenschaften von K ohne weiteres, dab o, x 
gleich ist mit der Vereinigungsmenge aller Tangenten von M bei p. 

Wir kénnen noch einige weitere Folgerungen aus den Bedingungen (I) 
bis (V) ableiten. Zunachst folgt, daB jeder abgeschlossene Sektor o, ¢ (also 
mit einem abgeschlossenen C) eine abgeschlossene Punktmenge von R ist. 
Denn es sei g ein Haufungspunkt von o, >. Wegen po, ¢ diirfen wir q+ p 
voraussetzen. Dann existiert nach (I) und (II) genau ein g’¢ R’ mit g €o, ¥. 
Wegen der Kompaktheit von R’ gibt es sodann eine konvergente Punktfolge 
p, €C(v=1,2,...) mit g€ lim o,, 5. Nach (IIT) folgt lim p, =q'. Da C ab- 


geschlossen ist, folgt q’¢ C. Also liegt q in o, ¢. 

Durch Komplementbildung folgt weiter, daB fiir jeden offenen Sektor o, ¢ 
die Punktmenge o, ~— {p} offen ist. Umgekehrt gilt: Ist W eine nicht leere, 
offene Teilmenge von R und bedeutet C die Menge aller p’ ¢ R’ mito, ,, \ W+ 0, 
so ist der Sektor o, , offen. Denn im Falle p ¢ W ist diese Behauptung nach (I) 
und (IV) trivial. Gilt dagegen p ¢ W, so liegt jedes q ¢ W in genau einem a, ,. 
Da W offen ist, gibt es ferner stets ein U(qg)¢ W. Ware nun unser q’ kein 
innerer Punkt von C, so giibe es in R’ eine konvergente Folge limp, = q’ mit 


By, 9, \ U(q) =O fiir jedes » = 1, 2,... im Widerspruch zu (III). Also ist C 
offen. 


19) Vgl. in [3] den Hilfssatz auf 8.3. Vgl. auch in [3] auf 8.9 die Bedingungen (a) 
und (b). Die Bedingung (c) auf S.9 unten ist wegen der oben vorausgesetzten Separa- 
bilitat von R’ hier von selbst erfiillt. Hieraus folgt, daB wir fiir den obigen Satz nur 
unsere Bedingungen (I) und (II), nicht also (ITI), (IV), (V) bendtigen. 

2°) Bedeuten unsere o,,, die projektiven Geraden des Geradenbiischels im pro- 
jektiven R, mit dem eigentlichen Trager p und mit dem Bezugspunkt p’ (uneigentlicher 
Punkt), so ergeben sich speziell die Tangenten von M bei p im Sinne der Differential- 
rechnung. 
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Aus (V) und bekannten Satzen der Topologie folgt noch, die Bildmenge 
t(U,(p)) ist wiederum eine Umgebung von p und t(B(U,(p))) ist gleich der 
Begrenzung dieser Umgebung. 

Wir nennen eine Gesamtheit von endlich vielen offenen Sektoren mit dem 
gemeinsamen Trager p eine UmschlieBung von p, wenn die Vereinigungsmenge 
dieser Sektoren gleich R ist. Es sei @ eine UmschlieBung von p. Wir sagen, 
eine Menge von Punktmengen W,,..., W, aus R paft zu ©S, wenn es zu 
jedem W,(l1=1,..., k) einen Sektor S ¢@ gibt mit W,¢ S. Allgemein heiBt 
eine Menge von Mengen W,,..., W, von héchstens n“** Ordnung, wenn aus 


i 
nN W,, +0 mit 1 < »4,< %<---< »,<k stets 1 <n folgt. Ferner sei M eine 
i=1 


Punktmenge aus R. Wir sagen dann, M ist in p von héchstens n*** ,, Dimension“ 
relativ zu G, wenn es zu jedem U(p) eine Umgebung U’(p) ¢ U(p) und hierzu 
eine zu © passende Menge von offenen Punktmengen W,, . . . , W,, von héchstens 
n‘er Ordnung gibt mit 
k 
U W,2M xr BUU'(p)). 
t=1 

Dann gilt : 

Satz 1. Es set p ein Héaiufungspunkt von MCR. Wir betrachten den in- 
finitesimalen Kern von M bei p. Es sei i seine Dimension in p. 

Dann ist M in p von hochstens i" ,, Dimension“ relativ zu jeder UmschlieBung 
von Pp. 

Denn es sei eine UmschlieBung © von p vorgegeben. Sie bestehe aus den 
offenen Sektoren 9,0, (1 =1,...,k). Dann folgt aus (I), (II) und (IV) zu- 


k 
nachst: U C,= R’. Kommt der Nullsektor in @ vor, so denken wir uns 
t=1 
diesen sogleich in @ fortgelassen. Dann ist jedes C,+ 0. Nach (IV) und (V) 
erfillt jede Umgebung 


Uy (p) £ Uy(p) 0 Usp) 


die Bedingungen (IV) und (V) gleichzeitig. Hierbei diirfen wir auBerdem, 
da R lokal kompakt ist, voraussetzen, daB die abgeschlossene Hiille U,;(p) 
kompakt ist. Weiter gibt es, da die Dimension des infinitesimalen Kernes 
Oy, x in p gleich i ist, eine Umgebung U;(p) mit 


U1 (p) S Uy (p) 


und mit einem (i —1)-dimensionalen B(U,(p))\o,,,- Zusammen mit 
k 
U 95,¢,= R folgt : 
t=1 
k 
BU, (P)) \o5, nS Uys (p) 1 YU (5,0,— {p}) . 


Wir betrachten die Gesamtheit £ der k offenen Punktmengen: 
Un (P) 0 (5,c,— {P}) = Ti, a Tyr ® 
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Dann gibt es*') eine zu £ passende Menge offener Punktmengen 
O,,...,O, 

von héchstens i*** Ordnung mit: 


k 
B(U,(p)) \o5,x Pd oO, . 


Es sei C die Menge simtlicher p’¢ R’ mit o,, .. UO, +0. Dann ist C nach 
den oben aus (I) bis (V) gezogenen Subiieene “offen, und es folgt wegen 
B(U,(p)) No nSUO, und (IV): KCC. 

Wir wollen nun weiter zeigen, daB es zu jedem g'¢ K eine Umgebung 
V(q') SC in R’ gibt mit: o,, yg) \ B(U;(p)) ¢ U O,. Denn wiirde kein solches 
V (q’) existieren, so giibe es eine Folge p} in R’ mit lim p) = q’ und hierzu 


k vo 
nach (IV) zu jedem y= 1,2,... in R— UO, ein p,€a,, 7 B(U;(p)). Da 
_ i=1 
diese p, simtlich in dem kompakten U;(p) liegen, giibe es weiter eine kon- 
vergente Teilfolge lim Pa,= 4. Nach (IIT) lige g €o,,. und folglich g € oy, 91 


k k 
r-\ B(U,(p)). Also wiirde q¢€UO, folgen im Widerspruch zu p,¢ U 0, 
l=1 t=1 
(»=1,2,...) und lim p, = q. 


v->oco 


Wir denken uns nunmehr zu jedem q’¢ K ein solches V(q’) gewahlit. Wir 
betrachten die offene Menge C’= U V(q’). Dann folgt: 
eK 


k 
KcC'cO und oy, 6% B(U;(p)) SU O;. 
I=1 


Ferner umschlieBt o, ~ unser M bei p. Das heibt, es gibt ein U,(p) mit: 
MAU, (P)Soy,c”- 


Nun sei eine Umgebung U(p) vorgegeben. Nach (V) gibt es dann eine topo- 
logische Abbildung ¢ von R auf sich mit: t(p) = p, t(o,,,.) =o, y (p' € B’) 
und t(Uy;(p)) ¢ U,(p) \ U(p). Wir setzen: 


t(U;(p)) = U'(p) und t(0,) = W, Q@=i,...,8). 
Da ¢t umkehrbar eindeutig ist, sind W,,...,W, von héchstens i" Ordnung. 
Da ferner O,,...,,O, zu & und folglich auch zu © passen, folgt aus t(c,, ,») 


=6,,, daB auch W,,...,W, zu © paBt. Aus U’'(p)¢ U,(p) folgt dann 
einerseits : 


M \U"(p) Soy, ¢', also Mr) B(U'(p)) Soy, ¢°. 





21) Nach [9], S. 158, Hilfssatz 1. 








k 
65, 0° -\ BU; (p)) < oe 


ergibt sich anderseits : 


k 
t(05,c°\ B(U;(p))) ct ( uo, ' 
d. h. 
k 
Oy,c° \ B(U' (p)) s U W,. 
ZusammengefaBt hat sich ergeben: 
k 
Mr\ B(U'(p)) CU W,, 
I=1 


w.z.b.w. 

Die Behauptung von Satz 1 ist ziemlich das weiteste, was auf Grund der 
Voraussetzungen von Satz 1 bewiesen werden kann, da aus diesen Voraus- 
setzungen selbst speziell fiir abgeschlossene Punktmengen M nicht gefolgert 
werden kann, daB es zu jedem U(p) eine Umgebung U'(p)C U(p) mit der 
Eigenschaft gibt, B(U'(p))-\ M laBt sich mit beliebig kleinen offenen Punkt- 
mengen W,,...,W, von héchstens i*** Ordnung iiberdecken®*). Denn diese 
Eigenschaft hitte*) zur Folge, daB B(U’(p))~\M héchstens (i — 1)-dimen- 
sional wire. Dann wire aber M bei p héchstens i-dimensional entgegen 
Beispiel (a) von § 1. 

Im folgenden wenden wir die Ergebnisse von § 1 auf die Sektoren von R 
an. Es sei p ein Hiufungspunkt von M C R. Wir betrachten den topologischen 
Mengenverein G simtlicher offenen und simtlicher abgeschlossenen Sektoren 
mit dem (festen) Trager p (einschlieBlich Nullsoma 0 = {p}). Ist hierbei 
S €D ein Sektor mit der Bezugsmenge C, so verstehen wir unter der abge- 
schlossenen Hiille § von S einfach den abgeschlossenen Sektor S =a, a, 
worin C die abgeschlossene Hiille von C in R’ bedeutet. 

Wir nennen einen offenen Sektor S ¢% ausgezeichnet, wenn es eine punk- 
tierte Umgebung U*(p) = U(p) — {p} gibt mit 


MU '(p) \ B(S)=0, 


unter B(S) die Begrenzung von S verstanden. Wir betrachten den Unter- 
verein G* simtlicher ausgezeichneten offenen S ¢«U. Wie man leicht nach- 
prifen kann, erfillen G und G* die Voraussetzungen (1.) bis (4.) von Hilfs- 
satz 3 des § 1. Die Atome von & sind unsére o,, ,.(p’ € R’). Also gibt es nach 
Hilfssatz 3 relativ zu jedem o, ,, je genau eine schwache Ableitung von U* 


#2) Man sagt, eine Menge A C R laBt sich mit beliebig kleinen W,,..., W, mit einer 
Eigenschaft E iiberdecken, wenn es zu jeder Uberdeckung von A mit endlich vielen offenen 
Punktmengen U,,..., U, von R eine hierzu passende Uberdeckung W,,..., W, von A 


mit der Eigenschaft E gibt. 
#3) [9], S. 157, Umkehrung des allgemeinen Zerlegungssatzes und vgl. daselbst auf 
8. 159 unten die Bemerkung. 
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in G*). Jedes o, ,,, das nicht im infinitesimalen Kern o, , von M bei p liegt 
(also mit p’¢ R’— K), erfiillt die Bedingungen einer (sogar) starken Ableitung 
von M bei p, da ja ein zu M bei p fremder, offener Sektor o, ~ mit p’¢ C 
existiert. Wir nennen jedes a, ,, mit p’¢ R’— K eine triviale Ableitung von M 
bei p. Gilt dagegen p’¢ K, so folgt zuniichst aus dem Cantorschen Durch- 
schnittssatz, daB die relativ zu a, ,- schwache Ableitung von M bei p ein be- 
stimmter abgeschlossener Sektor + @ ist. 
Scharfer folgt: 


Hilfssatz 4. Es sei o, x der infinitesimale Kern von M bei p. Es sei 
pe kK. 

Dann ist die relotiv zu o,, 5 schwache Ableitung von M bei p ein bestimmter 
abgeschlossener Sektor a, ~ mit 

peCck. 

Kurz gesagt, sind also die nicht trivialen schwachen Ableitungen von M 
bei p bestimmte Teilmengen des infinitesimalen Kernes von M bei p. 

Denn es sei g’€ R’'— K. Dann gibt es einen zu M bei p fremden, offenen 
Sektor a, ~ mit g’¢ C’C R’— K. Wegen der Separabilitat von R’ gibt es 
repel = monoton wachsende Folge in R’ offener Suiaagen Ci, mit 


Uci= UG=C’. Wir setzen R’ — C, = C.. aiaesaal N0,=n0,= R'—C' 
vy=l1 v=1 1 v=1 


oc Qo 


und or, c,= a 2. c, = 9%», xc’ liegt g’ auf Grund der Minimaleigenschaft 


der hihivesl 6 o,,¢ nicht in C. Also folgt C ¢ K. 

Da jede starke Ableitung a, ¢ gleichzeitig schwach relativ zu jedem o,, ,. 
mit p’¢ C ist, ergibt sich aus dem Hilfssatz 4 gleichzeitig auch fiir jede nicht 
triviale, starke Ableitung o, ~ unmittelbar C C K*). 

Weiter gilt: 

Hilfssatz 5. Ist o, ¢ eine (schwache oder starke) Ableitung von M bei p, 
so besteht C entweder nur aus einem Punkt von R’ oder C ist ein mehrpunktiges 
Kontinuum von R’. 

Denn zunichst folgt aus Hilfssatz 4, daB C abgeschlossen ist. Wir brauchen 
daher nur noch zu zeigen, daB C zusammenhingend ist. Wir diirfen ohne 
weiteres voraussetzen, daB unsere Ableitung o, ~—A eine schwache Ab- 


leitung relativ zu o, ,° ist. Nach Definition von A gibt es dann eine Folge 

2) Statt (echwache bzw. starke) Ableitung von U* in DU sagen wir hier (schwache 
bzw. starke) Ableitung von M bei p. 

25) Ordnet man jedem p’¢€ R’ jeweils genau diejenigen Punktmengen C von FR’ als 
,,Umgebungen“ von p’ zu, deren o, ¢ relativ zu o, ,, stark ausgezeichnet sind, su bildet 
fiir jedes p’ die Gesamtheit dieser ,,Umgebungen‘* (als Mengenverein aufgefaBt) einen 
Raster. Diese ,,Umgebungen“ erfiillen die drei Hausdorffschen Umgebungsaxiome (A), 
(B) und (C) (vgl. [5], Kap. VII). Sie erfiillen dann und nur dann auch noch das Haus- 
dorffsche Trennungsaxiom (D), wenn die simtlichen schwachen Ableitungen von M bei p 
gleich den einzelnen o,,,. sind. Wir sehen also, die stark ausgezeichneten o, ¢ erzeugen 
in R’ (also auch in K) eine bestimmte’ Topologie, wobei die Bezugsmenge der relativ zu 
G,,», schwachen Ableitung von M bei p jeweils als Durchschnitt des bei p’ sitzenden 
Umgebungsrasters dieser Topologie gedeutet werden kann. 


Math. Ann. 133 5 
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ausgezeichneter oy ¢, mit: 


nc,=NC,=C und p'€C. 
v=1 9 p= 1 
Wir nehmen nun an, C sei in zwei punktfremde, abgeschlossene Teilmengen C’ 
und C”’ zerlegt: 
C=C’UC", 
worin die Bezeichnung so gewahlt sei, daB p’¢C’ gilt. -Dann gibt es eine 
offene Punktmenge C, von R’ mit: 


C'S Cy, C” \C,=0 und Cr B(C,) =O. 


Aus der letzten Gleichung und dem Cantorschen Durchschnittssatz folgt, daB 
es eine natiirliche Zahl n gibt mit: 


C, co B(C,) =O fir jedes vy =n. 


Nun bedeute C} fiir vy >n die Menge C,~\C,. Wegen B(C’) ¢ B(C,) ist 
o,,c’ ausgezeichnet und es folgt: 
pe nG@=nc. 
r=n v=n 
Wegen der Minimaleigenschaft von A zieht diese Gleichung aber C’ =O 
nach sich. Also ist C zusammenhiangend. 

Ist o,, x der infinitesimale Kern und ist o, ¢ eine nicht triviale (schwache 
oder starke) Ableitung von M bei p, so folgt aus den beiden Hilfssitzen 4 und 5 
zusammen, daB C in genau einer Komponente von K als Teilmenge enthalten 
ist. DaB hierbei C auch eine echte Teilmenge einer Komponente von K sein 
kann, zeigen die Beispiele (b) und (e) von § 1. 

Wir kénnen, ungenau gesagt, auch ,,grébere“ Ableitungen betrachten, 
indem wir statt des ganzen U* bestimmte Untervereine von U* wihlen. Hierzu 
nennen wir eine monoton abnehmende Folge von Umgebungen U,/(p), 


vy=1,2,..., eine Fundamentalfolge von p, wenn: 1. NM U,(p) = {p} gilt und 
1 


2. zu jedem U (p) ein U,(p) unserer Folge existiert mit U,(p) ¢ U (p). Nundenken 
wir uns eine Fundamentalfolge U,(p) und hierin ein (festes) U,,(p) gegeben. 
Es sei U;,(p) = U,(p) — {p}. Wir nennen dann einen offenen Sektor S «BG 
relativ zu U,,(p) ausgezeichnet, wenn 


Mn U;(p) -\ B(S) =O 


gilt. Es sei G* der Verein simtlicher relativ zu U,,(p) ausgezeichneten, offenen 
Sektoren S ¢%. Wie man sich ohne weiteres iiberzeugen kann, erfiillen G 
und G* die Voraussetzungen (1.) bis (4.) von Hilfssatz 3 des §1. Folglich 
existiert nach diesem Hilfssatz relativ zu U,(p) und relativ zu jedem oa, , 
genau eine bestimmte schwache Ableitung von M bei p. Die Vereinigungs- 
menge dieser simtlichen zu U,,(p) relativ schwachen Ableitungen von M bei p 
ist gleich R. Da wegen U,,,,(p) C U,,(p) jeder relativ zu U,,(p) ausgezeichnete 
Sektor S auch ausgezeichnet relativ zu U,, ,,(p) ist, sind die zu U,, , ,(p) relativ 
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schwachen Ableitungen offenbar Teilmengen der zu U,,(p) relativ schwachen 
Ableitungen. 

Wir nennen eine unendliche Folge A,, A,,..., A,,... (kurz) einen A- 
Raster von M bei p relativ zu o, ,,, wenn eine Fundamentalfolge U,(p) 
(v= 1,2,...) vorliegt und A, fir v=1,2,... die schwache Ableitung von M 
bei p relativ zu U,(p) und relativ zu a,, ,, bedeutet. Es sei A,, Ag, .. . , A,, 


wee. 


ein A-Raster von M bei p relativ zu o,, ,,. Dann nennen wir f= A, die schwach 
v=1 

gerasterte Ableitung von M bei p relativ zu o,, ,,. Diese ist unabhingig von der 

Wahl der Fundamentalfolge von p, da fiir je zwei Fundamentalfolgen U}(p) 

und U}’(p) (v = 1, 2,.. .) die relativ zu diesen bestimmten A-Raster A} und Aj’ 

(y=1,2,...) ja wegen der Monotonie der Fundamentalfolgen gleichfalls 

monoton abnehmende Mengenfolgenfolgen sind und wegen U/’ ¢ Uj, und U’, ¢ U}’ 


fiir alle hinreichend groBen yw bzw. A folglich die Gleichung M A} = f A?’ 

v=1 v=1 
resultiert. Aus der Minimaleigenschaft der Ableitungen folgt ferner, daB fiir 
jedes p’¢ R’ die relativ zu o,,,, schwache Ableitung von M bei p eine Teil- 
menge der relativ zu o,,, schwach gerasterten Ableitung von M bei p ist. 
Das Beispiel (e) von § 1 zeigt, daB hierbei die schwachen Ableitungen tat- 
sichlich echte Teilmengen der schwach gerasterten Ableitungen sein kénnen. 
Wahlen wir in den letzten Uberlegungen nur statt der schwachen A, starke 
Ableitungen (und zwar relativ jeweils zu U,(p)), so kénnen wir analog stark 
gerasterte Ableitungen von M bei p betrachten. Nach dem Brouwerschen 
Reduktionssatz gibt es dann zu jeder stark gerasterten Ableitung von M 
bei p eine starke Ableitung von M bei 7, die in der gerasterten Ableitung als 
Teilmenge enthalten ist®*). Nach Beispiel (e) von § 1 kénnen die starken Ab- 
leitungen echte Teilmengen der stark gerasterten Ableitungen sein. 

Ungenau gesagt, fiihrten uns die gerasterten Ableitungen zu bestimmten 
,vergréberten Ableitungen. Wir wollen nun auf der anderen Seite mit Hilfe 
eines méglichst ,,umfangreichen“ O* méglichst ,,feine“ Ableitungen auf- 
suchen. Hierzu sei p ein Haiufungspunkt von M ¢ R. Es sei B, der topologische 
Mengenverein saimtlicher abgeschlossenen Mengen VCR mit pcV. Wir 
nennen dann ein V €%, relativ zu einer Umgebung U = U (p) ausgezeichnet, 
wenn fiir jede Komponente N von M -\(U — {p}) mindestens eine der beiden 
Gleichungen N -\(V — {p}) =O oder N~(R—V)=O gilt®’). Anschaulich 
gesprochen, sollen also die Komponenten von MU von V aus héchstens 
nur tiber den Punkt p in R — V hineinfiihren. Sind V, und V, von %, relativ 
zu U(p) ausgezeichnet, so ist auch V,/-\ V, relativ zu U(p) ausgezeichnet. 
Denn ist gleichzeitig N(R -—V,)=N(R—V,)=0, so folgt aus der 


8) Ebenfalls folgt aus dem Brouwerschen Reduktionssatz, daB es zu jeder schwachen 
Ableitung von M bei p: stets eine starke Ableitung von M bei p gibt, die in der schwachen 
Ableitung als Teilmenge enthalten ist. 

#7) Wir gehen hier noch allgemeiner als bisher vor, insofern wir keinen Bezugsraum R’ 
und keine o, ,, gebrauchen. Wir setzen nur voraus, daB R separabel ist. Die erste der 
beiden obigen Gleichungen ist aquivalent mit N7\V = 0. 


5* 
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Gleichung R — (V,V,)=(R—V,)U(R—V,) unmittelbar N(R — 
—(V,AV,))=0. Ist dagegen z. B. N-\(R—V,) + O, also dann Nn 
AV, =0, so folgt NA\((V, 7 V.) — {p}) =O. Wir bezeichnen den Unter- 
verein simtlicher ausgezeichneten V¢O, mit BF. Zum Beispiel ist sowohl 
das Nullsoma 0 = {p} von &, als auch das Einssoma HZ = R ausgezeichnet. 
Die Voraussetzung (3) von Hilfssatz 3 ist erfillt. Wir sehen, unsere UG, und 
G* erfiillen die Voraussetzungen (1.) bis (4.) von Hilfssatz 3. Offenbar 
sind die Atome von %, nichts weiter als die zweipunktigen Mengen von R, 
worin der eine Punkt gleich p ist. 

Es gilt hier mehr, als unser Hilfssatz 3 besagt: 

Hilfssatz 6. Ist M-\U(p) abgeschlossen, so erfiillt jede Menge {p} UN, 
worin N eine Komponente von M (0 (p) — {p})) ist, und jede zweipunktige 
Menge {p,q} mit q«(R— U(p))uU (O(p) —~(MnU(p)uU {p})) die Bedin- 
gungen einer starken Ableitung von B* in B,. 

Umgekehrt ist jede (schwache oder starke) Ableitung von BF in B, gleich f 
einer dieser aufgezthlten Mengen. ; 


Denn zunichst kann man sich leicht davon iiberzeugen, daB jede der 
genannten Mengen {p}\) N und {p,q} ausgezeichnet ist, also in Df liegt. 
Hieraus folgt natiirlich : 


{pp} UN=NV, / 

v=1 

] 

mit V,= {p} UN ¢€ OF fir v= 1, 2,... (analog fiir {p,q}). Es sei {p} cA’ 1 
C{p}U N. Dann gibt es einen Punkt p,¢ N — A’. Da fiir jedes ausgezeichnete ‘ 


V2A' entweder N-\(V— {p})=O oder Nr (R-—V)=O gilt, folgt ent- 
weder A’ -\(A’— {p})=O mit Widerspruch zu {p}cA’, oder NCV, also 


p,€V. Wir sehen hieraus, A’ laBt sich nicht als Durchschnitt ausgezeichneter V ; 
darstellen. Also erfiillt {p}\/ N die Bedingungen einer starken Ableitung 
von GF in B,. Da unsere {p,q} Atome und ausgezeichnet sind, erfiillen auch ‘ 


sie die Bedingungen von starken Ableitungen von U* in G,. Da ferner die 
Vereinigungsmenge samtlicher {p} U N (also fiir die simtlichen Komponenten NV 

von M-\(U (p) — {p}) und saimtlicher {p,q} von Hilfssatz 6 offenbar gleich 
R ist, ist nach Hilfssatz 2 auch umgekehrt jede starke Ableitung von G* in 
%, gleich einer dieser Mengen {p}\ N bzw. {p,q}. Nun ist weiter jede starke 
Ableitung immer gleichzeitig schwach relativ zu jedem in dieser Ableitung 
liegenden Atom. Wie wir sahen, iiberdecken unsere starken Ableitungen 
das ganze R. Folglich gibt es nur gleichzeitig schwache und starke Ablei- 
tungen von G¥* in G,. Hiermit ist der Hilfssatz 6 bewiesen. 

Damit die Voraussetzung von Hilfssatz 6, M-\U(p) ist abgeschlossen, 
fiir jedes U(p) erfiillt ist, reicht z. B. hin, daB M kompakt ist**). Man ver- 
steht unter einer lokalen Komponente von M bei p relativ zu U(p) jede 
Menge N mit p ¢ N, worin N die abgeschlossene Hiille von N und N eine 
Komponente von M 1 (U (p) — {p}) bedeutet. Ist M kompakt, so ergeben 


——_——_——_ 1 


8) Vgl. [9], S. 40/41. 
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sich hierbei die lokalen Komponenten offenbar genau aus denjenigen Kom- 
ponenten N von Mr\(U(p) — {p}), fir die p ein Haufungspunkt von N 
ist, und zwar jeweils durch Hinzunahme noch von p zu diesem N. Ist M 
kompakt, so sind also nach Hilfssatz 6 die lokalen Komponenten von M 
relativ zu U (p) einerseits und die Ableitungen A von OF in G, mit p ¢ A —{ p} 
anderseits dieselben Mengen”®*). 
Wir nennen 
eee eee 


(kurz) eine monoton abnehmende Folge lokaler Komponenten von M bei p, 
wenn eine Fundamentalfolge U,(p) (v= 1, 2,...) vorliegt, L, eine lokale 
Komponente von M bei p relativ zu U,(p) bedeutet und L,,, ¢ L, fiir jedes 
y=1,2,... erfillt ist. 

Dann gilt: 

Satz 2. Ist MCR eine kompakte Punktmenge von der Dimension m, so 
gibt es ein p € M mit einer monoton abnehmenden Folge lokaler Komponenten 
L,, Ly, ..., L,,... von M bei diesem p, wobei jedes L, dieser Folge die Di- 
mension m in p hat*®). 

Zum Beweis dieses Satzes denken wir uns zunichst M mit einer M er- 
zeugenden Doppelfolge % von offenen Punktmengen W, CR (vy = 1, 2,...; 


w=1,...,m,) tiberdeckt. Nach Definition von % folgt Mc U W,,, fir 
wel 
jedes y= 1,2,.... Wir bezeichnen die Gesamtheit der W, ,, fiir festes » 
und uw = 1,..., m, mit W,. Es sei M in p, m-dimensional. Dann gibt es in 8, 
ein W,,,, mit p,¢W,,,,. Wir betrachten eine Umgebung U (p,) = U, mit 
0, < Wau, - 


Da M -\ U, wiederum von der Dimension m ist und auBerdem kompakt ist, 
gibt es nach dem Menger-Urysohnschen Charakterisierungstheorem™) eine 
m-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit M, mit: 


M,cMn0,. 


Ersetzen wir in dem bisherigen Beweis M und %, durch M, und %,, so 
ergibt sich ahnlich ein U, und W,,,, mit 0,¢ U,7 W,,,, und eine m-di- 
mensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit 


M,¢oM,nN0,. 


Hat man allgemein ein U, und W, ,, €W, mit 0,¢cU,.0W,, », und eine 
m-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit M, mit: 


M,¢M,_,00,, 


%) Diese sind mit anderen Worten gleich den zusammenhangenden Ableitungen von Df 
in B,. ‘ 

3°) Wegen L,°M ist die Dimension m von M das Maximum der Dimension, die 
unsere L, haben kénnen. 
%) (9), S. 217, Satz S. 
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so ergibt sich mittels unserer SchluBweise analog ein U,,, und ein W 
€ +1 mit : U,41 ¢ U, \ W, 
faltigkeit M,,, mit: 


Vt1s Mp4 € 
und eine m-dimensionale Cantorsche Mannig- 


t+1sHy+1 


M, 4; CM,n A . 


Die monoton abnehmende Mengenfolge M,, M,,..., M,,... konvergiert 
wegen M,CW,,,, und W,,,,<W,(y=1,2,...) mach genau einem Punkt 
pé€M. Aus der Kompaktheit simtlicher M, und wegen M,,,¢ M, folgt 


p<NM,. Wegen M,¢U,°¢ U,,,(» = 2, 3, . . .) folgt weiter 


v=1 


pEenu,. 
v=1 
Wegen U,CW,,,, erfiillen unsere U,,U,,... die Bedingungen einer Fun- 
damentalfolge von p. 

Nun ist aber unter der Voraussetzung m = 2 jedes M,— {p} zusammen- 
hangend, da nach Definition der Cantorschen Mannigfaltigkeit jedes M, nach 
Tilgung des (wegen m = 2) héchstens (m — 2)-dimensionalen {p} zusammen- 
hangend bleibt. Folglich ist jedes M,(y=1,2,...) eine Teilmenge einer 
bestimmten lokalen Komponente L, von M bei p relativ zu U,. Hiermit 
ist der Satz 2 unter der Voraussetzung m = 2 bewiesen. 

Es sei jetzt m = 1. Dann existiert zunichst nach dem Charakterisierungs- 
theorem von MENGER-URYSOEN ein Teilkontinuum von M. Wenn wir jetzt 
noch zeigen kénnen, daB bei jedem p eines Kontinuums eine lokale Kom- 
ponente des Kontinuums relativ zu jedem U(p) existiert, so folgt hieraus 
offenbar fiir m = 1 die Behauptung von Satz 2. Zum vollstandigen Beweis 
von Satz 2 brauchen wir also nur noch den folgenden Hilfssatz zu beweisen: 

Hilfssatz: Ist M ein Kontinuum von R und ist ferner U(p) = U eine 
Umgebung von p € M, so gibt es eine lokale Komponente von M bei p relativ 
zu U. 

Zum Beweis betrachten wir die Komponenten von 


M\(U — {p}). 


Ist unser p ein Haufungspunkt von (mindestens) einer dieser Komponenten, 
so ist diese mit Hinzunahme von p eine lokale Komponente von M bei p 
relativ zu U. Wir diirfen daher im folgenden p¢ LI fiir jede Komponente 
L von M-\(U — {p}) voraussetzen. Ferner diirfen wir M>\(R— U0) +0 
voraussetzen, da der Hilfssatz, wenn er fiir eine Umgebung U’(p) ¢ U be- 
wiesen ist, dann auch fiir U folgt. Wir denken uns nun eine M erzeugende 
Doppelfolge I von offenen Punktmengen W, ,,(v = 1, 2,...; #= 1, ...,m,) 
gegeben. Es sei %, die Gesamtheit der W, , mit ~ = 1,...,m,. Wir nennen 
eine endliche Folge von Punkten q,, ...,q, eine Kette der Feinheit %,, 
wenn es zu jedem A= 1,...,/—1 ein W, ,,€W, gibt mit q,,q,,,¢W,,,. Es 
sei T eine Teilmenge von M. Wir sagen a, b €T lassen sich in 7 durch be- 
liebig feine Ketten verbinden, wenn es zu jedem v= 1,2,... eine Kette 
s+ ++>Q mit g,=a, g=6 und g,¢T(A=1,...,1) der Feinheit W, gibt. 
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Ist 7’ zusammenhingend, so lassen sich je zwei Punkte von 7 durch beliebig 
feine Ketten in 7 verbinden. Bedeutet umgekehrt 7’, die Menge simtlicher 
Punkte b € 7’, die sich in 7' mit a durch beliebig feine Ketten verbinden lassen, 
und ist 7’ abgeschlossen, so ist 7’, abgeschlossen und zusammenhingend. 
Kehren wir nun zu den Komponenten L von M7\(U — {p}) zuriick. Zu- 
nachst folgt : 

Lr\ B(U) +O 


fiir jedes L. Denn wire dieser Durchschnitt leer, so giibe es wegen der Ab- 
geschlossenheit von L und wegen p ¢ L eine offene Punktmenge G mit 


LOGcGcU — {p}. 


Es sei a¢ LZ. Dann giibe es weiter wegen M7\(R — 0) + O beliebig feine, 
von a aus G@ herausfiihrende Ketten, die nur mit Ausnahme jeweils ihres 
letzten (nicht in G liegenden) Elementes in M -\G liegen. Wegen der Kom- 
paktheit von M giibe es dann auch einen Punkt r ¢ M -\ B(@), der sich durch 
beliebig feine Ketten in MG mit a verbinden lieBe. Dann wiirde aber 
r € L folgen im Widerspruch zu L ¢ G. 

Wir betrachten nunmehr eine Fundamentalfolge U,(v = 1, 2,...) von 
p mit U,¢ U. Dann gibt es, da M zusammenhingend ist, in jedem U,— {p} 
einen Punkt a,¢ M und folglich ein L, mit: 


a,€L, und L,7 B(U) +0. 


Die Folge dieser L, besitzt**) eine konvergente Teilfolge. Wir kénnen uns 
sogleich (statt der ganzen Folge) diese Teilfolge gewahlt denken. Dann gibt 
es also eine Punktmenge L mit: 


lim L,= L. 
Wegen der Kompaktheit von M und da die L, Kontinua sind, ist auch L 
ein Kontinuum. Wegen p ¢€ L und L7\ B(U) + O existiert ein Punkt: 


a¢éLrn(U - U,). 


Es sei M, die Menge simtlicher Punkte 6 ¢ M>(U — U,), die sich mit 
unserem a durch beliebig feine Ketten in dieser (abgeschlossenen) Menge 
Mn(U - U,) verbinden lassen. Jedes M, ist ein Kontinuum. Wegen 
a ¢limZ, und da unsere L, fiir simtliche » > in das U,, hereinfiihren, 


*-> oc 


kénnen wir von a aus iiber diese L, auf beliebig feinen Ketten in U,, herein- 
kommen, wobei diese Ketten jeweils nur mit Ausnahme ihres letzten (in U, 
liegenden) Elementes in M -\(U — U,) liegen. Hieraus folgt: 


M, 7 BU,) +0. 


32) Nach einem Satz iiber die Existenz konvergenter Teilfolgen, vgl. [10], S. 54. 
Hierzu bemerken wir, daB dieser Satz und sein Beweis ohne weiteres auf den hier vor- 
liegenden Fall einer Folge von Teilmengen einer kompakten Punktmenge eines separablen 
(statt Euklidischen) Raumes sich iibertragen laBt. 
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Hieraus folgt fir die Vereinigungsmenge Z = U M, weiter p¢Z. Wegen 


w=l 
@ 


a € 1 M, ist Z zusammenhingend. Unser Z ist also eine zusammenhiangende 
w=l a 

Teilmenge von M/\(U — {p}). Bedeutet nun L, diejenige Komponente 

von M -\(U — {p}), in der unser a liegt, so ergibt sich weiter: 


Sek. 


Ferner folgt p¢L,, da p¢€Z gilt. Also erfillt L, die Bedingungen einer 
lokalen Komponente von M bei p relativ zu U, womit der Hilfssatz bewiesen 
ist. 

DaB die Behauptung von Satz 2 nicht notwendig fiir jedes p ¢ M gilt, 
worin M die Dimension m hat, zeigen die beiden folgenden Beispiele. 

(f) Es sollen r, m Polarkoordinaten der Euklidischen Ebene bedeuten. 
Es sei M, die Menge der Punkte (r, gy) mit r=1,0< g< 2a. Es sei M, 
die Menge der Punkte (r, gy) mit O<Sr<1, mg=0.Ferner sei M, (fiir 
22 


vy = 2,3, ...) die Menge der Punkte (r, p) mit > <r <1, 37 <9<5",. 





Wir betrachten das Kontinuum M =U M,. Dieses hat im Nullpunkt p, 
v=0 

(r = 0) die Dimension 2. Die lokalen Komponenten von M bei py sind aber 

Teilstrecken der Halbgeraden g = 0. Ihre Dimension ist also nur gleich 1. 

(g) Es sei S, bzw. S, fiir » = 1, 2,... die Menge der Punkte (r, ~) mit 


O0srsl und g=0 bzw. p= =. Es sei 7’, die Menge der Punkte (r, ¢) 


mit r=1,0< g <a. Ferner sei 7, fiir y= 1, 2,... die Menge der Punkte 





i 4 ° 
—. Wir setzen: 


— - n 
. —- <= 
(r, p) mit 7 =r'sl52725 i 


A=U (S,UT,). 
=0 

Diese Punktmenge liegt offenbar in der oberen Halbebene (0 < g < 2). Es 
sei A, fiir u = 1, 2, . . . jeweils die Bildmenge von A bei der folgenden Trans- 
formation der oberen Halbebene: 


r 


? a7 
0~+(S) sae +H). 
Dann betrachten wir das zweidimensionale Kontinuum M = U A,,. Dieses 


=1 
ist im Nullpunkt p,(r = 0) sogar im kleinen zusammenhingend. Zu jedem 
U (po) (= offene Kreisscheibe um den Nullpunkt p,) gibt es offenbar unend- 
lich viele, in py zweidimensionale, lokale Komponenten von M bei p, relativ 
zu U(p,). Es existiert aber keine monoton abnehmende Folge lokaler Kom- 
ponenten von M bei p,. Wir sehen hieraus, da8 der Grund dafir, daB manch- 
mal die Behauptung von Satz 2 nicht an simtlichen p¢ M, worin M die 
Dimension m hat, erfiillt ist, daran liegen kann, weil es einerseits (iiberhaupt) 
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keine lokalen Komponenten von M bei p mit der Dimension m gibt. Ander- 
seits kann es relativ zu jedem U(p) lokale Komponenten von M mit der 
Dimension m in p geben, aber es braucht dann keine monoton abnehmende 
Folge dieser Komponenten zu existieren. 


Zum SchluB dieses Paragraphen méchten wir noch darauf hinweisen, 
daB eine in p eindimensionale schwache Ableitung keineswegs in jedem Falle 
gleich einem einzelnen o, ,, sein muB. Zwar ist nach dem Hilfssatz 5 jede 
in p eindimensionale schwache Ableitung gleich einem oa, ,,, wenn die zu- 
grunde gelegten Sektoren die Eigenschaft besitzen, daB jeder Sektor o, ¢ 
mit einem mindestens eindimensionalen C mindestens zweidimensional in p 
ist. In dem folgenden Paragraphen wird sich u. a. ergeben, daB die Eukli- 
dischen Sektoren diese wichtige Eigenschaft besitzen. 


§ 3. Euklidische Ableitungen 


Wir legen diesem Paragraphen einen n-dimensionalen Euklidischen Raum 
R,, mit seinen Euklidischen Sektoren (vgl. § 1) zugrunde. Das System simt- 
licher Euklidischen Sektoren im R, nennen wir auch (kurz) das natiirliche 
Sektorsystem von R,,. Scharfer gesagt, sollen von jetzt ab die o,, ,, diejenigen 
Halbgeraden im R, bedeuten, die p als Anfangspunkt haben und durch 
den Punkt p’ auf der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphire mit dem Mittel- 
punkt p hindurchgehen. 

Zunichst gilt : 


Satz 3. Gibt es zu einer Punktmenge M des R,, eine in M dichte Teilmenge 
M' <M mit der Eigenschaft, dap bei jedem p ¢ M’ je mindestens eine schwache 
Ableitung von M bei p eine Dimension < n — 1 in p hat, so ist die Dimension 
von M auch <n — 1. 

Denn wire die Dimension von M gleich n, so giibe es**) eine im R,, offene 
Teilmenge von M. In jedem p dieser Teilmenge hatte M dann aber als Ab- 
leitung den ganzen R,, also eine n-dimensionale Ableitung, entgegen der 
Voraussetzung von Satz 3. 


Es sei Q ein d-dimensionaler, abgeschlossener Quader im R,. Wir nennen 
jedes topologische Bild von Q im R,, ein d-dimensionales Element von R, 
und bezeichnen es mit E, oder auch kurz mit Z. Hierbei nennen wir die 
Bilder der 2d verschiedenen (d — 1)-dimensionalen Seiten von Q die Seiten 
von E, und die Bilder von je zwei gegeniiberliegenden Seiten von Q nennen 
wir zwei gegeniiberliegende Seiten von Z. Je zwei gegeniiberliegende Seiten 
von £ haben einen positiven Minimalabstand voneinander. Wir nennen das 
Minimum dieser d Minimalabstiinde die Breite von Z und bezeichnen 
sie mit f(£). 

Es sei M eine Punktmenge im R,. Wir nennen diese Punktmenge d-dimen- 
sional angleichbar, wenn es eine positive Zahl £, mit der Eigenschaft gibt: 


38) Nach einem Satz iiber die n-dimensionalen Punktmengen des R,, vgl. [9], S. 244. 
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Zu jeder e-Umgebung U,(M) von M*) mit ¢ > 0 gibt es ein d-dimensionales 
Element £ von R,, mit HC U,(M) und B(E£) = fy. 

Dann gilt: 

Hilfssatz 7. Hs sei M eine kompakte*) Punktmenge im R,. Sie sei 
d-dimensional angleichbar. Dann hat M eine Dimension = d. 

Denn es sei ¢,> 0 vorgegeben. Wegen der Kompaktheit von M gibt es 
dann eine Uberdeckung von M mit endlich vielen offenen Punktmengen 
W,,..., W, von R,, von denen jede einen Durchmesser < ¢, hat und die 
zusammen auch noch eine e-Umgebung von M mit einem positiven « iiber- 
decken. Nach der letzten Voraussetzung von Hilfssatz 7 gibt es ein —— 


sionales Element E mit EC U,(M) und £(E£) = fy. Es folgt also ZC vu Na 


Wahlen wir unser ¢,< fy, so hat kein W, mit zwei gegeniiberliegenden Seiten 
von £ gleichzeitig Punkte gemeinsam. Folglich gibt es nach einem Lemma 
von LEBESGUE, da die Dimension von £ gleich d ist, d + 1 der Punktmengen 
W,, ..., W, mit einem nicht leeren Durchschnitt. Also ist M nach einem 
Zerlegungssatz von UrysoHNn**) mindestens d-dimensional. 

Nun kénnen wir beweisen: 


Satz 4. Ist P= P,x...x P,, das topologische Produkt von n eindimen- 


sionalen, kompakten, separablen Réiumen P,,..., P,, 80 ist die Dimension 
von P gleich n. 
Denn zunichst gibt es *”) zu jedem P,(y=1,...,m) eine topologische 


Abbildung t, von P, auf eine gewisse Punktmenge Q, des dreidimensionalen 
Euklidischen Raumes R;, wobei Q, wiederum kompakt und von der Di- 
mension | ist. Jedes n-Tupel von Punkten p,¢ P,(y=1,...,) bestimmt 
einen Punkt p =(p,,..., p,) von P. Die 3 Koordinaten der n Bildpunkte 
t,(p,) = ¢,(v = 1, ..., ), und zwar jeweils die drei Koordinaten von q,,...,q, 
nacheinander in dieser Reihenfolge aufgefiihrt, ergeben einen bestimmten 
Punkt q des R,;,, den wir genauer auch mit ¢g =(q,,...,9,) bezeichnen. 
Wir denken uns nun den Punkt p ¢ P jeweils auf diesen Punkt q € R;,, ab- 
gebildet, in Zeichen: t(p) = g. Offenbar wird P durch ¢ umkehrbar eindeutig 
auf eine bestimmte Punktmenge Q des R,,, abgebildet. Wir zeigen jetzt, 
t ist eine topologische Abbildung von P auf Q. Da P kompakt ist, brauchen 
wir nur zu zeigen, daB die Abbildung ¢ (also in der Richtung von P auf Q) 
stetig ist. Hierzu denken wir uns einen Punkt p ¢ P und eine e-Umgebung 
um den Bildpunkt t(p)=q gegeben. Genauer sei p=(p,,...,p,). Dann 
gibt es zu jedem p,, y= 1,...,, vermégé der Homéomorphie t, eine Um- 
gebung U, von p, in P, mit der Eigenschaft, da8 ¢t,(U,) in die e/n-Umgebung 
von t,(p,) des R, hineinfallt. Nach Definition des topologischen Produktes 











*) Hierunter verstehen wir die Vereinigungsmenge simtlicher n-dimensionalen, offe- 
nen Kugeln mit dem Radius ¢, deren Mittelpunkte in M liegen. 
35) Das heiBt hier: beschrankt und abgeschlossen. 
%*) Vgl. [15], S. 292, Theoreme. 
37) Nach einem Einbettungssatz von MEncEr, vgl. [9], S. 295. 
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ist U, x--- x U,, eine Umgebung U von p. Fiir dieses U fallt t(U) in die 
vorgegebene e-Umgebung von t(p) = g. Also ist ¢ bei p stetig. 

Wir zeigen jetzt noch, Q ist n-dimensional angleichbar. Hierzu denken 
wir uns in jedem t,(P,) = Q, aus derselben Komponente von Q, zwei ver- 
schiedene Punkte**) a, und b, gewahit. Es sei 8, das Minimum der n Abstinde 
a,, b,(v=1,...,m). Ist e >0 vorgegeben, so gibt es im R, in der e/n-Um- 
gebung eines jeden Q, fiir y= 1, ..., n einen a, mit b, verbindenden, doppel- 
punktfreien Polygonzug Z,. Dann erfillt offenbar Z,x---xZ,, die Be- 
dingungen eines n-dimensionalen Elementes EF des R,,, das in die e-Um- 
gebung von Q hineinfallt. Ferner folgt 6(Z) = f,. Also hat Q nach Hilfs- 
satz 7 eine Dimension =n. Folglich hat auch t-1(Q) = P eine Dimension 
=n. Anderseits hat P eine Dimension < n**). Also ist die Dimension von P 
gleich n. 

Nun folgt weiter: 


Satz 5. Hat eine Punktmenge M des R,, bei p in bezug auf das Euklidische 
Sektorsystem des R,, eine (schwache oder starke) Ableitung, deren Dimension 
in p gleich I ist, so ist diese Ableitung gleich einer Halbgeraden. 

Denn o,,¢ sei eine schwache Ableitung von M bei p, worin C also eine 
gewisse abgeschlossene Punktmenge auf der Einheitssphire um p bedeutet. 
Wir nehmen zunichst an, C enthielte mindestens zwei Punkte. Nach Hilfs- 
satz 5 ist dann C ein Kontinuum. Nach dem Menger-Urysohnschen Cha- 
rakterisierungstheorem gibt es ein eindimensionales Teilkontinuum C, von C. 
Nach Satz 4 ist die Dimension von a, ¢, gleich 2. Folglich gibt es eine zwei- 
dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit F Co, ¢,. Da F gemaé8 Definition 
der Cantorschen Mannigfaltigkeit nach jeder Tilgung einer 0-dimensionalen, 
abgeschlossenen Teilmenge von F zusammenhingend bleibt und da ferner 
das ganze F wegen dim F = 2 und dim C,= 1 auf keiner einzigen Sphire 
des R,, mit dem Mittelpunkt 7p liegt, ist o, ¢, in p von der Dimension 2. Da 
0,,c gemaB der Voraussetzung von Satz 5 in p die Dimension 1 haben soll, 
besteht C also nur aus einem Punkt, d. h. o, , ist eine Halbgerade. 

Ferner gilt: 


Hilfssatz 8. Ist M ein Kontinuum des R,, und besitzt M in bezug auf das 
Euklidische Sektorsystem bei p « M mindestens zwei verschiedene nicht triviale, 
schwache Ableitungen, so ist p ein lokaler Zerlegungspunkt von M. 

Denn mittels zweier schwacher Ableitungen von M bei p laBt sich leicht 
ein ausgezeichnetes o,,, finden mit zwei Halbgeraden o, , und o,,, des 
infinitesimalen Kernes o, ,, von denen g,,, im Innern, dagegen o, ,~ im 
AuBern von o,,¢ liegt, genauer gesagt, mit p’€ C7 K und p” ¢(R’— C) K, 
unter R’ die Einheitssphire um p verstanden. Ahnlich wie im Beweis des 
Hilfssatzes im Beweis von Satz 2 folgt, daB es zwei Komponenten L, und L, 
von (M — {p})\ U(p) gibt mit pe LI, nL, und L,¢o,,.¢, LyoR,— 45,2, 


38) Diese existieren nach [9], 8. 217, Satz 8. 
3°) Vgl. [8], S. 33, Theorem III 4. 
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worin U(p) eine Umgebung von p bedeutet, relativ zu der das o, , ausge- 
zeichnet ist. Hieraus folgt, daB die p enthaltende Komponente von M 4 U (p) 
sowohl Punkte mit o,,¢— {p}, als auch mit R,— 0, 7 gemeinsam hat. Be- 
ricksichtigen wir noch, daB o, , in bezug auf U (p) ausgezeichnet ist, so folgt, 
daB unser p die Bedingungen eines lokalen Zerlegungspunktes von M er- 
fallt*°). 

Im folgenden sagen wir, M ist bei p von mindestens k' infinitesimaler 
Ordnung, wenn es mindestens k verschiedene nicht triviale, schwache Ab- 
leitungen von M bei p gibt"). Wir sagen, die infinitesimale Ordnung von M 
bei p ist gleich k, wenn M bei p von mindestens k*", aber nicht von min- 
destens (k + 1)" infinitesimaler Ordnung ist (mit anderen Worten also, 
wenn M bei p genau k verschiedene nicht triviale, schwache Ableitungen 
besitzt). Offenbar ist nach den Hilfssaitzen 3 und 4 die infinitesimale Ordnung 
von M bei p gleich 1 genau dann, wenn jede nicht triviale, schwache Ab- 
leitung von M bei p gleich dem infinitesimalen Kern von M bei p ist. Da 
nach dem Brouwerschen Reduktionssatz zu jeder schwachen Ableitung eine 
darin als Teilmenge enthaltene starke Ableitung existiert und ferner jede 
starke Ableitung stets auch schwach ist, folgt weiter, daB genau dann die 
infinitesimale Ordnung von M bei p gleich 1 ist, wenn der infinitesimale 
Kern von M bei p eine starke Ableitung von M bei p ist**). 

Dann folgt: 


Satz 6. Ist M ein Kontinuum im R,, und bedeutet MM die Menge derjenigen 
Punkte p¢M, worin M entweder von 1. infinitesimaler Ordnung oder von 
héchstens 2. Verzweigungsordnung**) ist, dann ist M — M eine héchstens ab- 
zahlbare Punktmenge. 


Denn nach Hilfssatz 8 ist jeder Punkt von M — M ein lokaler Zerlegungs- 
punkt von M. Nach Definition von M ist die Verzweigungsordnung von M 
in jedem Punkt von M — M gréBer als 2. Also folgt aus dem Satz iiber die 


Abziahlbarkeit der lokal zerlegenden Verzweigungspunkte“), daB M — M 
héchstens abzahlbar ist. 


Insbesondere ergibt sich noch: 


Satz 6’. Es sei M ein Kontinuum im R,,. Es bedeute M, der 2. Dimensions- 
teil von M, d.h. die Menge stimtlicher p¢ M mit dim, M = 2. Ferner sei Mg 
die Menge stimtlicher p € M,, worin die infinitesimale Ordnung von M gleich 1 
ist. Dann ist M,— M4, héchstens abzdhlbar. 


4°) Vgl. [10], S. 18/19 und S. 153 unten, S. 164 oben. 

“!) Wir sagen, A,, ..., A, sind verschiedene Ableitungen, wenn sie verschiedene Punkt- 
mengen sind. Wir erinnern daran, daB wir in diesem Paragraphen das natiirliche Sektor- 
system im R,, zugrunde legen. 

*?) Nach Hilfssatz 5 ist K dann zusammenhangend. Ist umgekehrt K zusammen- 
hangend, so kann die infinitesimale Ordnung von M bei p, wie das Beispiel (b) von § 1 
zeigt, gréBer als 1 sein. 
3) Vgl. [10], S. 97. 
4) Vgl. [10], S. 164. 
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Denn mit den Bezeichnungen von Satz 6 folgt ja M,— M,¢ M — M. 

Ist speziell noch M,= M, so folgt aus Satz 6’, daB die infinitesimale 
Ordnung von M an héchstens nur abzahlbar vielen Punkten von 1 ver- 
schieden ist. 

SchlieBlich gilt: 

Satz 7. Hat ein mehrpunktiges Kontinuum M im R,, mit Ausnahme an 
héchstens abzihlbar vielen Punkten nur Ableitungen von der Dimension 1, 
dann ist auch M von der Dimension 1. 

Denn wire der 2. Dimensionsteil M, von M nicht leer, so wire dieser 
nicht abzéhlbar*5). Dann wiirde aus der letzten Voraussetzung von Satz 7 
zusammen mit den Saétzen 5 und 6’ folgen, daB mehr als abzihlbar viele 
infinitesimale Kerne von M Halbgeraden waren. Das hei®t M hatte mehr als 
abzihlbar viele Spitzen im Widerspruch zu dem Satz, daB die Menge der 
Spitzen eines jeden Kontinuums héchstens eine abzahlbare ist“), 

Die beiden Satze 3 und 7 zusammen ergeben speziell fiir den R,: 


Satz 7’. Hat ein mehrpunktiges Kontinuum M im R, die Eigenschaft, dap 
eine héchstens abzihlbare Teilmenge N von M existiert und jede schwache Ab- 
leitung von M bei jedem p¢ M — N jeweils in p eine Dimension < a hat, so 
ist auch die Dimension von M kleiner oder gleich a. 


Ist die Dimension von M im Satz 7’ gleich m und ist ferner das Maximum 
der Dimension der bei den p ¢ M — N sitzenden infinitesimalen Kerne von M 
gleich i (und zwar die Dimension dieser Kerne hierbei jeweils in dem be- 


Le Ad 


treffenden p genommen), so folgt aus Satz 7’ noch m <i. Die Dimension 
eines mehrpunktigen Kontinuums im R, ist also nicht gréBer als das Maximum 
der Dimension seiner infinitesimalen Kerne. Nach dem Beispiel (a) von § 1 
kann hierbei aber an einer einzelnen Stelle p von M die Dimension von M 
in diesem p durchaus die Dimension des infinitesimalen Kernes in p iiber- 
treffen. 
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Algebren mit vorgegebenem endlichen, 
distributiven Idealverband 


Von 
Exrnst-Avu@ust BEHRENS in Frankfurt am Main 


In dieser Untersuchung soll zunichst gezeigt werden, daB in allen nicht 
assoziativen Algebren von dem in BEHRENS [1] betrachteten Typ der Verband 
der zweiseitigen Ideale endlich und distributiv ist und daB es umgekehrt zu 
jedem vorgegebenen endlichen und distributiven Verband eine n. a. Algebra 
dieses Typs gibt, deren Idealverband zu dem vorgegebenen Verband iso- 
morph ist. 

Dazu muB man sich einen Uberblick iiber alle endlichen, distributiven Ver- 
biinde oder, was dasselbe ist, iiber ihre Halbordnungen verbindungsirreduzibler 
Elemente verschaffen. In dem rein verbandstheoretischen Paragraphen 1 
werden den endlichen Halbordnungen umkehrbar eindeutig die Klassen der- 
jenigen Diagonalmatrizen H mit Matrixelementen 0 und | zugeordnet, deren 
Quadrat H? dieselbe Nullenverteilung wie H hat. Zwei solche Matrizen gehéren 
dabei zur selben Klasse, wenn sie durch gleichzeitige Vertauschung gewisser 
Zeilen und Spalten auseinander hervorgehen (Satz 1). — AuBerdem beweise 
ich in § 1, daB jeder multiplikative, endliche und distributive Verband sich 
multiplikativ in einen multiplikativen Booleschen Verband der gleichen 
Lange s einbetten liBt, und gebe matrizentheoretisch eine Ubersicht iiber 
alle multiplikativen Unterverbiinde der Lange s eines vorgegebenen multi- 
plikativen Booleschen Verbandes. 

Die maximalen Idealketten der Algebren in BEHRENs [1] fiihren, wie dort 
beschrieben, zu Darstellungen ihrer Transformationsringe, die in § 2 der vor- 
liegenden Untersuchung mit den obigen Matrizen H in Verbindung gebracht 
werden. Danach kann man zu jedem vorgegebenen endlichen und distri- 
butiven Verband 9 unschwer eine Algebra explizit angeben, deren Ideal- 
verband zu 9 isomorph ist. Andererseits wird zu Anfang des Paragraphen [2] 
gezeigt, daB jede Algebra des in Beurens [1] behandelten Typs einen end- 
lichen und distributiven Idealverband besitzt. 

Jene Algebren waren in BrHrens [1] dadurch charakterisiert, daB sie 
mindestens eine maximale Idealkette besitzen, deren Ideale o HZ; sich durch 
bereits im Transformationsring £(o) liegende idempotente lineare Trans- 
formationen E; beschreiben lassen. Dazu ist, wie in BEHRENS [1], § 3, gezeigt 
wurde, hinreichend — aber durchaus nicht notwendig —, daB in 0 mindestens 
eine maximale Idealkette ohne Null-Restklassenringe existiert. Die in § 1 der 
vorliegenden Arbeit beschriebene multiplikative Einbettung eines multi- 
plikativen, endlichen und distributiven Verbandes in einen Booleschen Ver- 
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band wird nun in § 3 benutzt, um unter der Voraussetzung, daB o ein Eins- 
element besitzt, zu zeigen, daB jene hinreichende Bedingung aquivalent damit 
ist, daB o im Sinne von Smivey [7] (vgl. auch Benrens [2]) halbeinfach, d. h. 
direkte Summe einfacher Ringe mit Einselementen ist. Hieraus ergibt sich 
dann ohne weiteres, daB eine n.a. Algebra endlichen Ranges iiber ihrem 
Grundkérper genau dann halbeinfach im Sinne von SMILEy ist, wenn sie nur 
idempotente Ideale enthilt. 


§1 

1. Die verbindungsirreduziblen Elemente i eines endlichen, distributiven 
Verbandes D mit den Operationen und 7‘ bilden eine Halbordnung 9 
(vgl. Hermes [6}), falls man i, i, (i, friiher i,) durch i, V i,= i, erklart. Die 
Relation ,,friiher“ ist demnach reflexiv, transitiv und geniigt dem Gesetz der 
Identitat : wenn i, C i, und i, C i,, dann i,= i,. — Umgekehrt ist jeder endliche 
distributive Verband 9 durch die in ihm enthaltene Halbordnung § seiner 
 -irreduziblen Elemente eindeutig bestimmt, denn jedes Element von 9 ist 
Verbindung endlich vieler Elemente aus 9, und die Gleichheit zweier solcher 
Verbindungen ergibt sich daraus, da8 ein Element i aus § dann und nur dann 
friiher als eine Verbindung a von Elementen aus § ist, wenn i friiher ist als 
mindestens eines dieser Elemente aus $ (vgl. Brrxuorr [3], Kap. IX, § 4). 

Zur Aufzahlung aller endlichen Halbordnungen § gehe ich folgendermaBen 
vor: Wenn § aus s Elementen besteht, numeriere man diese so, daB in der 
Folge i,, i,,...,i, niemals ein echt spiteres Element vor einem friiheren 
steht, daB also aus i, Ci, immer folgt k< 1. Nun sei H =(n;,) eine s-reihige 
Halbdiagonalmatrix, in der n;,= 1 ist, falls i,;Ci,, wnd n;,=0 sonst; insbe- 
sondere sind also alle n;;=1. Auch das Quadrat H* = (z;,) der Matrix H ist 
eine Halbdiagonalmatrix mit lauter nicht negativen, ganzrationalen Zahlen 
als Elementen. Aus 


(1) Nin = Nit’ Niet Ni,ita” Nisae + °° * + Nin’ Nee 
fir i<k folgt, daB H? dieselbe Nullenverteilung wie H hat. Ist niamlich 
Nix = 1, dann ist wegen »,, = 1 der letzte Summand in (1) ebenfalls gleich 1 
und damit die ganze Summe positiv. Ist andererseits z;, > 0, dann existiert 
mindestens eine Zahl j zwischen i und k derart, daB ,;; = »;, = 1 und damit 
i,c i, Ci, ist. Auf Grund der Transitivitat der Halbordnungsrelation ist dann 
auch i, C i,, also n;, = 1. — Ist umgekehrt H =(7;,) eine Halbdiagonalmatrix, 
deren Elemente 7;, gleich 0 oder 1 sind, wobei alle »;;= 1 und die ;,=0 
fiir i > k seien, und hat ferner H? dieselbe Nullenverteilung wie H, dann ist 
die durch i, i,, falls ;,—1, in der Menge der Symbole iy, iz, . . . , i, defi- 
nierte Relation eine Halbordnungsrelation. »;;=1 zieht namlich die Re- 
flexivitét nach sich; aus i, i, C i, folgt n,, = y,.;= 1, also i = k; die Transi- 
tivitat schlieBlich ergibt sich wegen der Voraussetzung tiber H? wieder aus (1). 
Man sieht leicht ein, daB die an der Nebendiagonale von H gespiegelte 
Matrix die zu § duale Halbordnung definiert, doch wird dies im folgenden 
nicht gebraucht. 
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Die i-te Zeile von H gibt die Nachfolger des Elementes i,, die k-te Spalte 
von H die Vorgiinger von i, in § an. Hieraus folgt, daB die Anzahl der Einsen 
in der k-ten Spalte von H gerade die Linge von i, (im verbandstheoretischen 
Sinne) in demjenigen distributiven Verband 9 ist, der die i,, ... , i, zu \ -irre- 
duziblen Elementen hat, denn die Linge eines Elementes von 9 ist nach Brrx- 
HOFF [3], Kap. IX, Satz 5, gleich der Anzahl seiner — -irreduziblen Vorgiinger. 

Durch die Halbordnung § ist die Matrix H nicht eindeutig bestimmt, da 
man in der Numerierung der Halbordnungselemente mitunter verschiedene 
Méglichkeiten hat. Ist z. B. n;,;,, = 0, so darf man in der Folge i,,..., i, 
die Elemente i, und i,,, miteinander vertauschen, ohne daB die Bedingung 
aus i, Ci, folgt k < I“ verletzt wird. Die zu dieser neuen Numerierung ge- 
hérende Halbdiagonalmatrix H’ geht dann aus H durch Vertauschung der 
i-ten mit der (i + 1)-ten Spalte und gleichzeitiger Vertauschung der i-ten mit 
der (i + 1)-ten Zeile hervor, da, wie oben bereits bemerkt, die k-te Spalte 
die Vorginger und die k-te Zeile die Nachfolger von i, angibt. 

Eine gewisse Normalgestalt fiir H laBt sich dadurch erreichen, daB man die 
U-irreduziblen Elemente zunichst nach aufsteigender Linge ordnet. Das ist 
erlaubt, weil ein Element niemals gleiche oder gréBere Linge als einer seiner 
beziiglich der Halbordnungsrelation echten Nachfolger haben kann. Zwei 
solche Numerierungen gehen dann durch Permutation von Elementen jeweils 
gleicher Lange auseinander hervor, und diese Permutationen lassen sich durch 
Vertauschung benachbarier Elemente schrittweise erreichen, wobei natiirlich 
Ni,i+1 = O ist (vgl. den vorigen Absatz). Durch wiederholte Anwendung dieser 
Operation laBt sich sogar jede zur Halbordnung § gehérende Matrix H auf 
Normalform bringen. Wenn nimlich in der Folge i,, ..., i, das Element i, 
das erste ist, dessen Liinge gréBer ist als die von i, , ,, darf man, wegen i, (i,.,, 
alsO 15,5+;= 0, die p-te Spalte und Zeile mit der (p+ 1)-ten vertauschen, 
so daB sich die Anzahl der ,,Fehlstellungen‘ um eine vermindert. Dieses 
Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab. 

Das bisher Gesagte laBt sich zu folgendem Satz zusammenfassen : 

Satz 1: Die endlichen Halbordnungen $ mit s Elementen entsprechen um- 
kehrbar eindeutig Klassen von s-reihigen Halbdiagonalmatrizen H = (n,;,.), deren 
Matrixelemente n;, gleich | sind fiir i = k und gleich 0 oder | fiir i < k und die 
der Bedingung geniigen, daB das Quadrat H? der Matrix H dieselbe Nullen- 
verteilung wie H hat. Dabei gehdéren zwei solche Matrizen genau dann zur selben 
Klasse, wenn sie schrittweise auseinander durch folgende Operation hervorgehen: 
Die p-te Spalte der Matrix H darf mit ihrer (p + 1)-ten Spalte vertauscht werden, 
wenn gleichzeitig die p-te Zeile mit der (p+ 1)-ten Zeile vertauscht wird und 
dabei das Matrixelement n,, 5.1 = 0 ist. 

2. Die Untermengen einer Menge ®% von s Elementen m,, ...,m, bilden 
beziiglich der mengentheoretischen Vereinigung und des mengentheoretischen 
Durchschnittes einen distributiven und komplementiren, also einen Boole- 
schen Verband % der Linge s. In ihn laBt sich jeder endliche, distributive 
Verband 9 der Linge s folgendermaBen einbetten: Wenn unter den  -irre- 
duziblen Elementen i,,...,i, von 9 gerade i,,,..., i,, friiher sind als das 
Math. Ann, 133 6 
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Element a von 9, so werde diesem Element a in G die aus m,,,. . . , m,, be- 
stehende Untermenge von I zugeordnet. Da wegen der Distributivitét von D 
ein _ -irreduzibles Element aus 9 genau dann friiher als die Verbindung oder 
der Schnitt zweier Elemente aus D ist, wenn es friiher als mindestens eines 
bzw. jedes dieser beiden Elemente ist, entsprechen bei der obigen Zuordnung der 
Verbindung und dem Schnitt in 9 die Vereinigung bzw. der Durchschnitt in G. — 
Hierbei ist zu beachten, daB dem  -irreduziblen Element i, aus Dim allgemeinen 
nicht die nur aus m, bestehende Untermenge von IN zugeordnet wird, sondern 
simtliche  -irreduziblen Vorginger von i, ebenfalls zu ihr beitragen. Diese 
Bemerkung macht es klar, daB jedem i, dann und nur dann die einelementige 
Untermenge m, von I bei der Einbettung zugeordnet wird, wenn D verbands- 
isomorph zu ganz %, der Verband © also ein Boolescher Verband ist. — Die 
in diesem Absatz beschriebene Einbettung von D in G ist im Grunde nichts 
anderes als die wohlbekannte Einbettung (vgl. Hermes [6], § 20) eines be- 
liebigen distributiven Verbandes 9 in einen Booleschen mit Hilfe der verbands- 
theoretischen /\-Primideale von 9, denn bei einem endlichen Verband D 
sind diese /\ -Primideale gerade die von den  -irreduziblen Elementen aus D 
erzeugten verbandstheoretischen Hauptideale. 

Ein Verband heiSt multiplikativ (vgl. Brrxuorr [3], Kap. XIII), wenn 
in ihm neben und ‘ noch als dritte Operation eine mit der Verbindung 
distributive Multiplikation erklart ist: 

(2) a-(bUc)=a-bua-c, 

(bUc)-a=b-avuc-a. 
In einem multiplikativen Verband folgt zwar aus aca’, daB fiir alle 6 gilt 
a-6cCa’-bundb-acb- a’, doch braucht a - 6 Ca b nicht zu gelten, d. h., die 
Elemente brauchen nicht quasiganz zu sein. 

Zu Beginn dieses Abschnittes wurde jeder endliche und distributive Ver- 
band 9 eingebettet in den Booleschen Verband G der gleichen Linge s. Falls D 
dariiber hinaus noch ein multiplikativer Verband ist, erhebt sich die Frage, 
ob D multiplikativ in einen multiplikativen Booleschen Verband der Linge s 
einbettbar ist, d. h. so, daB die Multiplikation in& die vorgegebene Multiplikation 
in D induziert. 

Dazu sei vorweg bemerkt, daB, da ja in G die Verbindung die mengen- 
theoretische Vereinigung ist, wegen (2) die Multiplikation in 3 nur komplex- 
weise erklart sein kann, daB es also geniigt, die Produkte der s Elemente m, 
untereinander anzugeben. Hierbei ist man aber zunichst vollig frei, denn wie 
auch die Produkte m,- m, als Untermengen von % erklart sind, stets sind bei 
komplexweiser Multiplikation die Forderungen (2) erfiillt. Die charakteristi- 
sche Funktion der Untermenge m,-m, von IM sei als Funktion von ! mit y,,; 
bezeichnet, so daB man auch schreiben kann 


(3) m,- m, = {m,; Vix, = 1}. 
In dem vorgegebenen multiplikativen, endlichen und distributiven Ver- 

band © gelte fiir die Produkte der  -irreduziblen Elemente 

(4) i; i, =U i, mit Cy,= 1, 
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wobei c;,, dann und nur dann gleich | gesetzt ist, wenn i, ci,-i, gilt. Die 
Aufgabe, die in Teil 1 dieses Paragraphen beschriebene Einbettung von 9 in® als 
Verband zu einer multiplikativen Einbettung zu machen, besteht also darin, die 
Yn, in (3) so zu wahlen, daB sie mit (4) vertraglich sind. Das Bild von i,- i, inB be- 
steht nach (4) aus der Menge derjenigen m,, fiir die c,,, = 1 ist, denn die c;, , sind 
gleich 1 fiir alle _ -irreduziblen Vorgiinger von i,- i,. — Andererseits ist, nach 
Definition der Matrix H, i, ci; gleichbedeutend mit 7, ,;= 1, und somit sind 
die Mengen {m,; 1, ;= 1} beziehungsweise {m,; 7,, = 1} die Bilder von i, und 
i, in&. Ihr Produkt ist die Vereinigung der m,-m, mit ,;= ,, = 1, also 
nach (3) die Vereinigung derjenigen m,, die die Gleichungen y, ,; = 7); = Nx = 1 
fiir passende p und q erfiillen. Da alle y;,, und »,, gleich 0 oder | sind, kann 
man dafiir auch 


(5) d Yoat’ Nei" Nex > 9 
Pd 


schreiben. Das Bild des Produktes i,- i, ist daher genau dann gleich dem 
Produkt der Bilder von i, und i,, wenn fiir jedes ]=1,..., s dann und nur 
dann c,;,,= 1 ist, wenn (5) gilt. 

Bezeichnet man nun zwei Matrizen A und B, deren Matrixelemente reelle 
Zahlen sind, als dquivalent, A ~ B, falls A und B dieselbe Nullenverteilung haben, 
so laBt sich die obige Bedingung fir die multiplikative Einbettbarkeit von D 
in S durch 
(6) HT T,H~€,, Ls eer 
ausdriicken, wobei die 2s Matrizen J", und €, durch I’, = (y,,,) und €, = (¢,,,) 
erklart sind und H7 die zu H transponierte Matrix bedeutet. 

Die Relationen (6) werden nun befriedigt, wenn man J’, = ©, fiir alle / 
setzt. Denn wenn | = ¢,,;= ;,;, ist wegen 4;; = ,., = 1 in (5) der zu p= i, 
q = k gehérende Summand positiv; und wenn umgekehrt (5) erfillt ist, muB 
mindestens einer der Summanden in (5) gleich 1 sein, also muB fiir mindestens 
ein Indexpaar p, g, wegen €5¢;= Ypq1= 1 = Noi = Noe elten i, Ci, i, Cc ij: i, 
woraus ¢,,,;= 1 folgt. 

Neben I’, = €,, 1=1,..., 8, kann es weitere Lésungen des Einbettungs- 
problemes geben; zwar nicht, wenn H die Einheitsmatrix ist, wohl aber er- 
fiillen z. B. bei s = 2, 


11 11 00 
H=(0 1)» &=(11)-&=(0 0): 

alle Matrizen I’, = (5 *) = (; 1) mit ganz beliebigen «, 8, y= 0 oder 1 
die Relationen (6). Aus diesen Uberlegungen folgt der 

Satz 2: D sei ein multiplikativer, distributiver und endlicher Verband mit 
den \)-irreduziblen Elementen i,,...,i,. Man kann D als Verband in den 
Booleschen Verband B der Untermengen einer Menge M = {m,,...,m,} da- 
durch einbetten, daB man einem Element a aus D die Menge {m,; i, < a} zwordnet. 

Dies ist eine multiplikative Einbettung von D in B genau dann, wenn man 
die Produkte der Elemente der Menge M untereinander durch 
(3) m,- m, = {m,; Yin, = 1} 

6* 
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und dann die Multiplikation in B komplexweise erklirt und dabei die y;,, 80 
wahlt, daB sie die Matrizenrelationen 
(€) HT I,H ~ ©,, Septet | 


erfiillen. In (6) ist H die der obigen Folge der verbindungsirreduziblen Elemente 
von D im Sinne des Teiles 1 dieses Paragraphen zugeordnete Matrix. Ferner 
ist I',=(y;,,)- Die Matrizxelemente c,,, der Matrix ©, sind gleich | oder 0, 
je nachdem ob in D gilt i, c i;- i, oder nicht. Das Zeichen ~ bedeutet, daB in 
jeder der s Relationen in (6) die Matrizen links und rechts dieselbe Nullen- 
verteilung haben. 

Wahit man alle y;.,= ¢;,,, 80 sind die Relationen (6) erfiillt, die multipli- 
kative Einbettung von D in einen geeigneten Booleschen Verband B der gleichen 
Léinge ist also immer méglich. 

Will man die vorangehenden Uberlegungen benutzen, um sich einen Uber- 
blick iiber alle multiplikativen Unterverbinde 9 der Linge s eines multi- 
plikativen Booleschen Verbandes 3% von gleicher Linge zu verschaffen, wobeiB 
als Verband aller Untermengen der Menge M@ = {m,, ...., m,} und die Multi- 
plikation in G durch (3) erklart sind, kann man, wie in Teil 1 dieses Para- 
graphen, zunichst eine Halbdiagonalmatrix H mit H?~ H wahlen, um in den s 
Untermengen i; = {m,; 7,;= 1} von M die verbindungsirreduziblen Elemente 
eines Unterverbandes 9 von % zu erhalten. Dann muf man aber darauf 
achten, daB die in B gebildeten Produkte der i; untereinander wieder in D 
liegen. Nun ist das Produkt i,- i, die Vereinigung aller m,-m, mit 9, ;= %,. = 1, 
und die m,-m, sind die in (3) rechts auftretenden Untermengen von M%. Also 
besteht i,- i, aus der Menge aller derjenigen m,, fiir die y,,,= ,;= Nqxr= 1 
fiir mindestens ein Indexpaar p, q erfiillt ist. Setzt man die Zahlen c,,,= 0 
oder 1 gemaB den Relationen (6), so kann man schreiben 


(7) i ip = {m3 ¢,,=]}. 


Jetzt zeigt es sich, daB man nicht ganz beliebig zu den y,,, den Unter- 
verband 9, also die Matrix H, wiaihlen kann, sondern daB die s Bedingungen 


(8) > Nir &e~ ©, l=1 secgt 8. 
t 


erfiillt sein miissen. Aus c;,,— 1 folgt naimlich m, ¢ i,;- i,, und dann aus i;: i, 
in D die Existenz eines i; mit m, ¢ i; C i,;- i,, da jedes Element von 9 die mengen- 
theoretische Vereinigung von in 9 verbindungsirreduziblen i, ist. Fiir dieses j 
gilt »,;—1. Ist ferner 7,,= 1, so folgt, wegen H?~ H, aus »,,= 7,; = 1, dab 
Mj = 1, also m,¢ i; Ci; i, und damit ¢;,,= 1 richtig ist. Wenn demnach ein 
Matrixelement auf der linken Seite von (8) positiv ist, so ist auch das ent- 
sprechende Matrixelement rechts positiv. Wenn aber c,;,, = 1 ist, so ist wegen 
%1,= 1 auch die entsprechende Summe links positiv. Die Bedingung (8) ist 


damit als notwendig erwiesen. — Sie ist aber auch hinreichend, denn die zu 
© gehérende Verbindung der i, mit c;,,— 1 besteht, wegen i, = {m,; y,,= 1}. 
aus der Menge derjenigen m,, fiir die c,;,, = ,,= 1 fiir mindestens einen Index 


t gilt, wegen (8) also aus der Menge {m,; ¢;,.;= 1} = i,- i,. 





a oe 
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Satz 3: @ sei der Boolesche Verband der Untermengen einer Menge M 
= {m,,...,m,}. Die komplexweise Multiplikation in B sei durch (3) erklart. 
Der Unterverband D von B ist dann und nur dann multiplikativer Unterverband 
von B, wenn fiir die durch (6) definierten ©, die Beziehwngen (8) gelten. 

Korollar: Jede der s* Zahlen c;,,, sei gleich 0 oder 1. Dann und nur dann 
definieren sie, mit den Bezeichnungen von Satz 2, eine Multiplikation in 9, 
wenn sie firl=1,..., 8 die Beziehungen H? €,H ~ ©, und 3’ n,,€,~ ©, er- 
fiillen. ; 

3. SchlieBlich wird im folgenden eine Bemerkung iiber das Verhalten des 
Einselementes von D bei der multiplikativen Einbettung von 9 in& gebraucht. 
Dabei benutze ich folgendes in dem Buche von DuBREIL-JacoTin, LESIEUR 
und Crotsot [4] auf 8. 138 zu findende Theorem 2: € sei ein komplementirer 
und multiplikativer Verband. Sein Allelement u ist dann und nur dann Eins- 
element in £, wenn stets a - 6 =a/\b, d.h., wenn & ein Boolescher Verband 
mit a-b=a/\b ist. Der kurze Beweis dieses Satzes sei der Bequemlichkeit 
des Lesers halber hier wiederholt : Sei u = ¢ das Einselement in & und 6  b’=e, 
b\b’=0. Daraus folgt b -b’c(b-ene-b’)=bob'=90. Also ist (amb) x 

<b’cb-b’=0 und daher anb=(anb)-e¢ = (anb)- (bUb’) = (anb)x 
xbU (anb)-b’=(anb)-bca-bcanb, also a-b=anb. 

Bei der Einbettung von 9 in G wird das Allelement u = i, U--- Wi, auf 
das Allelement IN = {m,,..., m,} von B abgebildet. Falls noch ein Eins- 
element ¢ in 9 vorhanden und dieses gleich u ist, wird auf Grund des eben 
zitierten Satzes e im allgemeinen nicht Einselement fiir ganz B bleiben, 
sondern dies ist dann und nur dann der Fall, wenn in %, und damit in 9, das 
Produkt stets gleich dem Schnitt ist. 

Wahlt man bei der multiplikativen Einbettung von D in B nach Satz 2 als I’, 
die €,, so liegt das Produkt zweier m, und m,, also auch das Produkt beliebiger 
Elemente aus B, bereits im Bild von D. Nach Identifikation des Bildes von D 
in B mit D ist némlich wegen (7) das Produkt i,- i, = {m,; ¢;.,= 1} = {m,; 
Yiri= 1}, also ist wegen (3) 

(9) m,: Mm, = i;- i, . 

Wenn demnach bei dieser Einbettung das Einselement ¢e = u von 9 Eins- 
element in B bleibt, liegt ¢ - m, = m, bereits in D fiir alle m, aus B. Somit ist 
D> =, d.h., D ist selbst ein Boolescher Verband mit a -b = a/\b. 


§2 

© sei eine nicht assoziative Algebra endlichen Ranges iiber ihrem Grund- 
kérper K. Ihr Transformationsring £(o) ist der (assoziative) Ring, der von 
der identischen Transformation und den Links- und Rechtsmultiplikationen 
von 0 mit festen Elementen aus 0 in der Algebra aller linearen Transformationen 
von © iiber K erzeugt wird. In Benrens [1] wurde die Untersuchung der- 
jenigen n. a. Algebren 0 begonnen, die folgender ,,Voraussetzung iiber 0“ ge- 
niigen : 0 enthalte mindestens eine maximale Kette zweiseitiger Ideale 0 = ay < 
<a, < a, < ---< a, =o, deren Ideale a, sich durch bereits in £ (0) enthaltene 
idempotente lineare Transformationen Z£; in der Form a;=o E, definieren 
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lassen. Unter dieser Voraussetzung existieren, wie in Satz 2 jener Arbeit 
gezeigt wurde, s orthogonale Idempotente M,,...,M, in (0) derart, daB 
jedes Ideal der verbandstheoretischen Lange r sich eindeutig als modul- 
direkte Summe m,(,)+ - ~~ + Mm, ,) der Moduln m,; = o M, darstellen laBt. 

Satz 4: Unter der ,, Voraussetzung iiber o‘‘ ist der Verband D der Ideale von © 
endlich und distributiv. 

Beweis: Die Endlichkeit ist klar, da es nur endlich viele Kombinationen 
der m,,...,m, gibt. Die Distributivitat von D liegt daran, daB jedem Ideal 
eindeutig die Untermenge der bei seiner Darstellung als moduldirekte Summe 
gebrauchten unter den Moduln m,,...,m, zugeordnet ist und dabei dem 
Schnitt zweier Ideale der mengentheoretische Durchschnitt der beiden zu- 
gehérigen Untermengen und der Verbindung zweier Ideale, also ihrer modul- 
theoretischen Summe, die Vereinigung der beiden zugehérigen Untermengen 


entspricht. 
Dabei braucht 9 noch nicht der volle Boolesche Verband aller Unter- 
mengen der Menge M = {m,,..., m,} zu sein. Vielmehr hangt die Antwort 


auf die Frage, ob ein vorgegebener Modul m,;,)+ ---+m,,) Ideal in © ist, 
wie in BEHRENS [1] naher ausgefiihrt, von folgendem ab: Die obigen Moduln 
m,,..., m, haben die Eigenschaft, daB 0 < m,< m,+ m,< m,+ m,+ --+m, 
eine maximale Kette von Idealen a, in o ist. Bezogen auf eine Basis },, . . . , by 
von 0, die diese maximale Kette zum Ausdruck bringt, wird jede Transformation 
T aus &(o) durch eine Halbdiagonaliibermatrix & dargestellt : 


Sy $.,°°°,, 
$..°°° Ss, 

(10) (b,,..-,by) T= (b,.-., ad f 
g,, 


dabei durchJauft jede der Matrizen {;; mit 7 eine irreduzible Darstellung 
von &(o) iiber K, denn jedes Ideal in o ist Darstellungsmodul von &(o) und 
a,;_, ist unterer Nachbar von a;. Dieser Darstellung von £(o) werde folgende 
s-reihige Halbdiagonalmatrix H zugeordnet: 

Definition: H =(n,;,), wobei n,, gleich 0, falls fiir alle T aus [(o) die Ma- 
trix &;,, in (10) die Nullmatriz ist, und gleich 1 sonst. 

Mit dieser Definition laBt sich BeHReENs [1], Satz 5, so ausdriicken: 

Kriterium: m,(,)+ *-- + m,,) ist dann und nur dann Ideal in 0, wenn fiir 
k=A(l), A(2),...,A(r) zumindest diejenigen n;,= 0 sind, fiir die i + 4(1), 
A (2), ..., A(r) ist. 

Es sei gleich hier bemerkt, daB die Matrix H im Verband 9 der Ideale 
von © genau dieselbe Rolle spielt, wie die Matrix H in § 1 der vorliegenden 
Arbeit fiir einen beliebigen endlichen und distributiven Verband. Zuniichst 
gilt namlich 


Satz 5: Die s Moduln i,=0 3’ M;, n;,, also die Summen i, der m, mit 


Nix = 1 sind gerade alle — -irreduziblen Ideale des endlichen und distributiven 
Verbandes 9D. 
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Beweis: Zu zeigen ist nur, daB die i, \ -irreduzible Ideale sind. Denn 
da D die Lange s hat, besitzt D als distributiver Verband genau s  -irre- 
duzible Ideale. — 1. In der k-ten Spalte von H seien ,(,),,= (2). =*** 
= "(psx = 1 und die tibrigen 7;, = 0. Zunichst werde mit Hilfe des obigen 
Kriteriums bewiesen, daB i, = my) + --- + m,,) Ideal in 0 ist. 7 und 7’ 
seien zwei Transformationen aus £ (0) und £ bzw. &’ ihre nach (10) zugehérigen 
Matrizen. Dann gehért zu 7’- 7 das Matrizenprodukt £ -¢’= €” mit 


(11) je = S55 Spe t+ Sj, 542*Tjsae t+ °° + Dyes Tee 
Nun sei j ungleich allen A(h) fir h = 1,..., 7. Dann ist in (11) wegen 7,, = 0 
die Matrix {;, = 0. Auf der rechten Seite von (11) sind héchstens diejenigen 


T), ungleich 0, fiir die g gleich einem der A(h) ist. Da y,,= 1, also A(r) =k 
ist, gilt demnach fiir alle 7 und 7” aus (0) 


(12) O=F; aq ‘Tipe + i,acp * Tay, e + °° + Sin Tie 

Die Annahme, daB die Bedingung des Kriteriums nicht erfillt sei, d. h., daB 
eine der Matrizen {,; ,,,), etwa {, ,,), fir mindestens ein 7’ aus £(o0) nicht 
die Nullmatrix ist, soll nun zu einem Widerspruch mit der Gleichung (12) 
gefiihrt werden. Unter dieser Annahme gibt es in &(o) auch eine Transfor- 
mation, in der unter den Matrizen {,,,...,,, nur &;, ,) +0 ist. Beweis: Die 
zu der idempotenten Transformation M,,, gehérende Matrix hat nach 
BEHRENS [1] als Elemente M,, nur Nullmatrizen mit Ausnahme von M,,,), 4»); 
die eine Einheitsmatrix ist. Daher hat die Transformation M,,,)-7, die im 
folgenden wieder mit 7 bezeichnet sei, die gewiinschte Eigenschaft. — Fiir 
dieses T' reduziert sich die rechte Seite der Gleichung (12) auf 

(13) T5,a(p) * Ligp),t - 

Wegen 7,(p),% = 1 gibt es eine Transformation 7” in (0), fiir die T};,),, + 0 
ist. Trotzdem brauchte dann das Produkt (13) der beiden von 0 verschiedenen 
Matrizen fiir dieses 7” noch nicht ungleich 0 zu sein. Nun durchlaufe die 
Transformation S den ganzen Transformationsring (0), also die nach (10) 
zugehorige Matrix G,:,),,(,) eine irreduzible Darstellung von {(o0). Geht man 
dann von 7” zu der Transformation T’- M,,,)- S iiber, so tritt an die Stelle 
von (13) das Produkt 


(14) F;,ap) * Sitp),a(w) * Tigp,e - 

Die Annahme, daB {, ,,,)+ 0 ist, widerspricht daher der Gleichung (12), 
wenn die Matrix (14) bei geeigneter Wahl von S ungleich der Nullmatrix ist. 
Die drei Matrizen im Produkt (14) lassen sich auffassen als Matrizen je einer 
linearen Abbildung des Moduls m, in den Modul m,:,), bzw. von m,:,) in sich, 
bzw. von m,,) in m,. Da die erste und die letzte Matrix in (14) nicht die 
Nullmatrizen sind, existiert in m,,) ein Element m + 0, das als Bild eines 
Elementes aus m, bei der ersten Abbildung auftritt, und ein Element m’, 
das Urbild eines von 0 verschiedenen Elementes aus m, bei der dritten Ab- 
bildung ist. Zu zeigen ist also, daB in £ (0) mindestens ein S mit der Eigenschaft 
existiert, daB die zu G,,),4(,) gehdrige lineare Abbildung von m, ,) in sich 
das Element m auf m’ abbildet. Nun durchlaufen aber die G,,) ,.,) eine 
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irreduzible Darstellung des Transformationsringes £ (0) iiber dem Grundkérper K 
von o, und diese Darstellung ist zumindest einfachtransitiv, da sonst die 
Menge der Bilder des Elementes m aus dem Darstellungsmodul m,;,) von & (0) 
einen vom Nullmodul verschiedenen Darstellungsmodul von {(o) ergiben, 
der m’ nicht enthielte, also echter Untermodul von m,,) ware. Das wiirde 
aber mit der Irreduzibilitét der Darstellung nicht vereinbar sein. — 2. Viel 
einfacher ist zu zeigen, daB i,  -irreduzibles Ideal in o ist. Andernfalls miiBte 
i, Verbindung zweier Ideale a und 6 sein, deren Linge geringer ist als die 
Lange r von i,. Wegen 7;,; = 1 tritt m, in i,, also in mindestens einem der 
beiden Ideale a und b auf, etwa in dem Ideal a von der Lange / < r. Auch a 
ware eine Kombination m,.,) + -- - + ™,,,) und etwa u(q) = k. Dann diirften 
nach dem Kriterium in der 4 (q)-ten Spalte von H héchstens | Matrixelemente 
Ni,u(q) = 9 sein. Wegen u(q)=k sind aber in dieser Spalte die r Elemente 
M),k= °° * = Nar), = 1. 

Der damit bewiesene Satz 5 zeigt, daB die aus der Darstellung von &(o) 
durch die Matrizen { = ({,,) abgeleitete Matrix H =(y;,) in ihren Spalten 
die  -irreduziblen Ideale von 0 angibt. Ihre Zeilen zeigen deren Inklusionen. 
Wenn namlich i, < i,, liegt, wegen 4; ; = 1, der Modul m, in i,, also ist 4; ,, = 1.— 
Andererseits sei 7; ;, = 1, d.h., m, trete in der Darstellung von i, als Summe der 
m, mit 4;,= 1 auf. Da i, Ideal ist, folgt nach dem Kriterium, daB in der 
j-ten Spalte von H héchstens diejenigen ,; + 0 sein kénnen, fiir die 7», = 1 ist. 
Mit anderen Worten: Wenn 7; , = 1 ist, folgt, fiir alle i, aus y,;;=1,daB n,;,=1 
ist. Mit m, liegt also ganz i, in i,. Daher gilt 

Satz 6: Fiir den endlichen und distributiven Verband D der Ideale in © 
ist die in diesem Paragraphen aus einer Darstellung von &(o0) mittels einer 
maximalen Kette von Idealen in © abgeleitete Matrix H gerade eine der in § 1 
verbandstheoretisch eingefiihrten Matrizen, die die Halbordnungsrelation zwischen 
den verbindungsirreduziblen Elementen aus D beschreiben. 

Ohne Beweis sei bemerkt, daB die weiteren zu D nach § 1 gehérenden 
Matrizen aus den iibrigen maximalen Idealketten von o hervorgehen. 

Mit diesem Satze ist nicht nur die verbandstheoretische Struktur des Ver- 
bandes D der Ideale in 0 genauer als in BEHRENs [1], § 2, aufgeklirt, sondern 
man kann ihn auch zum Beweis des folgenden Satzes verwenden: 

Satz 7: Zu jedem vorgegebenen endlichen und distributiven Verband D der 
Liinge s und jedem vorgegebenen Kérper K existiert mindestens eine n.a. Al- 
gebra 0 vom Range s iiber K, die der ,, Voraussetzung iiber o‘‘ geniigt und deren 
Ideale einen zu D verbandstheoretisch isomorphen Verband bilden. 

Beweis: Der vorgegebene Verband 9 wird nach § 1 eindeutig festgelegt 
durch die Relationen zwischen seinen  -irreduziblen Elementen und diese 
wieder durch die s-reihige Matrix H =(7,,). Der Beweis von Satz 7 besteht 
auf Grund von Satz 6 in der Angabe einer solchen Algebra o iiber K und einer 
maximalen Idealkette in ihr, daB die zugehérige Darstellung von &(o) eben- 
falls zu der durch 9 vorgegebenen Matrix H fiihrt. — Die Basiselemente von 0 
seien b,, by, ..., b,. Ihre Produkte seien b,- b; = 6, n,, fir i, k=1,... , 8. Dem- 
nach bilden fir i=1,..., 8 die von b,, b,,..., b; erzeugten Moduln a; eine 
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maximale Kette von Idealen in 0. Im Sinne der Formel (10) dieses 
Paragraphen gehért beziiglich dieser Basis von 0 zur Multiplikation von o mit 
dem Element 5, von links, also zu L,,, die s-reihige Matrix in 


ny 
"ny 0 


(15) L, “> ; "5; ‘ 

0 

in der auBerhalb der Hauptdiagonale nur Nullen stehen. Ferner gilt fiir die 
Rechtsmultiplikation 


0---0 0 -++0 
(16) Ry, 44 i,45+1°°* Nie |> 
0 
in der nur in der j-ten Zeile von 0 verschiedene Elemente stehen. Aus (16) folgt 
(17) Ry, + +++ + b,<> H =(mji,). 


Die Ideale a; lassen sich durch a;=o E; mit bereits in &(o) liegenden idem- 
potenten linearen Traneformationen E, beschreiben, da man dazu oe E, 


folgendermafen rekursiv definieren kann: E,= M,+---+M, i=1,..., 8, 
mit M,=L,,..., M, = Ly, — mj My — +++ — ny-1 5 /M, panve = ya dive 8. 
Die ,,Voraussetzung iiber o* ist also erfiilt. Weil nun ‘1, “die L, und R,, fiir 
ee s den Transformationsring & (0) in der Algebra aller linearen Trans- 


formationen von 0 tiber K erzeugen, da andererseits in (15) und (16) héchstens 
solche Matrixelemente von 0 verschieden sind, die auch in der Matrix H un- 
gleich 0 sind, da ferner nach § 1, Satz [1], H® dieselbe Nullenverteilung wie H 
hat und weil schlieBlich (17) gilt, folgt, daB zu dieser Algebra 0 und ihrer 
obigen Idealkette als Matrix im Sinne von Satz 6 gerade die durch den Ver- 
band 9 vorgegebene Matrix H gehdért. 


§3 

In Benrens [1], § 3, Satz 6, wurde dafiir, daB die Algebra o ,,die Voraus- 
setzung iiber o“ erfiillt, als hinreichende Bedingung angegeben, daB o eine 
maximale Idealkette 0 = ay< a,<---<a,=o enthialt, unter deren Rest- 
klassenringen der Nullring nicht auftritt. Diese Bedingung ist damit aqui- 
valent, daB jedes Ideal in » idempotent ist, denn in diesem Falle ist ja a? 
=a,+0 (mod a,_,), und umgekehrt folgt daraus, daB im einfachen Rest- 
klassenring a; — a,_, nicht alle Produkte gleich 0 sind, daB zunichst a? = 
sein muB; daraus folgt aber die Idempotenz aller Ideale von 0, denn durch 
ein vorgegebenes Ideal laéBt sich stets eine Maximalkette legen, die nach dem 
Satze von JoRDAN und HOLDER ebenfalls keine Nullrestklassenringe enthalten 
kann. 

Jedes Ideal von © ist sicher dann idempotent, wenn das Radikal S(o) 
von Smiey [7] (siehe auch BEHRENS [2]}) gleich null ist, denn letzteres ist 
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damit gleichbedeutend, daB o direkte Summe einfacher Ringe mit Eins- 
elementen ist. Andererseits soll jetzt gezeigt werden, daB, falls 0 ein Eins- 
element 1 enthalt, S(o) = 0 auch notwendig fiir die Idempotenz aller Ideale 
in 0 ist. 

Wie in § 1, Satz 2 bewiesen, laBt sich der Idealverband 9 von 0 multi- 
plikativ dadurch in den Booleschen Verband S der Untermengen einer Menge 
M = {m,, ..., m,} einbetten, daB man in G die Multiplikation durch I’,= €,, 
l=1,...,8, definiert. Nach der Formel (9) am Ende von § 1 gilt dann bei 
der Einbettung m;- m, < i;- i,. Wenn alle Ideale in 0, insbesondere also auch 
die verbindungsirreduziblen Ideale a; idempotent sind, folgt daraus, daB 
m? — m, und andererseits m? das Bild eines Elementes aus 9 ist. Dies wiederum 
zieht nach sich, daB das Bild von 9 ganz Q ausfiillt. Falls 0 ein Einselement 1 
besitzt, ist daher das Ideal (1) =o gleichzeitig All- und Einselement von 9 und 
von seinem Bilde G. Nach der letzten Bemerkung in § 1 ist daher 9 ein 
multiplikativer Boolescher Verband mit a -b = a/\b. Hieraus folgt, da in dem 
Booleschen Verband 9 der Schnitt i; i,=—0 ist, daB D nicht nur die Ver- 
bindung der Ideale i; im verbandstheoretischen Sinne, sondern sogar die direkte 
Summe der Ideale i, im ringtheoretischen Sinne ist: 0 = i,@ ---@ i,. Jeder 
dieser Ringe besitzt ein Einselement und ist einfach, da ein Ideal im Ring i, 
auch ein Ideal in ganz 0 ist. Das ist aber, wie oben gezeigt, gleichbedeutend 
mit S(o) = 0. Die Uberlegungen dieses Paragraphen lassen sich zu folgendem 
Satz zusammenfassen : 


Satz 8: Voraussetzung: 0 enthalte ein Einselement. Behauptung: Die n. a. 
Algebra 0 besitzt dann und nur dann eine maximale Kette von Idealen ohne 
Nullrestklassenringe, wenn das Radikal S(o) von Smi.ey gleich 0 ist. S(o) = 0 
ist dquivalent damit, daB o direkte Summe einfacher Ringe mit Einselementen 
ist, sowie damit, daB jedes Ideal in © idempotent ist, und schlieBlich auch damit, 
daB der Verband der Ideale von 0 ein endlicher Boolescher Verband ist, in dem 
a-b=anb gilt. 

Die Voraussetzung in Satz 8, daB o ein Einselement besitzt, kann man 
nicht weglassen, denn auch jede der zum Beweis von Satz 7 behandelten 
Algebren besitzt maximale Idealketten ohne Nullrestklassenringe. 
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Uber isotherme Kurvenscharen vorgegebenen 
topologischen Verlaufes und ein zugehériges 
Extremalproblem der konformen Abbildung 
Von 
Upo Pret in Halle/Saale 


§ 1. Einleitung 


In der vorliegenden Arbeit wird das Problem behandelt, in einem ge- 
gebenen n-fach zusammenhingenden schlichten Bereich B, (Traiger) der 
w =(u + iv)-Ebene simtliche dort einheitlichen.bis auf endlich viele Sattel- 
punkte regularen isothermen Kurvenscharen aufzustellen, die aus endlich 
vielen Verbénden von geschlossenen Kurven (Wirbelverbinden) bestehen'). 
Dabei wird unter einer einheitlichen bis auf endlich viele Sattelpunkte regu- 
laren isothermen Kurvenschar eine solche verstanden, die von den Niveau- 
linien einer einzigen in B, durchweg harmonischen Funktion z(u,v) gebildet 
wird, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in B,, in héchstens endlich 
vielen Punkten, den Sattelpunkten, gleichzeitig verschwinden. x(u,v) braucht 
dabei in B, nicht eindeutig (in den Umgebungen der Sattelpunkte sogar nicht 
einmal lokal eindeutig) zu sein; jedoch sollen die verschiedenen Zweige von 
x(u,v) dieselbe Kurvenschar liefern. 

Die Behandlung des Problems zerfallt in zwei Teile: 

1. die Aufstellung simtlicher Méglichkeiten fiir die Lagen der Wirbel- 
verbinde (topologisches Problem) und 

2. die Realisierung aller topologischen Méglichkeiten durch isotherme 
Kurvenscharen (analytisches Problem). 

Da sich das topologische Problem hier leicht behandeln laBt, ist der Haupt- 
teil der Arbeit dem analytischen Problem gewidmet. Es wird durch Zuriick- 
fahrung auf das Extremalproblem?) gelést, das Produkt von vorgegebenen 
Potenzen der konformen Moduln der von den topologisch gegebenen Wirbel- 
verbinden bedeckten zweifach zusammenhingenden Flachenstreifen*) még- 
lichst groB zu machen. Dabei tritt es ein, daB sich im Extremalfall einige 
solcher Wirbelverbande auf je eine Linie (Spur) reduzieren (Verschwindungs- 
fall), wenn die Durchmesser und gegenseitigen Abstande der Randkomponenten 


1) Auf das allgemeinere Problem, auf einem beliebigen Riemannschen Flachenstiick 
als Trager simtliche isothermen Kurvenscharen vorgegebenen topologischen Verlaufes 
aufzustellen, welches das hier behandelte enthalt, hat bereits H. Grorzscu [2] hinge- 
Wwiesen. 

2) Die genaue Formulierung findet sich am Ende von § 2. 

*) Darunter wird das Radienverhaltnis > 1 eines dem Flachenstreifen konform aqui- 
valenten konzentrischen Kreisringes verstanden. Fiir den Fall, daB der Flachenstreifen 
eine punktférmige Randkomponente hat, vgl. § 2. 
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92 Upo Pit: 
von B, gewisse Grenzen iiber- bzw. unterschreiten. La®t man _ diese 
Verschwindungsfille auch zu, so kann man jede topologische Méglichkeit 
auch isotherm realisieren, und zwar sogar auf unendlich viele verschiedene 
Weisen, indem man die isothermen Kurvenscharen noch gewissen Vorgaben 
anpassen kann. 

Stellt man namlich eine solche isotherme Kurvenschar mit Hilfe der 
Potentialfunktion x(u,v) in der Form x= const. dar und bedeutet y eine } 
der zu x konjugierten Potentialfunktionen, so ist das Bogenelement ds = |dx + 
+ idy| in B, im groBen eindeutig und erzeugt in B, eine im kleinen euklidische 
Metrik. In dieser Metrik kann nun fiir jeden nicht verschwindenden Wirbel- : 
verband W,, die Linge 22 «,> 0 der ihn bildenden geschlossenen Kurven 
noch beliebig vorgegeben und fiir die Langen der Spuren der verschwindenden 
W,, eine untere Grenze 2 2 «, => 0 vorgeschrieben werden, wobei der genaue 
Wert einer jeden Lange dieser Spuren sich dann von selbst bestimmt. Die 
von den W,, bedeckten zweifach zusammenhingenden Flachenstreifen F,, er- 
teilen dann dem Potenzprodukt TT M% 


a. oe olCUe OU 


der konformen Moduln M, der F,, einen méglichst groBen Wert. Dabei hat 
man sich den konformen Modul durch einen konformen Radius ersetzt zu 
denken, falls die entsprechende Randkomponente von B,, punktférmig ist. 

Sind simtliche Randkomponenten von B, punktférmig, so laBt sich die 
analytische Natur der komplexen Funktion z+ iy angeben, und im Falle 
n = 3 kann sogar die Lage der Sattelpunkte der isothermen Kurvenschar be- 
stimmt und damit auch x + iy explizit berechnet werden. 

Die Behandlung einer Reihe von Spezialfallen liegt bereits vor. Sie zeichnen 
sich dadurch aus, daB bei ihnen nur eine topologische Méglichkeit fiir die 
Lage der Wirbelverbinde in B,, besteht, sofern man von einem einfachen Fall der 
auf ein elliptisches Integral erster Gattung fiihrt und bei H. Wrrricn [1,2] behan- 
delt wird, absieht. Genauere diesbeziigliche Literaturverweise finden sichin § 10. 

Die zur Lésung des Extremalproblems benutzten Methoden sind die vor- 
nehmlich von H. Groérzscu entwickelte bekannte Flachenstreifenmethode und 
eine von ihm wiederholt verwendete Methode der Konstruktion Riemannscher 
Mannigfaltigkeiten*). Diese besteht darin, daB man gewisse dem Problem 
angemessene Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstruiert, bei denen die Lé- 
sung des entsprechenden Extremalproblems leicht angegeben werden kann, 
und dann mit Hilfe der von P. KorBe begriindeten Kontinuitatsmethode 
nachweist, daB diese ein vollstaéndiges System von Normalformen bilden. 
Diese Methode kann bei allen konform invarianten Problemen fir solche Be- 
reiche, die von endlich vielen konformen Moduln abhiangen, und nur dort 
angewandt werden, insbesondere also bei dem obengenannten und dessen 
Ubertragungen auf ein- und zweiseitige Flichen endlichen Geschlechtes mit 
endlich vielen Randkomponenten (vgl. § 10). 

Die vorliegende Arbeit stellt eine Weiterfiihrung der Dissertation des Ver- € 
fassers dar, setzt aber deren Kenntnis nicht voraus. 

*) H. Groérzscu [1, 3]. 
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§ 2. Behandlung des topologischen Problems und Formulierung des 
Extremalproblems 


Es sei B, ein von n= 3 Vollkreisen k,, y= 1,...,n, begrenzter n-fach 
zusammenhangender schlichter Bereich®) der w-Ebene, der folgendermaBen 
normiert ist: 


k,: jwo| =r, > 1, ky: |wl|=re<1, ky: |w— 1|=1r,< Min(r,— 1,1 —1,). 


In B, werden 2n — 3 zweifach zusammenhingende Flachenstreifen F,, 


wm d,..., 2n — 3, schlicht untergebracht, die einander nicht iiberlappen 
und folgende topologische Lage haben: 
Der Flachenstreifen F,, »=1,...,m, trennt den Randkreis k, von den 


iibrigen n — 1 anderen Randkreisen von B, ab. Im Falle eines punktférmigen 
k, soll dabei F,, diesen als seine eine Randkomponente haben, so daB F, auch 
als ein einfach zusammenhangendes Gebiet mit dem ausgezeichneten inneren 
Punkt k, aufgefaBt werden kann. Von den restlichen F,, , 6), 4 = 1,..., »—3, 
trennt jeder je zwei zueinander komplementare Systeme von m, und n — m,, 
2 < m, < n — 2, Randkreisen voneinander, und zwar sollen bei verschiedenen u 
die entsprechenden komplementaren Systeme verschieden sein. Im folgenden 
werden die F,, y=1,..., n, als Randstreifen und die F,,,,,, ~#=1,..., n—3, 
als Zwischenstreifen bezeichnet. 

Durch die bisherigen Angaben ist die topologische Lage der Zwischen- 
streifen noch nicht genau festgelegt; es ergibt sich vielmehr durch vollstindige 
Induktion, daB man zu p < n — 3 bereits vorhandenen (geniigend schmalen) 
Zwischenstreifen in B, genau n — 3 — p weitere so unterbringen kann, dab 
die dann vorhandenen n — 3 Zwischenstreifen einander nicht iiberlappen und 
paarweise verschiedene Systeme von Randkreisen voneinander trennen. 

1. Fir n = 3 ist die Behauptung offenbar richtig. 

2. Angenommen, die Behauptung ist bereits fiir alle n < no, my = 3, be- 
wiesen. Es kann zunichst ohne Einschrinkung der Allgemeinheit angenommen 
werden, daB in B, ,, wenigstens ein Zwischenstreifen F,, vorhanden ist, da 
man andernfalls nur um irgend zwei der Randkreise einen solchen zu legen 
braucht. Durch F,, wird B,,,, in drei Teile B),, By und F,, zerlegt, wobei 
die beiden ersten Bereiche den Zusammenhang n’, 3< n’< np, bzw. n”, 
3< n'’< no, haben mit n’+ n= n,+ 3. Mithin sind B;, und B,’. Bereiche, 
fiir die die Behauptung bereits bewiesen ist. Daher kann man zu den in B;,, 
und B;’. schon vorhandenen Zwischenstreifen’) jeweils genau soviel weitere 
einander nicht iiberlappende topologisch gesehen verschiedene Zwischen- 
streifen hinzufiigen, daB in Bj, genau n’— 3 und in B;. genau n” — 3 liegen. 
Somit erhailt man zusammen mit Fy in B,,,, 


n’—-3+n"—-3+1l=n+1-3 


5) Unter einem Gebiet wird eine offene zusammenhingende Punktmenge und unter 
einem Bereich die abgeschlossene Hiille eines Gebietes verstanden. 

*) Diese treten natiirlich nur in den Fallen n > 4 auf. 

7) Eventuell sind in einem oder beiden Bereichen noch gar keine Zwischenstreifen 
vorhanden. 


7* 
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Zwischenstreifen, womit die Behauptung fiir n,+ 1 und damit allgemein be- 
wiesen ist. 

Durch Angabe von n — 3 Zwischenstreifen ist jeder Bereich B,, mit einer 
topologischen Struktur versehen®). Zwei n-fach zusammenhangende Bereiche 
haben dabei die gleiche topologische Struktur, wenn sich ihre n — 3 Zwischen- 
streifen so einander zuordnen lassen, daB einander zugeordnete Zwischen- 
streifen in beiden Bereichen die gleichen Systeme von Randkreisen trennen. 

Bei Vorgabe einer topologischen Struktur in einem festen mit einer Nume- 
rierung der Randkreise versehenen Bereich B, ist jedoch die topologischeLage der 
Zwischenstreifen in ihm noch nicht eindeutig bestimmt. Man kann vielmehr jede 
topologische Struktur auf unendlich viele topologisch verschiedene Weisen rea- 
lisieren*). Daher wird noch der Begriff der topologischen Klasse eingefihrt. 

Definition. Zwei Bereiche B, und B;, gehéren genau dann zur gleichen 
topologischen Klasse, wenn sie gleiche topologische Struktur besitzen, Rand- 
kreise gleicher Nummer kongruent Jiegen und sich simtliche Zwischenstreifen 
von B,, innerhalb von B,, stetig in die von Bj, deformieren lassen. 

Im folgenden sollen zwei normierte Kreisbereiche genau dann als gleich 
gelten, wenn sie zur gleichen topologischen Klasse gehéren. 

Fir die F, werden dabei noch die folgenden Grenzlagen zugelassen: Ein 
Randstreifen von B, darf sich auf die entsprechende Randkomponente redu- 
zieren und ein Zwischenstreifen auf eine Linie, in die er sich innerhalb des 
(festen) Bereiches B,, stetig deformieren laBt und die der topologischen Klasse 
von B, entsprechend zu durchlaufen ist. 

Jedem F,,, x = 1,..., 2 — 3, werden jetzt zwei nicht negative Zahlen «, 
und M,, zugeordnet, wobei die Summe der «, gleich 1 ist und die M,, die 
folgende Bedeutung haben: 

Fir x = 1,...,n ist M,, der konforme Modul von F,, wenn sich weder F,, 
auf k, reduziert noch k, punktférmig ist, 

der Wert 1, wenn sich F, auf k, reduziert und k, nicht punktférmig ist, 

der konforme Radius von F, Vk, in bezug auf k,, wenn sich F,, nicht auf k,, 
reduziert, aber k,, punktférmig ist, 

der Wert 0, wenn sich F,, auf k, reduziert und k, punktférmig ist. 

Fir x=n+1,...,2n-— 3 ist M,, der konforme Modul von F,, wenn sich 
F,, nicht auf eine Linie reduziert, 
der Wert 1, wenn sich F,, auf eine Linie reduziert. 

Mit diesen GréBen wird das Modulpotenzprodukt 


2n-3 2 2n—3 
(1) M (a, ---+ Gans) = IT M," (5-1) 
gebildet!*) und das folgende Eztremalproblem gestellt. 


*) Das kommt natiirlich wieder nur fiir n > 4 in Betracht. 

*) Um dies einzusehen, braucht man nur einen der Randkreise k,, v = 4,..., 7, 
eine gewisse Anzahl von Malen um andere herumzufiihren und dabei die Zwischenstreifen 
stetig mitzudeformieren. Kommt dieser Randkreis wieder in seine Ausgangslage zuriick, 
so haben im allgemeinen gewisse Zwischenstreifen eine andere topologische Lage in B,. 


1°) Im Falle a, = 0 soll uo 1 auch gelten, wenn M,, = 0 ist. 
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Bei festem Bereich B, und festen «, werden solche F,, gesucht, fiir die (1) 
einen méglichst groBen Wert annimmt. Zur Konkurrenz sind dabei alle F, 
zugelassen, fiir die B, zu derselben topologischen Klasse gehért. 

Wie sich herausstellen wird, gibt es in jedem B,, zu jeder. topologischen 
Klasse genau ein solches System maximaler F,, von denen sich allerdings in 
vielen Fallen einige auf eine Linie oder eine punktférmige Randkomponente 
reduzieren (letzteres genau dann, wenn das betreffende «, Null ist). Diese 
Fille sollen Verschwindungsfalle heiBen. Die maximalen F,, haben die Eigen- 
schaft, zusammen mit ihren Randpunkten den Bereich B,, vollstindig zu be- 
decken. Sie stoBen auBerdem sogar lings endlich vieler analytischer Bégen 
aneinander, die das singulare Netz einer in B,, einheitlichen isothermen Kurven- 
schar bilden, welche sich aus den Modullinien™) der F,, zusammensetzt, also 
aus endlich vielen Wirbelverbainden besteht. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB im Falle eines punktférmigen 4, 
das entsprechende maximale F, nicht verschwinden kann, wenn «, > 0 ist. 
Wiirde namlich in diesem Fall F, verschwinden, so hitte (1) unabhingig von 
der Gestalt der tibrigen F,,x + », den Wert 0. Fiir ein System von F,s, 
von denen keins verschwindet — ein solches laéBt sich stets leicht angeben —, 
ist aber (1) positiv. Daher wird der Fall, daB bei punktférmigem k, und 
positivem «, der Streifen F, verschwindet, gar nicht erst betrachtet. Dann 
kann man aber von dem Modulpotenzprodukt (1) zu der Linearkombination 


log M(a,,..-.%,—;) 7%>* , log M, 3) 2n—3 
(2) - i a a + «a e- te = 1) 
~~ 1 ~~ 1 


x x = 


der ModulgréBen =gS« iibergehen und die Forderung stellen, (2) zum Maxi- 


mum zu machen. 

Zur Lésung des Problems werden gewisse, dem Problem angemessene 
Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstruiert, fiir die die Lésung des ent- 
sprechenden Extremalproblems explizit angegeben werden kann. Da die 
Maximaleinteilung in die F, invariant gegeniiber konformer Abbildung ist, 
ist damit das Problem auch fiir beliebige n-fach zusammenhingende schlicht- 
artige Bereiche bzw. allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeiten gelést, so- 
bald die eben genannten zu konstruierenden Mannigfaltigkeiten ein voll- 
staindiges System von Normalbereichen bilden. 


§ 3. Konstruktion der Riemannschen Mannigfaltigkeiten und Beweis der 
Extremaleigenschaft fiir den Fall linienhafter Rinder und «, > 0 


Es wird zunichst der Fall behandelt, daB alle «, positiv sind und keine 
Randkomponente punktférmig ist. 

Die Riemannschen Mannigfaltigkeiten werden dann aus 2 — 3 Recht- 
ecken R,, der z-Ebene aufgebaut, die die Langen «,logM, und die Breiten 
mr, * Das sind die Kurven, die bei einer schlichten konformen Abbildung von F,, auf 
einen konzentrischen Kreisring r < |{| < R den Kreisen | = const. entsprechen. 


12) Sind «, und M,, gleichzeitig Null, so wird der entsprechende Term in der Summe 
Null gesetzt. 
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224, haben. Jedes dieser Rechtecke R, wird zunichst durch kongruente 
Verheftung der Seiten der Linge «,logM, zu einer zweifach zusammen- 


haingenden Mannigfaltigkeit mit der ModulgréBe El gemacht, die wieder 


a 

mit R, und deren Randlinien mit y, und y;, bezeichnet werden. Die y,, x = 1, 
2,3, 2(v—2),»=—4,...,n, bilden die n Randlinien der zu konstruierenden Riemann- 
schen Mannigfaltigkeit R, wihrend lings der iibrigen y, und der y}, die R, 
untereinander verheftet werden. 
Diese Verheftung wird durch voll- 
qr “eS stiindige Induktion erklart. 
qa - a I. n=3. Es werden zwei Fille 
“i \. unterschieden : 
a \ a) Die Summe je zweier der 
B\ve- DXS Wee a, ist groBer als das dritte «, 
“4 AA Ko. w (Dreiecksfall). 

‘ Y 2x b) Eins der drei «, ist nicht 
7 £ kleiner als die Summe der beiden 

B 


z — Ebene 





anderen «,,(Selbstverheftungsfall) 

Im Falle a) werden y;, und 

73 y., langs einer Strecke der Linge 

Fig. 1 Ly, = T(x, + Se, — %,) kongruent 

miteinander verheftet, wobei x,. 

He, X%, die drei geraden Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 durchlaufen (vgl. hier- 

zu Fig. 1). Im Falle b) sei a, > a, + a. Dann werden y| und y, mit y3 kon- 

gruent so verheftet, daB sie auf y3; zwei getrennt liegende Strecken der 

Lange 2(a,— %, — a) freilassen, die kongruent aufeinander bezogen werden 
(s. Fig. 2, 3). 

Die Gesamtheit dieser Mannigfaltigkeiten bildet bei festen a, noch kein 
vollstandiges System dreifach zusammenhingender Normalbereiche. Im 
Falle a) kann namlich irgendeins der drei Rechtecke, etwa R,,, auf die Seite y;, 
zusammenschrumpfen, so daB log M, = 0 wird. Bleiben dabei log M,, und 
log M,, positiv, so entsteht in der Grenze eine von drei Linien begrenzte drei- 
fach zusammenhangende Mannigfaltigkeit ( Verschwindungsfall). Entsprechend 
kénnen im Fall b), wenn a, + a < a, ist, R, und R, einzeln oder gleichzeitig 
auf eine Seite (y, bzw. y;) zusammenschrumpfen, und wenn a, + a» = a; ist. 
kann jedes der beiden Rechtecke R,, R, einzeln auf die entsprechende Seite 
zusammenschrumpfen. Bleibt dabei log M, positiv, so entstehen wiederum 
von drei Linien begrenzte dreifach zusammenhingende Mannigfaltigkeiten. 
Schrumpft dagegen im Falle b) R, auf eine Linie zusammen, so zerfallt die 
Mannigfaltigkeit in der Grenze in zwei Teile. Um nun simtliche fiir die festen 
Werte af, a3, «3 bendtigten Mannigfaltigkeiten zu erhalten, werden zu den 
bereits konstruierten noch die Verschwindungsfille fiir die folgenden Werte 
der x, mit hinzugenommen, soweit sie dreifach zusammenhingende Mannig- 
faltigkeiten darstellen: Im Falle a) 














Oe, S Om, Oe, = Oe, ee, = ae,; log M,, = 0, log M,,> 0, logM,,> 0, 
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WO %;, %g, %, wieder die drei geraden Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 durch- 


laufen, und im Falle b) 


1. a Say, Sas, a= af; 
= Gs, Ls = € 


3. a, = af, Ot, > as, Os = O35 


2. a, jap, O 


log M, = 0, log M, = 0, log M, > 0") 
log M, = 0, log M, > 0, log M,> 0 
log M, > 0, log M, = 0, log M,> 0"). 


Diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten werden durch das Bogenelement 


ds = \dz| im kleinen euklidisch ausgemessen. Dabei werden die beiden Punkte, 


in denen im Fall a) die drei 
Rechtecke aneinanderstoBen, 
falls nicht ein Verschwindungs- 
fall vorliegt, zu sog. Kegelpunk- 
ten der Offnung 3 x. Im Fall b) 
sind dies die beiden Endpunkte 
der  Selbstverheftungsstrecke 
von 73, falls a, + a,< a ist 
und nicht ein Verschwindungs- 
fall vorliegt. Im Fall «, + a= a, 
fallen diese beiden Punkte in 
einen Kegelpunkt der Offnung 
42 zusammen. 

II. Jetzt wird angenommen, 
daB fiir alle n= ny, n»>3, und 
alle in Betracht kommenden 
a, > 0 bereits bekannt ist, wie 
die entsprechenden Riemann- 
schenMannigfaltigkeiten zu kon- 
struieren sind. 

Um zu den Mannigfaltigkei- 
ten fiir nm) + 1 zu kommen, wird 
B,,,., durch den Zwischenstrei- 
fen F,,,-, in drei Teile B’, B” 
und F,,,-, zerlegt. B’ und B”’ 
haben den Zusammenhang 7’, 
3<n'< Np, baw. n”, 35 n”" < ng, 
n'+ n" =m,+ 3. Daher sind 
nach Induktionsvoraussetzung 
die Konstruktionen der B’ 


und B” entsprechenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten R’ und X’’ bereits 
bekannt. Die den an F,,,., anstoBenden Randlinien von B’ und B” ent- 
sprechenden Randlinien von ®’ und &” erhalten dabei die gleiche Lange 
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183) Das kommt nur im Fall «,+ «, < «, in Betracht. 


4) Fiir den Fall a) ergibt sich hieraus, daB die Summe zweier «, stets gréBer als das 
dritte «, sein muB, wahrend im Falle b) bei 1. «, + a, < af, bei 2. a, < af + af und bei 


3. a, <a¥ + af sein muB. 


a; log M; 


y% 
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2% Gn,-;- Diese beiden Linien werden jetzt kongruent miteinander ver- 
heftet, so daB die beiden an sic anstoBenden Rechtecke von R’ und R” einem 
einzigen randerbezogenen Rechteck R,,,_, der Lange a,,,-, log M;,,-, und 
der Breite 2 2 a,,,- , 4quivalent sind und eine einzige (n)+ 1)-fach zusammen- 
hangende Riemannsche Mannigfaltigkeit R entsteht. 

Auf jeder der beiden Seiten y,,,_, und yj,,; von R,,,, kann zuvor je 
ein Kegelpunkt ausgezeichnet und die Verheftung der beiden genannten Recht- 
ecke von ®’ und R” zu R,,,, dann so eingerichtet werden, daB der Abstand 
des auf y2,,,-, ausgezeichneten Kegelpunktes von der Orthogonalprojektion"*) 
des auf y},,; ausgezeichneten auf der in einer bestimmten Richtung durch- 
laufenen Linie y,,,-, einen mod. 2 7 a,,,, zu nehmenden vorgegebenen Wert 
Yn,—2 hat. So ist der Aufbau der Riemannschen Mannigfaltigkeiten auch fiir 
n y+ 1 und damit allgemein erklart. 

Im folgenden werden die Rechtecke von %, welche eine Randlinie von R 
als Seite haben, Randrechtecke und die anderen Zwischenrechtecke genannt"*). 

Um nun wieder zu allen benétigten Mannigfaltigkeiten fiir die festen Werte 
a®.x=1,..., 2 n — 3, zu kommen, werden zu den bisher konstruierten noch 
die Verschwindungsfille fiir die folgenden Werte der «, hinzugefiigt, soweit 
sie n-fach zusammenhiangende Mannigfaltigkeiten darstellen: 


Ot, 2 Oy,» log M, = 0 fir p=1,...,n’, 

ty, = i, log M,, > 0 fir p=n'+1,..., 2n — 3, 
wobei die x, alle Permutationen der Zahlen 1,.. . , 2n — 3 und n’ die Werte 
Fat 2 n — 4 durchlaufen. 


Die Spuren verschwundener Zwischenrechtecke R,, kénnen dabei beliebig 
groBe Langen 2 2 a, > 22% haben. Da dann bei festen «* gewisse Mannig- 
faltigkeiten mit verschiedenen Werten von 2 2 x, einander gleich sind, wenn 
man die Strecken der Spuren der verschwundenen R,,, die untereinander ver- 
heftet sind, zusammen nur einmal zahlt, wird noch die folgende Festsetzung 
getroffen : 

Ist das Zwischenrechteck R,, verschwunden, so wird dessen Spur so 
durchlaufen, wie es einer Durchlaufung der Modullinien!’?) von nicht ver- 
schwundenen R, in einer bestimmten Richtung entspricht, deren Grenzlage 
die betrachtete Spur ist (orientierte Spur). Auf der orientierten Spur, welche 
bei einer einmaligen Durchlaufung die Linge 22 «, hat, wird eine in der 
Durchlaufungsrichtung positiv zu zahlende Bogenlinge y,_,,, eingefiihrt. 
die mod. 22a, gerechnet wird und mit deren Hilfe die gegenseitige Lage 
der Kegelpunkte auf dieser Spur festgelegt wird. 

18) Orthogonal zu Yan, —1- 

*) Fir x = 1, 2,3, 2(v — 2), » = 4,...,n sind dann die R, Randrechtecke und fiir 
x=2n4+3,4=1,...,n—3 Zwischenrechtecke. 

17) Das ist eine (ideal) geschlossene in der zweifach zusammenhingenden Mannig- 
faltigkeit R, gelegene zu y,, parallele Strecke bzw., falls R,, verschwunden ist, die ent- 
sprechend (gegebenenfalls teilweise mehrfach) durchlaufene Spur von R,,. 
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Sind nun zwei Mannigfaltigkeiten ohne Beriicksichtigung der Durch- 
laufung einer solchen Spur einander gleich, unterscheiden sie sich aber in der 
Art (nicht Richtung) der Durchlaufung und damit entweder in der Linge 
dieser Spur oder in der gegenseitigen Lage der Kegelpunkte auf ihr oder in 
beidem, so werden diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten als verschieden 
angesehen!®). 

Alle diese Mannigfaltigkeiten werden durch das Bogenelement ds = |dz! 
ausgemessen, wodurch sie zu einer singularitétenbehafteten im kleinen euklidi- 
schen Raumform’) mit 2 — 4 Kegelpunkten der Offnung 32 werden®®), 
von denen auch einige (evtl. alle) zusammenfallen kénnen. Dabei ergeben 
q zusammenfallende Kegelpunkte der Offnung 32 einen Kegelpunkt der 
Offnung (q + 2) 2. 

Fiir diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten R gilt nun die wichtige 
Extremaleigenschaft: 

Bringt man in R geméB §2 die 2n —3 Fliichenstreifen F,,x=1,.... 
2n — 3, so unter, daB sich innerhalb von R jedes F,, in das R,, mit gleichem 
Index stetig deformieren laBt, so nimmt das Modulpotenzprodukt der F,, oder. 
was auf dasselbe hinauskommt, die Linearkombination (2) von § 2 der Modul- 
gréBen der F,, den gréBten Wert genau dann an, wenn jedes der F,, mit dem ent- 
sprechenden R,, zusammenfallt. 

Der Beweis dieser Extremaleigenschaft wird mit der Flachenstreifen- 
methode erbracht, fiir deren Anwendung der folgende Hilfssatz benétigt wird: 

Hilfssatz 1. Es sei A, eine stetige rektifizierbare in R gelegene geschlossene 
Linie, die zu einer Modullinie m,, von R, homotop ist™). Dann ist die Lénge 
von A, mindestens 2x4,, und nur dann =224,, wenn 4, eine Modullinie 
von R,, ist. 

Zum Beweis sei zunichst bemerkt, daB es geniigt, den Hilfssatz fiir den 
Fall zu beweisen, daB A, ein Polygon mit endlich vielen Ecken ist; denn 
anderenfalls kann man A, durch einen einbeschriebenen homotopen Polygon- 
zug von kleinerer Lange ersetzen. Weiter werden zwei Fille unterschieden: 

I. m,, ist Modullinie eines Randrechteckes, 

II. m,, ist Modullinie eines Zwischenrechteckes. 

Im Falle I. wird zunichst ein weiterer Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 2. Jeder der beiden Teile [, und &,, in die eine orthogonale 
Trajektorie t, der Modullinien von R, die von der Randlinie y, ausgeht und nach 
y, zurtickkehrt, R zerlegt, ist mindestens zweifach zusammenhiingend, hat also 
wenigstens eine von y, verschiedene Randlinie von R als Randlinie. 

Der Hilfssatz 2 bezieht sich nur auf solche Mannigfaltigkeiten, in denen es 
eine solche orthogonale Trajektorie t, gibt, und wird fiir diese durch voll- 
standige Induktion bewiesen. 

8) Sie stellen nimlich Grenzlagen verschiedener topologischer Klassen dar. 

1%) Es handelt sich hier nicht um eine Raumform im Sinne von Koebe [3], da das 
Unendlichkeitspostulat nicht erfiillt ist. .Jedoch kann man die im Text betrachteten 
Raumformen als echte Teile einer Raumform im Koebeschen Sinne auffassen. 
2°) Wenn kein Verschwindungsfall von Randrechtecken vorliegt. 

1) Das heiBt, 2, la8t sich innerhalb von % in m,, deformieren. 
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1. Im Falle n = 3 gibt es solche orthogonalen Trajektorien gena“ dann, 
wenn y;, eine Selbstverheftung erfahrt. Aus Fig. 2 bzw. 3 ist hier unmittelbar 
die Richtigkeit der Behauptung zu erkennen. 

2. Angenommen, die Behauptung ist bereits fiir alle n < no, no = 3, be- 
wiesen. Ist dann ® eine Mannigfaltigkeit fiir n»+ 1, so werden zwei Fille 
unterschieden : 

a) ¢, enthalt nur Punkte von R,. Dann trennt t, die beiden unmittelbar 
an R,, anstoBenden Rechtecke R, und R,-, und &, enthalt alle durch R,, 
von R,, getrennten und &, alle durch R,, von R,, getrennten Rechtecke von %, 
womit die Behauptung im Falle a) bereits bewiesen ist. 

b) t, durchquert wenigstens ein Rechteck R,,, das von R, verschieden ist. 
Jede Modullinie m, von R, zerlegt t, sowie jede der beiden Teilmannig- 
faltigkeiten £, und ©, in endlich viele Teile, da t, als eine von y, ausgehende 
und dorthin zuriickkehrende orthogonale Trajektorie R,, nur endlich viele 
Male durchqueren und daher nur endlich viele Schnittpunkte mit m, haben 
kann. Jeder dieser Teile liegt ganz auf einer Seite von m,,. Einer von ihnen — 
etwa tT, &, — wird nur von einem Bogen #, von t, und einem Bogen f,; von 
m, begrenzt und haingt mit dem Rest von {, nur lings des Bogens f} zu- 
sammen. Denkt man sich R durch m, in zwei Mannigfaltigkeiten R’ und R” 
niedrigeren Zusammenhanges zerschnitten, so ist £, ganz in der einen von 
beiden — etwa R’ — enthalten und stellt eine von der Randlinie m, von %’ 
ausgehende und dorthin zuriickkehrende orthogonale Trajektorie der Modul- 
linien von %’ dar. Daher zerlegt 8, nach Induktionsvoraussetzung ’ in zwei 
mindestens je zweifach zusammenhangende Teile, so daB also t, und damit 
auch &, mindestens zweifach zusammenhangend sind. Ebenso kann man 
auch fiir {, schlieBen, womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Jetzt kann der Hilfssatz 1 fiir den Fall I bewiesen werden. Zu diesem 
Zweck wird die Schar der orthogonalen Trajektorien der Modullinien von R 
betrachtet, die von y, ausgehen. Die Fortsetzungen des von y, nach y; 
durchlaufenen Streifens R, kénnen sich weder ganz noch teilweise tiberdecken 
und werden héchstens endlich viele Male (an den Kegelpunkten) zerspalten. 
Jeder solche auf diese Weise entstehende Teilstreifen kann jedes der Zwischen- 
rechtecke von R nur endlich viele Male durchqueren, da diese endlichen 
Flacheninhalt haben. Daraus folgt, daB alle von y, ausgehenden orthogonalen 
Trajektorien der Modullinien bis auf endlich viele, die in den Kegelpunkten 
enden, auf einer Randlinie von R enden miissen. 

Nun muB das Polygon 4, jede von y, ausgehende orthogonale Trajektorie 
der Modullinien, die auf einer anderen Randlinie von R endet, mindestens 
einmal schneiden, da es sonst nicht y, von dieser trennen wiirde. Eine von y, 
ausgehende und dorthin zuriickkehrende orthogonale Trajektorie ¢, mu8B aber 
von 4, mindestens zweimal geschnitten werden. Denn t, zerlegt nach Hilfs- 
satz 2 R in zwei Teile {, und {,, von denen jeder eine von y, verschiedene 
Randlinie von R enthalt und damit auch eine y, mit einer anderen Randlinie 
verbindende Kurve. Jede solche Kurve muB aber von /, geschnitten werden, so 
daB /, inf, und in f, eintritt und somit als geschlossene Linie die Trennungslinie 
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é, von £, und &, mindestens zweimal schneiden muB. Daher kann man y, 
als euklidische Orthogonalprojektion von A, oder einem Teil von A, auf die y, 
enthaltende Gerade auffassen. Infolgedessen kann 4, nicht linger als y, sein, 
und es ist nur dann ebenso lang wie y,, wenn es simtliche von y, ausgehenden 
orthogonalen Trajektorien senkrecht schneidet und keine anderen ortho- 
gonalen Trajektorien von R iiberquert. Das ist nur méglich, wenn /, ganz 
in R,, verlauft und eine Modullinie ist. 

II. Es werden zwei Unterfille betrachtet : 

a) A, tiberquert eine der beiden Seiten y, oder y‘, von R, nicht. Zerlegt 
man dann die Riemannsche Mannigfaltigkeit durch die nicht tiberquerte 
Seite in zwei Teilmannigfaltigkeiten, so verliuft 4, ganz in der einen von 
ihnen. Fiir diese liegt dann der Fall I. vor, in dem die Behauptung bereits 
bewiesen ist. 

b) 4, tiberquert sowohl y, als auch y',, mithin auch jede Modullinie m, 
von R,, und zwar eine gerade Anzahl von Malen, da A, und m, geschlossen 
sind (A, ist also insbesondere keine Modullinie). Da sich 4, innerhalb von R 
stetig so deformieren laBt, daB es keine Schnittpunkte mehr mit m, hat, 
kann man die Schnittpunkte von m, und A, so zu Paaren zusammenfassen, 
daB je einer der beiden Teile von A, und m,, in die ein solches Punktepaar A, 
und m,, zerlegt, zusammen ein einfach zusammenhiangendes Teilgebiet von R 
begrenzen. Eins dieser Punktepaare liegt dabei auf 4, benachbart. Es werde 
mit P, P’ bezeichnet. Die beiden Teile, in die es 4, und m, zerlegt, seien t,, 
t, undt,,, t),, wobei die Bezeichnung so gewahlt sein soll, da8 t, undt,,, zusammen 
ein einfach zusammenhingendes Teilgebiet von R begrenzen. Die beiden ge- 
schlossenen Linien t,t), und t; \Vt,, sind dann beide zu m, homotop. Da P 
und P’ auf i, benachbart sind, liegt einer der beiden Teile t,, t; ganz auf einer 
Seite von m,. Zerschneidet man die Mannigfaltigkeit R durch m, in zwei 
Teile, so liegt die eine der beiden Linien t, 't;,, t, Ut,, — etwa die erste — 
ganz in einem dieser beiden Teile. Sie ist daher nach Fall I. linger als m,, 
woraus folgt, daB t, linger als t,, und mithin /, langer als t; _ t,, ist. Wendet 
man auf das zu m, homotope Polygon t; t,, denselben Gedankengang noch- 
mals an und so fort, so kommt man nach endlich vielen Schritten zu einem 
zu m, homotopen Polygon, das kiirzer als /, ist und m, nicht mehr tiberquert 
und daher nach Fall a) nicht kiirzer als m,, ist. 

Da sich alle Schliisse auch in den Verschwindungsfillen durchfiihren 
lassen, ist damit der Hilfssatz 1 bewiesen. 

Nun kann die Extremaleigenschaft der Riemannschen Mannigfaltigkeiten 
leicht bewiesen werden. 

Es seien F,L,x=1,...,2n—3, 2n—3 zweifach zusammenhingende 
Flachenstreifen derart, daB sich F, innerhalb von & stetig in %, tiberfithren laBt 
und folglich jede Modullinie von F;, zu den Modullinien von R, homotop ist. 


Die ModulgréBe von F', sei as und der in der Metrik ds = |dz| gemessene 
Flacheninhalt von F’, sei J',. Bezeichnet man ferner mit 1, die untere Grenze 


der Langen der Modullinien von F’,, so gilt nach der Fundamentalungleichung 
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der Flachenstreifenmethode 
(1) ree, 
und das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn jede Modullinie von F; 
die Linge 1, hat. Beachtet man, daB nach Hilfssatz 1 1, > 22, sein muB 
und der Flacheninhalt aller F;, zusammen nicht gréBer sein kann ais der 
Flacheninhalt J von %, so erhalt man nach Summation der Ungleichungen (1) 
iiber x: 
2n—3 2n—3 2n—3 , 
(2) 2a J) elgM,=-I1=> > L=zd eh a 
x=1 x=1 x=1 





2n—3 
x r y" ~2 , 
oz (= 7m a, log M’ , 


d. h., die Ungleichung 


2n5* 4 log M, tg » log M: 
(3) = on Sm On 
mm ” 


in der das Gleichheitszeichen nur dann stehen kann, wenn fiir jedes 
x=1,...,2n-—83, erstens l,— 2 7 «, ist, zweitens jede Modullinie von F', die 
Lange J, hat und drittens die Summe der Flacheninhalte der F), gleich dem 
Flacheninhalt von R ist. Sind die ersten beiden Bedingungen erfiillt, so ist 
jede Modullinie von F’, eine Modullinie von R,, also F', ein echtes oder unechtes 
Teilrechteck von R,. Ist auBerdem noch die dritte Bedingung erfillt, so muB 
jedes F;, mit dem entsprechenden 2, iibereinstimmen. Damit ist die behauptete 
Extremaleigenschaft bewiesen und das Extremalproblem fiir die konstruierten 
Riemannschen Mannigfaltigkeiten gelést. 

Nach einem Fundamentalsatz der konformen. Abbildung**) kann jede der 
konstruierten Riemannschen Mannigfaltigkeiten umkehrbar eindeutig kon- 
form auf einen normierten Vollkreisbereich B, so abgebildet werden, daB die 
y-te Randlinie der Mannigfaltigkeit in den v-ten Randkreis von B,, iibergeht. 
Dabei entspricht jedem Kegelpunkt ein Punkt in B, und die Konformitiat 
in ihnen ist in der bekannten Weise zu verstehen. Wegen der konformen 
Invarianz der konformen Moduln M, ist damit das Problem im Fall «,> 0 
auch fiir alle einer der Mannigfaltigkeiten konform aquivalenten Vollkreis- 
bereiche gelést. Mit Hilfe der Kontinuitaétsmethode wird nun gezeigt, dab 
jeder nur linienhaft berandete normierte Vollkreisbereich einer der konstruierten 
Riemannschen Mannigfaltigkeiten konform aquivalent ist. 


§ 4. Der Satz vom Kontinuititsschlu82*) 


Es seien M und M’ zwei lokal metrisierte und lokal dem N-dimensionalen 
euklidischen Raum homéomorphe topologische Riume. MM’ sei auBerdem 
zusammenhangend™). Weiter sei eine Zuordnungsvorschrift gegeben, die 


*2) Siehe z. B. P. Korse [2]. 

3) Die von P. Korse [4, 5] begriindete Kontinuitatsmethode wird hier in dem Satz 
vom KontinuitatsschluB zusammengefaBt (vgl. auch Pret). 

*4) Das heiBt, zwei Punkte von 2’ lassen sich durch ein ganz in IW’ gelegenes Jordan- 
sches Kurvenstiick verbinden. 
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1. jedem Punkt von IM genau einen Punkt von M’ zuordnet, 

2. verschiedenen Punkten von IM verschiedene Punkte von M’ zuordnet, 

3. stetig ist, d.h. einer konvergenten Folge von Punkten von M eine 
konvergente Folge von Punkten von IM’ und dem Grenzpunkt der ersten den 
der zweiten Folge zuordnet, 

4. so beschaffen ist, daB jede Folge von Punkten von IM, deren Bildpunkte 
(gegen einen Punkt von M’) konvergieren, in einer (geeigneten) kompakten 
Teilmenge von M5) enthalten ist. 

Unter diesen Voraussetzungen ist jeder Punkt von M einem Punkt von M’ zu- 
geordnet (M ist topologisch auf M’ abgebildet). 

Beweis. Aus 1.—4. ist sofort zu sehen, daB M auf eine echte oder unechte 
Teilmenge £’ von IM’ topologisch abgebildet ist. Hieraus folgt nach dem 
Brouwerschen Satz von der Invarianz des Gebietes, da8 mit einem Punkte 
P’<«&' auch eine gewisse dem N-dimensionalen euklidischen Raum homéo- 
morphe Umgebung von P’ zu ©’ gehért. Es ist zu zeigen, daB ©’ mit M’ 
zusammenfallt. 

Angenommen, &’ ware eine echte Teilmenge von M’. Dann wird ein Punkt 
P,¢’ mit einem Punkt P, € M’, der nicht zu ©’ gehdrt, durch ein ganz in 
M’ verlaufendes Jordansches Kurvenstiick P’(t), O<t<1, P’(0) = Pi, 
P’ (1) = P3 verbunden. Mit f* werde die untere Grenze aller t-Werte bezeichnet, 
fiir die P’ (t) nicht zu ©’ gehért. Diese miiBte existieren, da P’ (1) nicht zu &’ 
gehért. Ware nun P’(t*) = P*¢€&’, so miiBte P* Haufungspunkt von nicht 
zu &’ gehérigen Punkten von M’ sein, was unméglich ist, da mit P* eine volle 
Umgebung von P* zu &’ gehért. Ist aber P* ¢ &’, so ist P* Grenzpunkt einer 
Folge von Punkten von £’. Aus deren Originalpunkten in M kann man 
wegen 4. eine gegen einen Punkt P,¢ M konvergente Teilfolge herausgreifen, 
dem nach 3. P* zugeordnet sein muB, so daB P* doch zu ©’ gehért. Daher 
kann es die Zahl ¢* nicht geben, woraus folgt, daB jeder Punkt von MM’ auch 
zu ©’ gehért. Damit ist der Satz vom KontinuititsschluB bewiesen. 


§ 5. Der Kontinuitiétsbeweis fiir die Riemannschen Mannigfaltigkeiten 


Es werde n und die topologische Struktur der B, (nicht die topologische 
Klasse) festgehalten, desgleichen die «,, die = «* gesetzt werden. 
Fihrt man als Aufbauparameter der Riemannschen Mannigfaltigkeiten 


die 3n — 6 reellen GréBen p,, x = 1,..., 3n — 6, ein 

P,=aF logM,, x=1,...,2n—3, wenn logM,> 0 ist 
=22(a* —a,),x=1,...,2n— 3, wenn logM, = 0 ist, a, = a¥*), 
= Px—sn+3 w= 2n—2,...,3n—6, mod2 7 af, _4n49, wenn 


log Myx—gn+9 > 0, und mod2 7 agy—gnig, wenn log My, 4.45 = Oist™) , 


%) Eine Menge RCM heiBt kompakt, wenn man aus jeder unendlichen Teilmenge 
von & eine gegen einen Punkt von & konvergente Folge herausgreifen kann. 

**) Hierbei sind natiirlich nur p,-Werte zulassig, zu denen eine n-fach zusammen- 
hangende Riemannsche Mannigfaltigkeit gehért. 
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so sind zwei Mannigfaltigkeiten genau dann als gleich anzusehen, wenn sie in 
simtlichen p, iibereinstimmen. Versteht man unter einer e-Umgebung einer 
Mannigfaltigkeit RX mit den Aufbauparametern p die a aller Mannig- 


faltigkeiten N, deren Aufbauparameter p, der Ungleichung v ‘(p Px)? <€ 


geniigen, so bildet die Gesamtheit der Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die 
zu festem n, festen «, = «* und fester topologischer Struktur gehéren, einen 
lokal metrisierten topologischen Raum M. M ist lokal dem 3n — 6 dimen- 
sionalen euklidischen Raum homéomorph. Denn es gibt zu jedem 3n — 6-tupel 
p® einer Mannigfaltigkeit R( eine 3n — 6-dimensionale Vollumgebung solcher 
3n — 6-tupel, zu denen ebenfalls Riemannsche Mannigfaltigkeiten gehéren. 
Um das einzusehen, beachte man, dab die p, so beschaffen sein miissen, daB 
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ihnen konstruiert werden kann: Die 
nicht verschwundenen Rechtecke miissen lings positiver Strecken so an- 
einanderstoBen, daB eine einzige zusammenhingende Mannigfaltigkeit ent- 
steht, deren » Randlinien paarweise positive Abstinde voneinander haben. 
Da diese Verheftungsstrecken und Abstinde offenbar lineare Funktionen der p,, 
sind, gibt es zu jedem = - - tupel p® einer Mannigfaltigkeit eine positive 


Zahl 6, so daB fiir alle p,, ‘S ‘(py — p,)* < 6, diese linearen Funktionen positive 
x=1 
Werte haben und sich folglich mit ihnen Mannigfaltigkeiten im Sinne von § 3 
konstruieren lassen. 
Entsprechend werden fiir die normierten Vollkreisbereiche B, die 3n — 6 
Aufbauparameter 


P. =", *=1,...,n, 7, Radius des x-ten Randkreises von B,, 
= Ux-nig *=n4+1,...,2n—3,  u,,v,rechtwinklige kartesische Mittel- 
= Uy—onigs X= 2n—2,...,3n—6 punktskoordinaten des »-ten Rand- 


kreises von B,, 4< v< n, 


eingefiihrt, mit deren Hilfe der Umgebungsbegriff fiir die B, erklart wird: 
Unter einer e-Umgebung eines topologisch klassifizierten normierten Voll- 
kreisbereiches B* mit den Aufbauparametern pi*,x = 1,..., 3n — 6, wird die 


Menge lI, aller topologisch emer Vir normierten B, verstanden, deren 
~6 

Aufbauparameter p', der Ungleichung 5 (p).* — p’,)? < e geniigen und die sich 
=1 


mit den ihren topologischen Klassen entsprechenden Einteilungen stetig 
innerhalb 21, in B,, deformieren lassen. Damit wird die Menge der B, — bei 
festem n und fester topologischer Struktur — zu einem lokal metrisierten 
topologischen Raum MM’. Da in dem vorliegenden Fall linienhafter Rand- 
komponenten alle 7, positiv sind, sind die «-Umgebungen jedes B, dem 
3n — 6-dimensionalen euklidischen Raum homéomorph. AuBerdem ist QW’ 
zusammenhingend; denn die verschiedenen topologischen Klassen von B,, 
gehen durch stetige Deformation der B, innerhalb IM’ (Umlaufung gewisser 
Randkreise von B,, durch die andern) auseinander hervor. 
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Da jede der Riemannschen Mannigfaltigkeiten RX schlichtartig und n-fach 
zusammenhangend ist, kann sie nach einem Fundamentalsatz der konformen 
Abbildung*’) umkehrbar eindeutig konform so auf einen normierten Voll- 
kreisbereich B, abgebildet werden, daB die »-te Randlinie von % in den »-ten 
Randkreis von B,, tibergeht®*). Dabei entspricht jedem Kegelpunkt von 
in B,, ein Punkt. 

Ordnet man jeder Mannigfaltigkeit R den ihr im engeren Sinne konform 
aiquivalenten normierten Vollkreisbereich zu, so ist dadurch eine Abbildung 
von M in M’ erklirt. Um zu zeigen, daB umgekehrt auch jeder normierte 
nicht entartete Vollkreisbereich einer der Mannigfaltigkeiten im engeren Sinne 
konform aquivalent ist, muB bewiesen werden, daB die Abbildung von M 
in M’ eine Abbildung von M auf M’ ist. Dies ist sicher der Fall, wenn sie den 
Voraussetzungen 1.—4. des Satzes vom KontinuitétsschluB geniigt. 

1. (Unitdtssatz I). Waren einer Mannigfaltigkeit R « M zwei verschie- 
dene Bereiche B), und B;’ ¢ M’ zugeordnet, so miiBten diese im engeren Sinne 
konform aufeinander abbildbar sein, was nur durch eine lineare Funktion 
méglich ist?®). Wegen der Normierung der Bereiche B, miiBte sich diese auf 
die Identitaét reduzieren und Bj, und B;’ wiren nicht verschieden. 

2. (Unitdtssatz II). Angenommen, es waren zwei verschiedenen Mannig- 
faltigkeiten RN, und R,< M ein und derselbe Bereich (derselben topologischen 
Klasse) B, € M’ zugeordnet. Dann sind die beiden Mannigfaltigkeiten N, und 
R, dem Bereich B, und mithin einander im engeren Sinne konform aqui- 
valent. Bei den entsprechenden konformen Abbildungen gehen die Rechtecks- 
einteilungen von XN, und &, in Flachenstreifeneinteilungen von B, iiber, die 
zu derselben topologischen Klasse gehéren und maximales Modulpotenzprodukt 
besitzen. Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Maximaleinteilungen ent- 
spricht daher den Rechtecken von %, und ®, mit gleichem Index derselbe 
Flichenstreifen von B,. Daher gibt es eine konforme Abbildung von %, auf 
R,, bei der je zwei Rechtecke mit gleichem Index ineinander iibergehen. Das 
ist bekanntlich nur durch Kongruenztransformation méglich. Daher stimmen 
entsprechende Aufbauparameter von %, und %, iiberein; denn diese bedeuten 
geometrisch Lingen von Strecken, R, und ®, wiren also nicht verschieden. 

3. (Stetigkeitssatz). Es sei R,< M eine konvergente Folge von Riemann- 
schen Mannigfaltigkeiten mit der Grenzmannigfaltigkeit R,.¢ M. Die ihnen 
im engeren Sinne konform aquivalenten Vollkreisbereiche seien B,,,< IM’ bzw. 
By oo € M’. Dann ist zu zeigen, daB die B, , gegen B, .. konvergieren. 

XR, laBt sich durch im allgemeinen 2n — 3 analytische Funktionen f,, ,.(z), 
ft? ee 2n — 3, auf B, ,, » =1,2,..., abbilden. Dabei ist /,,.(z) indem 
x-ten Rechteck von R, mit Ausnahme der Kegelpunkte regular und gestattet 
in einer im Rechteck gelegenen Teilumgebung eines solchen Kegelpunktes 
z =a eine Entwicklung nach gebrochenen Potenzen von z — a. Bei festem v 


27) P. Korse [2]. 
*8) Hierfiir soll kurz gesagt werden: RX und B, sind im engeren Sinne konform aqui- 
valent. 


*) P. Korse [1]. 
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gehen die einzelnen /, ,(z) durch Spiegelung an den y-Seiten der Rechtecke 
von %, und Kongruenztransformationen des Argumentes, die den Bezugs- 
substitutionen zwischen den Rechtecksseiten von XR, entsprechen, auseinander 
hervor: 


(1) few (2) = fy,x (OF 2 + OF 4), lar al = 1. 


Wegen (1) ist aus Spiegelungsgriinden jede der Funktionen /, ,.(z) in der 
ganzen endlichen z-Ebene mit Ausnahme der vermége 
(2) 2*= aX ,z + oF, 
linear transformierten Kegelpunkte und ihrer Spiegelpunkte analytisch fort- 
setzbar. In den Umgebungen der Kegelpunkte und ihrer Spiegelpunkte ge- 
statten die /, ,(z) Entwicklungen nach gebrochenen Potenzen von z — a. 
Saimtliche Zweige jedes /, ,(z) sind in allen endlichen Punkten der z-Ebene 
(auch in den Kegelpunkten) von 0, 1 und co verschieden. Daher bilden fiir 
jedes feste x die /, ,(z) in jedem einfach zusammenhangenden fast allen der 
f,,.(z) gemeinsamen Regularitatsgebiet G, je eine normale Familie. Mithin 
kann man aus den /, ,(z) eine in jedem abgeschlossenen Teilbereich von ©, 
gleichmaBig (evtl. gegen oo) konvergente Teilfolge herausgreifen, die wieder 
mit f,,,(z) bezeichnet werde und deren in G, regulare Grenzfunktion f/f... ; (z) 
heiBe. Wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Transformationen (2) fiir 
vy + oo gegen die Bezugssubstitutionen 


(3) a = a5, 2 + 05,6 AS, x] = 1 


zwischen den Rechtecken von R,, konvergiert die bei festem x in entspre- 
chender Weise aus einer anderen Folge /, ,(z) herausgegriffene Teilfolge in 
jedem abgeschlossenen Teilbereich von G, gleichmaBig gegen die in G, regu- 
lare Funktion (evtl. oo) 


(4) foo, (2) = foo,1 (@%,1 2 + 53,1) - 


Insbesondere gilt im Sinne gleichmaBiger Konvergenz auf jeder abgeschlossenen 
kegelpunktfreien Strecke der ersten bzw. zweiten Randlinie von %,. 


(5) lim f,,1(2)| = lim r,, = rf >1 
bzw. 
(6) lim |f,, 2(z)| = limr,,.=r3 <1, 


wenn 7, , bzw. r, , den Radius des ersten bzw. zweiten Randkreises von B,,, 
bedeutet. 

Aus (6) kann unmittelbar abgelesen werden, daB die /, ,(z) und damit 
wegen (4) auch die anderen f, ,.(z) nicht nach co streben kénnen. 

Nun kann man in jedem der &%, einen zweifach zusammenhangenden zur 
ersten Randlinie von R, homotopen Flachenstreifen ®, mit dem konformen 
Modul m, unterbringen, so daB die m, oberhalb einer festen Zahl Q > 1 liegen. 
Das Bild von ®, bei der konformen Abbildung von %, auf B,, hat ebenfalls 
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den Modul m, und liegt insbesondere ganz in r, ,< |z| S r,,, zu |z| = Tost homo- 
top. Daher gilt et > m, >Q>1, d.h. wegen (5) und (6): T2Q>1. 
Daraus folgt, dab "die feo,»(z) nicht konstant sein kénnen; denn aie miBten 
sich sonst wegen (4) auf dieselbe Konstante reduzieren, was mit (5), (6) und 
rt > r= unvereinbar ist. 

Die /..., ,(z) bilden daher &.,. auf einen schlichten n-fach zusammenhingenden 
Bereich B ab. Wegen der Analytizitat der /,. ,(z) auf jedem kegelpunktfreien 
Randbogen von ®, und der Schlichtheit der Grenzabbildung entspricht jedem 
Kegelpunkt von X,. ein Punkt von B. B muB also ein normierter Vollkreis- 
bereich und daher nach dem Unitatssatz I mit B, .. identisch sein. 

4. (Limessaiz). Es sei jetzt B, , eine Folge normierter Vollkreisbereiche 
€ M’, die gegen einen von n nichtentarteten Kreisen begrenzten n-fach zu- 
sammenhangenden Bereich B, .. einer gewissen topologischen Klasse kon- 
vergieren, von dem jedoch noch nicht bekannt ist, ob er zu M’ gehért oder 
nicht. Von den ®,, die den B, , im engeren Sinne konform fquivalent sind, 
ist zu zeigen, daB sie sich nur gegen Mannigfaltigkeiten der Menge M und 
nicht gegen entartete Mannigfaltigkeiten haufen. 

Zu diesem Zweck werden drei einzelne Méglichkeiten der Entartung unter- 
schieden, die auch kombiniert auftreten kénnen: 

a) gewisse der Seiten von %, sind fiir vy + oo nicht beschrankt, 

b) die Abstiinde zweier Randlinien “” und y:) von R, kommen bei festen 
x und x’, x + x’, fiir vy + co der Null beliebig nahe, 

c) es gibt in jedem X, eine Linie /,, die R, in zwei mindestens je zweifach 
zusammenhiangende Teile zerlegt, wobei die untere Grenze der Liangen der /, 
fiir vy > co Null ist. 

Es wird zunichst gezeigt, daB a) nicht eintreten kann. 

Wegen der Konvergenz der B,,, gegen einen von n nichtentarteten Kreisen 
begrenzten Bereich haben die Radien simtlicher Randkreise simtlicher B,,, 
eine positive untere Grenze g < 1. Daher hat in der Metrik ds = \dw| das 
Bild jeder Modullinie jedes R, eine Lange > 22g. Aus der Fundamental- 
ungleichung der Flachenstreifenmethode ergibt sich dann fiir den Flachen- 
inhalt J(B,,,) die ba gn 

2n— y) 2n—3 
a. Jz Z * (2 2g) 1% =2xg*- » log M. 
x= 71 x= ak 
Da die 1(B,,,) beschrankt und die aoe nicht negativ sind, folgt somit, 
daB fiir jedes x = 1,... , 2n — 3 die log M“” fiir vy + oo beschrinkt sind. 

Weiter kann man in B,, .. seiner topologischen Klasse entsprechend 2n — 3 
zweifach zusammenhingende Flachenstreifen F’, mit den konformen Moduln 
m, > 1 unterbringen, die auBerdem in fast allen der B,, , liegen. In jedem B,, , 
wird jetzt die durch konforme Abbildung tibertragene Metrik ds = |\dz| von 
R, eingefiihrt, die also insbesondere fiir fast alle » eine Metrik fiir die FP’, ist. 
in der die Modullinien von F;, eine Lange = 2 2 a” haben. 2 2 a” ist dabei 
entweder = 22 a* oder gleich der Lange der Spur des entsprechenden ver- 
schwundenen Rechtecks von %,. Nach der Fundamentalungleichung der 
8 
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Flachenstreifenmethode ergibt sich daher fiir die Summe S, der Flachen- 
inhalte der F‘, in der »-ten Metrik die Ungleichung 


3 Min (logm,) > 0, 


2n > 3 log m 2n = 3 Qn 
N1,= DS (220"—G—"*=22 J (a? logm, >=— 
wnt 2 re a ee 
wenn J, den Flacheninhalt von R, bedeutet. Da die J,, wie oben gezeigt. 
beschrankt sind, sind dies auch die af), womit der Fall a) ausgeschlossen ist. 
Es bleibt zu zeigen, daB fiir jede Teilfolge der ®,, bei der die Auf baupara- 
meter gegen endliche Werte konvergieren, die Fille b) und c) nicht eintreten 
k6énnen. 


Wegen (7) bleiben zunichst die Flacheninhalte der R, oberhalb einer festen 
positiven Schranke, so daB eine evtl. entartete Grenzmannigfaltigkeit min- 
destens ein nicht entartetes Rechteck enthalt. 

Angenommen, es trite b) nicht mit c) kombiniert auf. Kommen sich 
etwa y und y fiir » + co beliebig nahe, so wird in jedem %, ein von y” 
nach y) zu durchlaufender einfach zusammenhiingender (viereckiger) Flichen- 
streifen ®, mit der ModulgréBe — logm”) untergebracht. Da jetzt wegen des 


Nichteintretens von c) die Langen aller Linien, welche y von y) trennen, 
oberhalb einer festen positiven Zahl bleiben und die Abstinde der y” und 
y? fiir vy co nach Null streben, kénnen die ®, so gewahlt werden, daB fiir 
vy» co die ModulgréBen as logm) nach co streben. Den Modullinien von ®, 
entsprechen in B,,, Linien, die den x-ten Randkreis von B, , mit dem x’-ten 
verbinden und mithin oberhalb einer (von v unabhiingigen) positiven Schranke 
d bleiben. Daher gilt fiir den Flacheninhalt J, des Bildes von ®, die Un- 
gleichung 

1 (") 

(8) L=e—-—. 





Das ist aber unméglich, da die Flacheninhalte der Bilder der ®, beschrainkt sind. 


Angenommen, es trate c) (evtl. mit b) kombiniert) auf. Dann hat jede 
konvergente Teilfolge der R, eine Grenzmannigfaltigkeit, von denen min- 
destens eine in mehrere Teile zerfallt, deren einer — etwa 7’ — mindestens ein 
nicht verschwundenes Rechteck enthalt. Diese Teile hingen in der Grenze 
nur noch in einzelnen Punkten zusammen. Es sei Q ein Punkt, in dem ein 
gewisser anderer Teil an 7 anst6Bt. Je nachdem, ob Q ein innerer Punkt 
oder ein Randpunkt von 7' ist, kann man um ihn einen zweifach oder einfach 
zusammenhangenden Flachenstreifen mit unendlicher ModulgréBe legen, der @ 
von den anderen Punkten von 7 trennt. Dieser Flichenstreifen kann durch 
in den %, gelegene Flachenstreifen beliebig genau approximiert werden, dic 
in XR, die entsprechenden Randlinien trennen. Daher bleiben die Langen der 
Bilder der Modullinien dieser Flachenstreifen in den B,,, oberhalb einer festen 
positiven Zahl d, und man kommt mit der (8) entsprechenden Ungleichung 
abermals zu einem Widerspruch, so daB auch der Fall c) nicht eintreten kann. 
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Damit sind alle Voraussetzungen zum Satz vom KontinuitatsschluB be- 
wiesen und das Problem fiir alle nur linienhaft berandeten Bereiche gelést, 
falls alle «, positiv sind. 


§ 6. Der Fall m linienhafter Rinder und m < 2 n —3 verschwindender «, 


Dieser Fall unterscheidet sich in der Behandlung von dem vorhergehenden 
nur dadurch, daB bei festem n, festen «,=—a«* und fester topologischer 
Struktur der B, der topologische Raum M z. T. aus anderen Mannigfaltig- 
keiten R als in § 5 gebildet wird. 

Durch Umnumerierung der Rechtecke und F,, kann stets erreicht werden, 
daB die ersten 2n — 3 — m der a% positiv und die letzten m Null sind. Dann 
werden saimtliche n-fach zusammenhangenden der gegebenen topologischen 
Struktur entsprechenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten R betrachtet, bei 
denen die letzten m Rechtecke verschwunden sind und eine Spur positiver 
Lange haben, wahrend eines der anderen Rechtecke nur dann verschwunden 
sein darf, wenn seine Spur linger als das entsprechende 2 x «* ist. 

Zunichst wird durch vollstandige Induktion gezeigt, daB es stets Riemann- 
sche Mannigfaltigkeiten der geforderten Art gibt. 

l. n=3. Ist af > 0, af > 0, af =0, so braucht man nur a, < af + af 
zu nehmen. Ist aber af > 0, a3 = 0, af = 0, so geniigt es, a, + %,<at zu 
nehmen. 

2. Angenommen, die Behauptung ist bereits fiir alle n < np, ny=> 3, be- 
wiesen. 

Ausgehend von einem Bereich B, ,, werden zwei Fille unterschieden: 

a) Es gibt einen Zwischenstreifen F,, in B,,,,, fir den das zugehérige «¥. 
positiv ist. Dann wird B,,,, durch F, in drei Bereiche, B’, B’ und F, 
niedrigeren Zusammenhanges zerlegt. Fiir B’ und B” kann man entsprechende 
Mannigfaltigkeiten (Verschwindungsfalle) nach Induktionsvoraussetzung kon- 
struieren. Durch die in § 2 beschriebene Zusammensetzung solcher Mannig- 
faltigkeiten entsteht dann eine der geforderten Mannigfaltigkeiten fiir n)+ 1. 

b) Fiir simtliche Zwischenstreifen ist das zugehérige «* Null. Dann sei F,, 
ein Zwischenstreifen, an den ein Randstreifen anstéBt, dessen «* positiv ist. 
Durch Wahl geniigend kleiner Spurenlingen fiir die verschwindenden Recht- 
ecke kann man dann erreichen, daB die eine Seite der Spur des verschwun- 
denen Zwischenrechteckes R, nur mit Seiten von nichtverschwundenen 
Rechtecken verheftet ist. Das ist aber fiir die Verheftungen der anderen 
Seite der Spur von R, gleichbedeutend damit, daB R, nicht verschwunden 
ist, womit dieser Fall auf den Fall a) zuriickgefiihrt ist. 


Durch Einfiihrung derselben Aufbauparameter .p,,x = 1,..., 3n — 6, wie 
am Anfang von § 5 — wobei jetzt gegeniiber friiher fiir x = 2n — 3 — m+ 
ee 2n —3 die log M, nicht positiv sein kénnen und fiir «, der Wert 


a* = 0 unzulassig ist — und des entsprechenden Umgebungsbegriffes fiir die 
Riemannschen Mannigfaltigkeiten-R wird die Menge der R zu einem lokal 
metrisierten topologischen Raum IM, der lokal dem 3n — 6-dimensionalen 
euklidischen Raum homéomorph ist. 


g* 
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Alle iibrigen Schliisse kénnen wértlich von § 5 itibertragen werden. Ins- 
besondere ordnet sich beim Limessatz die Entartungsméglichkeit, daB sich 
jetzt die Spur eines verschwundenen Rechtecks auf einen Punkt zusammen- 
zieht, dem Fall c) unter. 


§ 7. Der Fall von m’ punktférmigen Randkomponenten, 
fiir die die entsprechenden «, Null sind 

Dieser Fall stellt einen Grenzfall des eben in § 6 behandelten dar. Denkt 
man sich die entsprechenden m’-Spuren der Mannigfaltigkeiten von § 6 auf 
einen Punkt zusammengezogen, so hangen die entstehenden Mannigfaltig- 
keiten nur noch von 3n — 6 — m’ reellen Parametern ab, da die Langen dieser 
Spuren jetzt als Aufbauparameter verlorengehen. Ebenso gehen fir die B,, 
von den Randkreisradien r,, jetzt m’ als Aufbauparameter verloren, so daB die 
beiden topologischen Raume MN und M’ nun lokal dem 3n — 6 — m’-dimen- 
sionalen euklidischen Raum homéomorph sind. Alle iibrigen Beweise iiber- 
tragen sich ganz entsprechend von den vorhergehenden Paragraphen. 

Es sei jedoch noch bemerkt, daB jetzt eine von einem isolierten Randpunkt 
ausgehende orthogonale Trajektorie der Modullinien von R in gewissen Fallen 
ein oder mehrere Zwischenrechtecke von R unendlich oft durchquert, was jedoch 
auf den Beweis von Hilfssatz 1 in § 3 keinen EinfluB hat, da Randrechtecke 
nach wie vor héchstens zweimal von einer orthogonalen Trajektorie der Modul- 
linien durchquert werden kénnen. 


§ 8. Der Fall von q punktférmigen Randkomponenten, 
fiir die die entsprechenden «, positiv sind 

Dieser Fall ist ein Grenzfall des in den §§ 3 und 5 behandelten Falles. 
Daher werden jetzt in den dortigen Mannigfaltigkeiten diejenigen Randrecht- 
ecke, die zu einer jetzt punktférmigen Randkomponente gehéren, durch ein- 
seitig unendlich lange randerbezogene Halbparallelstreifen ersetzt, die nun 
natiirlich nicht mehr verschwinden kénnen. Mithin hangen jetzt die Mannig- 
faltigkeiten genau wie die B, von 3n — 6 — q Aufbauparametern ab, so dab 
die topologischen Raume M und M’ lokal dem 3n — 6 — q-dimensionalen 
euklidischen Raum homéomorph sind. Die Kontinuitaétsmethode ist also 
ebenso wie friiher anwendbar, sobald eine entsprechende Extremaleigenschaft 
und deren Unitat bewiesen ist. 

Fir die Riemannschen Mannigfaltigkeiten gilt jetzt die folgende Extremal- 
eigenschaft : 

Bildet man N im engeren Sinne konform auf einen Bereich B, ab, so geht 
die Rechtecks- und Halbparallelstreifeneinteilung von & in eine Einteilung 
von B,, in solche Flachenstreifen F,, iiber, fiir die 


2n—3 
(1) 2d a, log M, 

x=1 
einen méglichst groBen Wert hat. Diese Einteilung von B,, ist die einzige, 
fiir die (1) seinen gréBten Wert annimmt. 
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Beweis. Der Bereich B, wird in der durch konforme Abbildung iiber- 
tragenen im kleinen euklidischen Metrik 
(2) ds = |dz| 
von N ausgemessen. Die Bilder der R, von R in B,, werden mit F,, bezeichnet, 
so daB die Bilder der Modullinien von R,, die Modullinien von F,, sind. Es 
werde jetzt durch die 2n — 3 Flachenstreifen F’, eine weitere zulissige Ein- 
teilung der gleichen Klasse von B,, erzeugt. 

Durch Ubergang zu geeigneten Potenzen von e* erkennt man zunichst, 
daB die Schar der Modullinien von F,, in der Umgebung eines jeden isolierten 
Randpunktes von B, das schlichte konforme Bild der Schar der konzentri- 
schen Kreise |¢| = 0, 0 < o <r, mit geeignetem r ist. Nach dem auch hier 
giltigen Hilfssatz 1 von § 3 hat jede Modullinie eines Flichenstreifens F', in 
der Metrik (2) eine Lange > 2 7 «,, wobei das Gleichheitszeichen nur steht, 
wenn die betreffende Modullinie zugleich eine Modullinie von F, ist. 

Es wird jetzt gezeigt, daB die GréBe (1) fiir die F’, gréBer ausfallt als fiir 
die F,, sobald es einen nicht zu einer Linie degenerierten Flaichenstreifen F; 
gibt, in dem eine Modullinie nicht Modullinie von F,, ist. 

Gibt es nimlich eine solche Modullinie von F;., so gibt es aus Stetigkeits- 
griinden einen zweifach zusammenhangenden Teilstreifen von F'., dessen 
Modullinien Modullinien von Fy. mit gréBerer Linge als 27 a,. + 9, 4 > 0, 
sind. Der konforme Modul dieses Teilstreifens sei m,. > 1. Jetzt wird aus B, 
je eine kleine Umgebung U{, , jedes isolierten Randpunktes k,, v= 1,..., 4, 
herausgeschnitten, die von einer solchen Modullinie 4, von F; bagrenst wird, 
daf der konforme Radius von U},, in bezug auf den Punkt k, gleich 9 ist. 
Jede der Modullinien /, liegt fiir geniigend kleines 9 zwischen zwei Modul- 
linien A,(o(1 + €,)) und A,(o(1 — €,)) von F,, die je ein einfach zusammen- 
hangendes Gebiet begrenzen, und zwar die erste das Gebiet U, , (+e) mit dem 
konformen Radius (1 + ¢,) und die zweite das Gebiet Uy. ~*,) mit dem 
konformen Radius (1 — ¢,), wobei die konformen Radien in bezug auf k, 
zu verstehen sind und ¢,—> 0 strebt fiir 9 + 0. Man erkennt dies alles, wenn 
man F, durch eine analytische Funktion ( = ¢,(w), ((k,) = 0, C’(k,) =1, 
schlicht konform auf eine Kreisscheibe mit ¢ = 0 als Mittelpunkt abbildet. 

Bezeichnet man den konformen Modul des zweifach zusammenhingenden 
Differenzbereiches F,— U}, mit yu, und den des zweifach zusammen- 
hingenden Differenzbereiches F,— U, , (4) mit py ¢ (1—«,)» 80 gilt fiir den 
Flacheninhalt J, des durch Ausschneiden der U), aus B, entstehenden Be- 
reiches in der Metrik (2) auf Grund der Fundamentalungleichung der Flachen- 
streifenmethode die Ungleichung 


q 2n—3 30) 
eat ee shen a « x log M, 21,2 
(3) v=1 m= wit 

2n—3 og Me 
= 3S (2x0) snr + JT (2 2 a,)¢ 8 So + (4 2 Oue + 0) 
v=1 x=q+1° 
- %°) Es wird so umnumeriert, daB die Sas Randkomponenten zu den Werten 
x=1,..., q gehdren. 


a b Mae 
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Beachtet man nun noch, daB der konforme Radius M‘, von F} in bezug auf 
k, gleich o - u,,, und der konforme Radius M, von F, in bezug auf k, gleich 
o:(l — &)- pm, e(1—«,) ist, so erhalt man aus (3) 

@ 


2n—3 2n—3 q 
22 ¥ atlogM,>22 J a®logM,.+22| Dd a?| x 
x=1 x=1 v=l 


« log(1 — €,) + 2 7 axe log m,. , 


woraus sich nach dem Grenziibergang 9 > 0 


2n-—3 2n—3 
Dd ow logM,> » a log M;, 
x=] x=1 


ergibt. Daraus sieht man, daB die GréBe (1) fir die Einteilung in die F} 
nicht gréBer ist als fiir die Einteilung in die F,, und nur dann ebenso groB ist, 
wenn jede Modullinie von F’, eine Modullinie von F,, ist, und zwar fiir jedes 
kg re 2n — 3, und die Summe der Flacheninhalte simtlicher F’, gleich 
dem Flicheninhalt von B, ist. Das ist nur méglich, wenn jedes F), mit dem 
entsprechenden F,, iibereinstimmt. 

Damit ist das Extremalproblem in dem hier gestellten Umfang gelést. 

Die Schar der Modullinien von B,, stellt eine dort einheitliche isotherme 
Kurvenschar dar, die aus endlich vielen Wirbelverbinden, den Scharen der 
Modullinien der F,, besteht und in B, bis auf endlich viele Sattelpunkte 
regular ist. Diese Sattelpunkte sind die Bilder der Kegelpunkte der Riemann- 
schen Mannigfaltigkeiten, und zwar entspricht einem Kegelpunkt der Offnung 
k a ein Sattelpunkt mit dem Birkhoffschen Index*) oe ; , 80 daB die Summe 
der Indizes aller Sattelpunkte = } (2n — 4) = —(n — 2) ist. 

Andererseits sind die so erhaltenen isothermen Kurvenscharen die ein- 
zigen in B, einheitlichen bis auf endlich viele Sattelpunkte regularen isothermen 
Kurvenscharen, die sich aus endlich vielen Wirbelverbanden zusammensetzen. 

Hat man niamlich eine solche isotherme Kurvenschar, so kann sie aus 
topologischen Griinden aus héchstens 2n — 3 Wirbelverbinden bestehen. Ent- 
halt sie weniger, so stellt sie die Grenzlage von Kurvenscharen mit 2n — 3 
Wirbelverbainden dar. Da es sich um eine einheitliche isotherme Kurvenschar 
handelt, kann man sie in der Form 


Re { p(w)} = const 


darstellen, wo g(w) eine in B, mit Ausnahme der Sattelpunkte regulire. 
jedoch im allgemeinen nicht eindeutige komplexe Funktion bedeutet, die in 
den Sattelpunkten von algebraischem Charakter ist. In der Metrik 


ds = |g’ (w)| - |dw| 


*1) Das ist bekanntlich die durch 2 2 geteilte Anderung von arg dw bei einem posi- 
tiven Umlauf um den Sattelpunkt. 
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sind die Modullinien des x-ten nicht verschwundenen Wirbelverbandes ge- 
schlossene Geodatische der Lange 2 2 «,. Daher nimmt das Potenzprodukt 


der konformen Moduln M, der nicht verschwundenen Wirbelverbinde einen 
méglichst groBen Wert an. 


§ 9. Konstruktion der g(w) bei n punktférmigen Randkomponenten 


Es wird jetzt angenommen, daB die rinderbezogenen Rechtecke und Halb- 
parallelstreifen der Riemannschen Mannigfaltigkeiten simtlich parallel zur 
reellen Achse der z-Ebene liegen, und zwar so, daB die Modullinien der ima- 
giniren Achse parallel sind, was offenbar keine Einschrinkung der Allgemein- 
heit bedeutet. 

Dann laBt sich die Schar der Modullinien von B,, in der Form 


(1) Re {p(w)} = const 


darstellen, wo p(w) eines der F,, auf R, von R konform abbildet. 

Weiter seien simtliche Randkomponenten von B, punktférmig, und es 
werde die v-te Randkomponente k, durch die komplexe Zahl w = a,, vy = 1,..., 
n, A, = 00, dg = 0, ag= 1, dargestellt. Die entsprechenden «, seien zunichst 
alle positiv. Bezeichnet man die Sattelpunkte mit w = 6,, u4=1,..., 2n—4, 
und nimmt sie vorliufig als paarweise voneinander verschieden an, so hat 
y(w) in den Umgebungen der Rand- und Sattelpunkte die Entwicklungen 

p(w) = +a,logw + reg. Fkt. in w = oo, fir v=1, 


(2 
gy (w) = +a, log(w — a,) + reg. Fkt. in w =a,, fir »=2,..., n, 


und 
(3) y(w) = A, + B,(w — b,)°? {1+0(yw—>,)}. 
p=l,..., 2n — 4, A,, B, Konstante. 


Bei einem Umlauf um eine dieser singuliren Stellen erfahrt g(w) eine ganze 


he bei diesen Um- 


lineare Substitution (Kongruenztransformation), so daB As 


laufen ungeindert bleibt. Daher stellt a 


Ausnahme der im Endlichen gelegenen singularen Stellen von p(w) regulire 
und eindeutige Funktion dar, die wegen (2) in w = oo noch regular ist und dort 
verschwindet. 

In den Umgebungen der a, und 6, hat sie die Entwicklungen 


eine in der ganzen Ebene mit 





= — = +0(<) : fir »=1, 
=~ —* + reg. Fkt.in w=a,, fir »=2,..., n, 


+ reg. Fkt.inw=6,, fiir w=1,...,2u—4. 
" 
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Daraus ergibt sich, daB die Funktion 


2n—4 1 


gy” (w) 2 


gy’ (w) 2. @—% P' w — b, 











in der ganzen w-Ebene einschlieBlich w = oo regular und daher nach einem 
bekannten Liouvilleschen Satz eine Konstante ist. Da sie in w= oo ver- 
schwindet, muB diese Konstante die Null sein. g(w) geniigt also der gew6hn- 
lichen Differentialgleichung zweiter Ordnung vom Fuchsschen Typus 








” 1 2n-—4 1 4 1 
(4) ie (w) ee > ; 
Qy’ (w) 201 w — b, 2, "-& 


in der die noch unbekannten 2 — 4 komplexen Parameter },, die Koordi- 
naten der zu bestimmenden Sattelpunkte, auftreten. 
Durch zweimalige Integration erhaélt man aus (4) fiir m(w) den Ausdruck 


jue 
\ Il (w—,) 
(5) y(w) = C,- _ pat - -dw+C,, 
IT (w _— ay) 


in dem C, und C, Integrationskonstante sind. 

Die Formel (5) ist auch dann noch richtig, wenn einige der 6, zusammen- 
fallen, wobei dann der betreffende Faktor w — b, in (5) in entsprechender 
Potenz auftritt. Fallen insbesondere je zwei der }, zusammen, so ist p(w) 
in B,, lokal eindeutig. 

Nach (5) hat g’(w) in der Umgebung von w = oo die Entwicklung 


gy (w) = cs + reg. Fkt. in w =o. 
Vergleicht man dies mit der Entwicklung von (2) 
Pp (w) = =m + reg. Fkt. in w=, 


so sieht man, daB sich bei geeigneter Wahl des Zweiges der Wurzel C, = «, 
ergibt. Bei einem entsprechenden Vergleich der Entwicklungen von 9g’ (w) 
in den anderen a, erhalt man fiir die 5, die n — 1 Bedingungsgleichungen 


2n—-4 < 
il (dy. — us) 
(6) +e, = 0, ; y®*=2,...,n, 


IT’ (ays 4 a,)) 
vy=2 \" 








+ »* 


so daB noch n — 3 Parameter unbekannt bleiben, die sich jedoch auf Grund 
des Kontinuitatsbeweises durch das Extremalproblem eindeutig bestimmen. 
Ihre Berechnung st6Bt auf Schwierigkeiten. 

Ist eines der a, Null, die zu einem im Endlichen gelegenen Randpunkt 
von B,, gehéren, so fallt der betreffende Randpunkt mit g => 1 Sattelpunkten 


zu einem Sattelpunkt des Birkhoffschen Index 1 — 5 zusammen, und o(w) 
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hat in der Umgebung eines solchen Punktes a, eine Entwicklung 
p(w) = A, + B, (w —a,)*? {1 + 0 (Vw — @,, )} : 


woraus man ersieht, daB auch in diesem Fall die Formel (5) richtig bleibt, 
da dann in ihr von selbst w — a,, in der entsprechenden Potenz auftritt. 

Von den Bedingungen (6) geht jetzt die »,-te verloren, kann aber durch die 
viel angenehmere ersetzt werden, daf ein 6, mit a, zusammenfallen muB. 
Da die Numerierung der b, willkirlich ist, kann man die »,-te Gleichung von (6) 
durch 

b, = a,, 

ersetzen. 

Ist aber «,= 0, so fallen g Sattelpunkte in den Punkt w = a,= oo und 


ergeben dort einen Sattelpunkt des Index 1 - : . Dann hat g(w) im Unend- 


lichen eine Entwicklung der Form 
gy (w) = A, + B,w-# {1 +0 ( )}. 
\w , 


und auf der rechten Seite von (5) sind im Zahler die Faktoren w — 6,, fiir die 
unendlichen b, wegzulassen. 

Die Anzahl der unbekannten Parameter erniedrigt sich in diesem Falle 
jedoch nicht, da jetzt die Gleichung C, = a, verlorengeht und somit ein neuer 
unbekannter Parameter auftaucht. Es bleiben also in jedem Falle n — 3 
komplexe Parameter unbekannt; sie sind gewissermaBen akzessorische Para- 
meter. 

Im Falle n = 3 treten keine akzessorischen Parameter auf, so daB dann 
die Funktion g(w) explizit berechnet werden kann. Da dies in der Literatur 
bereits mehrfach geschehen ist, wird an dieser Stelle nicht darauf eingegangen 
(vgl. § 11). 

AuBer in den Fallen von n punktférmigen Randkomponenten laBt sich die 
analytische Natur der Funktion g(w) auch dann angeben, wenn eine Rand- 
komponente linienhaft und die tibrigen n — 1 punktférmig sind. Spiegelt man 
namlich den Bereich an dem linienhaften Randkreis, so entsteht ein neuer 
nur von Punkten begrenzter normierter (2m — 2)-fach zusammenhingender 
Bereich, womit der Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt ist. Fiir n = 3 lassen 
sich einige Fille explizit durchrechnen (vgl. § 11). 


§ 10. Eine Anwendung auf starre Bereiche 


Bezeichnet man mit ©,,(«,, ..., %»,—3) das System maximaler F,, in einem 
gegebenen, nur linienhaft begrenzten Bereich B, fester topologischer Klasse 
2n-3 


fiir irgendwelche nicht negativen Werte der a,, >’ «, = 1, so gilt der folgende 
x=1 


Starrheitssatz : 
Bildet man jedes der F, von ©,,(a, ..., %g,-3) schlicht konform so ab, 
daB das Bild von F, wieder in B, liegt, gleichen topologischen Verlauf hat 
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wie F,, und sich die Bilder verschiedener F,, nicht iiberlappen, dann ist jedes F,, 
auf sich selbst abgebildet. 

Der Beweis ist sehr einfach. Wire nimlich das Bild eines F,, von F,, ver- 
schieden, so hatte man durch die Bilder der F,, eine zuliassige Einteilung von B,, 
mit dem gleichen Modulpotenzprodukt erzeugt, die von ©, (a,,..., Sen —3) 
verschieden ist, was wegen der Unitat der Maximaleinteilung nicht méglich ist. 

Insbesondere ergibt sich fiir einen dreifach zusammenhangenden nor- 
mierten Vollkreisbereich B, und «,= 1, a,.= «,= 0: 

Schneidet man B, langs des Stiickes der reellen Achse zwischen |w| = r, > 1 
und |w — 1| =r, zu einem zweifach zusammenhingenden Bereich B’ auf, so 
ist es unméglich, B’ schlicht konform auf einen von B’ verschiedenen Bereich 
abzubilden, der nur Punkte von B, enthalt (vgl. hierzu JENK«Ns [2], Scutr- 
FER [2], SCHIFFER und SPENCER. 


§ 11. Beziehungen zur Literatur. Verallgemeinerungen 


Folgende Spezialfalle des vorliegenden Problems sind bereits anderweitig 
behandelt worden: 

1. Es treten keine Zwischenverbinde auf, d.h., «,=0 fir x=n+ 1, 
...,2n—3 bei U. Pret. Fir den Fall nur linienhafter Randkomponenten 
wurde dabei das Problem von M. ScuHIFFER [1] in anderer Terminologie for- 
muliert. 

2. Simtliche Randkomponenten punktférmig 


a) a,> 0, a,=—0, x=2,..., 2n — 3, bei H. Gr6rzscn [1] und M. A. 
LAVRENTIEV [1, 2], 

b) «, = 0, firx=1,n+1,..., 2n — 3, a= ag=°*'=a, > 0, bei G. M. 
GOLUSIN. 

3. Die Randkomponente &k, linienhaft, die anderen punktférmig «, > 0, 
a, = 0, =2,..., 2n — 3, bei H. Grorzscu [1], 

4. Simtliche Randkomponenten linienhaft und «, > 0, «,=0,x =2,..., 


2n — 3, bei J. A. JENKaNs [2], 

5. n= 3, zwei Randkomponenten linienhaft mit «, 20, die dritte ent- 
weder punktférmig mit «, = 0 oder linienhaft mit «, > 0, bei J. A. JENKrNs [4], 

6. Einige der auf n = 3 zuriickfiihrbaren symmetrischen Fille n = 4, bei 
J. A. Jenkins [5]. 

Ferner fiir n = 3 die folgenden ausrechenbaren Fille: 

7. Simtliche Randkomponenten punktférmig, die «, beliebig, bei L. 1. 
Kovsrna und J. A. JENKINs [3]. 

8. Zwei Randkomponenten punktférmig mit positivem «,, eine linien- 
formig mit «,—0, bei P. P. Kurarev und A. E. Faves sowie bei J. A. 
JENKINS [3]*?). 


32) Es sei bemerkt, daB mit 5., 7. und 8. Herr JenKrns den Fall n = 3 zum wesent- 
lichen Teil behandelt hat. Es fehlen jedoch insbesondere noch diejenigen Falle, bei denen 
gleichzeitig um eine Randlinie und um einen Randpunkt je ein Wirbelverband wirklich 
vorhanden ist, d. h.: Eine Randkomponente linienhaft mit «, > 0, eine punktférmig mit 
2, > 0 und die dritte beliebig mit x, = 0. 
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Das Problem 1aBt sich auch auf Flachen héheren Geschlechtes sowie Be- 
reiche auf diesen iibertragen, wobei wieder die gleichen Methoden — Konstruktion 
Riemannscher Mannigfaltigkeiten, Flachenstreifen- und Kontinuitaétsmethode 
— anwendbar sind. Ferner kann man auch an Stelle einiger oder aller Wirbel- 
verbinde von Rand zu Rand verlaufende Rechtecksverbinde treten lassen. 
Nach Aufstellung aller topologischen Méglichkeiten fiihren dann wieder die 
bereits hier verwendeten Methoden zum Ziel. 
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Representations of Weakly Closed Algebras 
By 
J.M.G. FEect in Pasadena 


Introduction 


KaPLansky has shown’) that, if B is the algebra of all bounded operators 
in separable infinite-dimensional Hilbert space, and if R is a *-representation 
of B in a separable Hilbert space, then R must be a direct sum of copies of 
the identity representation. The main result of this paper is the generalization 
of the above result to *-representations R of arbitrary purely infinite algebras A 
of Type I*). It is shown that, if R is separable, i. e., if the Hilbert space of A 
and that of the range of R are separable, then R must be a “natural’’ re- 
presentation, i.e., a direct sum of restrictions of the identity representation 
to a direct summand (provided A is realized in a space in which it has multi- 
plicity 1). 

It turns out that this result splits into two parts. First, any separable represen- 
tation of any purely infinite algebra A (whether of Type I or not) is what we 
will call a direct summand representation, that is, the kernel of the restriction 
of R to any invariant subspace is a direct summand of A. On the other hand. 
for a representation of any algebra of Type I to be “natural” in the above 
sense, it is sufficient that it be a direct summand representation. The latter 
statement can be set in an even broader context. Let A by any weakly closed 
algebra, and e a projection in A which is not contained in any proper direct 
summand. Then any direct summand representation R of A is essentially 
determined by its restriction R) to eAe. In the special case that A is of 
Type I, e can be so chosen that eAe is commutative. The analysis of R() can 
then be completely carried through by the methods of spectral multiplicity 
theory. 

1. Preliminaries 

For the definition of AW*-algebras, their properties, and the properties of 
projections contained in them, we refer the reader to the pioneering article 
of KapLansky [3]. A direct summand of an AW*-algebra A is a subalgebra 
of the form eA, where e is a central projection in A. An AW*-algebra which 
is *-isomorphic with a self-adjoint weakly closed algebra of operators in a 
Hilbert space is an (abstract) W*-algebra. 

If I is a two-sided ideal of an AW*-algebra A, A/I is said to satisfy the 
countable chain condition if there exists no uncountable family {e,} of pro- 

*) See [5]. 

*) This generalization was conjectured by KaPLANSKY. 
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jections in A such that (i) e, ¢ J, (ii) e,e,€ J whenever « + f. A itself satisfies 
the countable chain condition if A/(0) does. 

A *-representation R of a C*-algebra A with unit | is a homomorphism of A 
into bounded operators on a Hilbert space H, which carries involution into 
the adjoint operation; R is proper if R, is the identity operation; and separable 
if H is separable. We shall call R faithful-irreducible if there is no proper 
closed invariant subspace K of H such that the kernel of the restriction of 
R to K is equal to the kernel of R. 

The following set-theoretic lemma is crucial] in the argument of Theorem 2.4: 


Lemma 1.1.*). There exists a family S, having the power of the continuum, 
of sequences of positive integers such that, if r, s © S and r + 8, then r,= 8, for 
at most finitely many n. 


2. Direct Summand Representations 


A *-representation R, acting in a Hilbert space H, of an AW*-algebra A 
will be called a direct summand representation if, for any closed invariant 
subspace K of H, the restriction of R to K has for its kernel a direct summand 
of A. The *-representation R is completely centrally additive if for any family F 
of pairwise orthogonal central projections, Rie h) = 2 R(h); it is com- 
pletely additive if the above equation holds for any family F of (not necessarily 
central) orthogonal projections. 

All the three properties defined above are preserved under the forming of 
direct sums and invariant subspaces of representations. 

Lemma 2.1. A direct summand representation R of an AW*-algebra A .is 
completely centrally additive. 

Proof. Let F be an orthogonal family of central projections in A, with least 
upper bound e. If P= R,— 3 R,, then P is a projection whose range K is 

heF 
an invariant subspace; let R’ be the restriction of R to K. By hypothesis, the 
kernel of R’ is a direct summand e,A. Clearly R, = 0 or hse, for AcF; 
thus e < e, or R, = 0. But R; is the identity on K; hence K = (0), or P = 0. 
Q.E.D. 

The converse of 2.1 is true for finite algebras. 

Lemma 2.2. A completely centrally additive *-representation R of a finite 
AW*-algebra A is a direct summand representation. 

Proof. If R acts in H, and K is an invariant subspace of H, denote by J 
the kernel of the restriction of R to K. By central additivity, I contains 
a largest central projection h; and hA Cc J. Assume hA + J; then J contains 
a non-zero projection k with kh=0. Hence, by the finiteness of A, there 
are*) finitely many projections {e,}, each equivalent to a subprojection of k 
(hence all belonging to J), and adding up to a non-zero central projection e, 


3) See [5], Lemma 2. 
*) See [3], Lemma 4.11 and the proof of 3.5. 
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which must be in J and orthogonal to h. This contradicts the maximality 
of h. Q.E.D. 


In 2.2, if we remove the hypothesis of the finiteness of A, but suppose R 
to be completely additive, the argument goes through as before, except that 
{e,} may now be an infinite family. We thus obtain: 


Lemma 2.3. A completely additive representation of any AW*-algebra is a 
direct summand representation. 

The following theorem on ideals in purely infinite algebras enables us to 
establish that every separable representation of a purely infinite algebra is a 
direct summand representation. 


Theorem 2.4. If A isa purely infinite AW*-algebra and I is a closed two-sided 
ideal of A, such that both A and A|I satisfy the countable chain condition, then 
I is a direct summand. 

Proof. Step I. We shall show that the sum of any infinite (necessarily 
countable) sequence {e,,} of orthogonal central projections in J also belongs to J. 

Let »' ¢,, = e; and assume e ¢ J. Since A is purely infinite, we may write5) 
€,, a8 a sum e,, = >” e of infinitely many orthogonal projections e® (n = 1, 


n 
2, .. .) each equivalent to e,,,, and hence belonging to J. For each sequence {s,,,} of 
positive integers, let /,= )> eS. Since e») ~ e,., we have®) f,~ e for all such 


m? 


m 
8; hence /, ¢ J. Now choose (by 1.1) an uncountable family S of such sequences, 
such that, if r, s¢ S and r + s,r,, and s, coincide for at most finitely many n. 
Then, for r, s ¢ S and r + s, f, f, is a finite sum of the e®, and hence belongs 
to I. The facts that /,¢ J and /,/,¢ I (for r+ s), together with the uncoun- 
tability of S, contradict the countable chain condition for A/J. 

Step II. By Step J there is a largest central projection e in J. We com- 
plete the proof by showing that J = eA. 

Assume the contrary. Then there is a projection f in J orthogonal to e. 
Choose’) an infinite sequence {/,} of orthogonal equivalent projections, each 
equivalent to a subprojection of f (hence /,, € J), and adding up to a non-zero 
central projection h; h is necessarily orthogonal to e, hence h ¢ J. 

Now choose (by 1.1) an uncountable family S of infinite sets of positive 
integers, such that F > F’ is finite whenever F, F’¢ Sand F + F’; putgp= »’ f,,. 

neF 


Since the /, are all equivalent, we have g, ~ h, hence g,4 J, for all F in S. 
On the other hand, for F + F’, gp gy is a finite sum of the /,,, hence belongs 
to J. The uncountability of S now contradicts the countable chain condition 
for A/I. Q.E.D. 

Corollary 2.5. If A is a purely infinite AW*-algebra satisfying the countable 
chain condition, then any separable *-representation of A is a direct summand 
representation. 

5) See [3], Lemma 4.4. 
6) See [3], Theorem 5.5. 
7) See [3], Lemmas 3.5 and 4.3. 
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Corollary 2.6. If A is any AW*-algebra satisfying the countable chain con- 
dition, then any separable completely centrally additive *-representation of A is 
a direct summand representation. 

Proof. By 2.2 and 2.5). 

Corollary 2.7. A purely infinite AW*-algebra A, satisfying the countable chain 
condition and without any minimal direct summands, has no separable factor 
representations. 

Proof. If R were such a representation, its kernel would by 2.5 be a direct 
summand hA. Since R is a factor representation, (1 — h)A would be a minimal 
direct summand, which is impossible. Q.E.D. 

Corollary 2.7 has an application to direct integral decompositions. Assume 
for the sake of concreteness that A is a W*-algebra having a direct integral 
decomposition A = f F,d us, where uv is Lebesgue measure on [0,1], and 
each F,=—F,F being an infinite factor in separable Hilbert space. Given 
a value of s, one naturally asks whether it is possible, for each a in A, so to 
define all the components a(s) (initially undefined on a set of Lebesgue mea- 
sure 0) that the mapping a —a/(s) is a *-representation of A. The answer 
is easily seen from 2.7 to be negative’). 


3. Induced Representations 


Let A be a C*-algebra with unit 1, containing a projection e. Let R be a 
*-representation of A, acting in a Hilbert space H. If H) is the range of the 
projection R,, we denote by R() the representation of eAe obtained from R 
by restricting the domain of R to eAe, and the domain of the operators R, 
to H«). In this section we show how the properties of a direct summand 
representation R of an AW*-aigebra A are often determined by those of the 
representations R() of subalgebras eAe. The first few results are stated for 
C*-algebras. 

If V is a subset of a Hilbert space H, [V] will denote the closed linear 
subspace of H generated by V; if C is a set of operators in H, and VCH,CV 
is the set of all Tz(7'¢C, x¢€V). If R is a representation of A, and BCA, 
R, denotes the set of all operators R,(a ¢ B). The unitary equivalence of two 
representations R and S is expressed by R = S. 

Lemma 3.1. Let A be a C*-algebra with unit, e a projection in A, R a proper 
*-representation of eAe. Then there exists one and (to within unitary equi- 
valence) only one proper *-representation S of A such that (i) S‘ = R, (ii) [S,4, K] 
= K, where K is the space in which S acts. 

We call S the representation of A induced by R. 


Proof. Part I. We first prove the existence of 8S. Without loss of gene- 
rality, assume R cyclic; otherwise, we may chop R into a direct sum of cyclic 
parts R,, construct S,; as below for each cyclic part, then take S to be the 
direct sum of the S,;. Let H be the space of R, and & a cyclic element for R. 


8) See [3], Theorem 4.2. 
*) If F were finite-dimensional, the answer would be affirmative, a fact proved in [7]. 
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For a in A, put f(a) = (R,,,é, &); then f is a positive functional on A. Hence, 
corresponding to / there is a cyclic representation!) S of A, acting in K and 
having a cyclic vector 9 with f(a) = (S,7, y) = (R,4.&, €&). We verify that 
the definition 


9 (S,n) = R,é (a € eAe) 


establishes an isometry g from K,= [S,,,7] onto H; and that »(S,¢)=R, »(¢) 
for [ € Kg. 

For any 4, (S,n, S,n) Ce (Sas. UB n) = (Reare, &) - (Sas UB n) - (, San); 
hence S,y = y. Thus, if ¢ is a vector in K with S,¢ = ¢, and if {a(n)} is a 
sequence of elements such that S,(,) > ¢, we have S,one%] = Sean) > S.6 
= [, so that ¢ ¢ Ky. This shows that K, contains the range of S,; the reverse 
inclusion is obvious. Hence K,= the range of S,. From this and the pro- 
perties of ~, we conclude that S()= R. Since S,n = n, we have 7 € S, K, 
hence [S,,K] = K. 

Part II. The uniqueness of S is proved in the usual manner. Let T, 
acting in L, be another *-representation of A having the same properties 
as S. Let K() and L*) be the ranges of S, and T, respectively. Since by 
hypothesis S)= R= 7), there is an isometry p of K(*) onto L(*) such that 


@(S,rz)=T, p(x) (x¢€ K®,a€eAe). os 


n n 
Now if a,,...,4,€A, %,---,Yn€ KO, y= DY Say, and y’= J 7T,, y(y,), 
i=1 i=1 


we verify that the mapping y-— y’ extends @ to an isometry from a dense 
subspace of K onto a dense subspace of L. Filling out ¢ to all of K, we find 
that (1) holds for all z in K and allain A. Q.E.D. 

The following lemma describes in detail the correspondence between 
invariant subspaces of R and those of R. Its proof offers no difficulties, 
and is omitted. 

Lemma 3.2. Let A be a C*-algebra with unit, e a projection in A, and R a 
proper *-representation of A, acting in H, such that [R,,H)=H. Put H)= 
the range of R,. There is a one-to-one correspondence K «+ K(*) between the set 
of all subspaces K of H invariant under R, and the set of all subspaces K(*) of H‘*) 
invariant under Rt): 

KO = Kn H™, sas 


K =[R, K]. .. + (2) 


This correspondence has the properties: 

(3) It preserves the relation of orthogonality of subspaces ; 

(4) If R restricted to K is denoted by S, then S(*) is equivalent to the restriction 
of R® to K), 

Corollary 3.3. Under the conditions of 3.2, R is irreducible if and only if Rt 
is irreducible. 


1) See [6], Chap. 2, § 6, Theorem 3. 
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Lemma 3.4. Keep the hypotheses and notation of 3.2, and let I and J be the 
kernels of R and Rt) respectively. Then 


J=IneAe, coca 
I = {a|a€A, ebace€J for all b,c €A}. 20.0 oa 


Proof. Obviously J -\eAe CJ. Ifa ¢ J, thena ¢ eAe, and for b ¢ A, x € He, 
R,(R,z) = R,(R,,,2) = 0. Hence R, = 0, or a ¢ J. This proves (1). 

To prove (2), lett a¢ J. Then R,,x=0 for all b¢€ A, x€ Ht); so that 
(R,»x, Ri y) = 0 or (R, 49,2, y) = 0 for all b,c € A, x, y € H\. Thus R®,,, =0; 
or ecabe € J for all b,c in A. Since the argument proceeds equally well in the 
opposite direction, the proof of (2) is complete. Q.E.D. 

Corollary 3.5. Under the hypotheses of 3.2, R is faithful-irreducible if and 
only if R‘ is faithful-irreducible. 

Proof. By 3.2 and 3.4. 

Turning now to AW*-algebras, we next identify the kernel of R as a direct 
summand of A in case that of R*) is a direct summand of eAe. 

Fix an AW*-algebra A. The following lemma is easily verified. 

Lemma 3.6. If ¢ is a projection in A, and f and g are projections contained 
in e, then f ~ g in eAe if and only if f ~ g in A. 

The least carrier of an element a of A is defined as the smallest central 
projection h in A such that ha = a. The following lemma is proved by stan- 
dard A W* techniques. 

Lemma 3.7. Let f be a projection in A, with least carrier h. Then h is the 
largest projection with the property that, for each non-zero subprojection g of h, 
there is a non-zero projection k such that k X g, k X f. 

Lemma 3.8. If e is a projection in A, the central projections k of eAe are 
all of the form k = eh, h a central projection of A. 

Proof. Let k be a central projection in eAe and h its least carrier in A. Evidently 
eh=>k. If inequality holds in this relation, apply 3.7 to eh — k to obtain 
a projection f such that 0+ f < eh —k, f Xk (in A). Hence, by 3.6, /<k 
in eAe, so that f<k. But fsk, fseh—k imply f =0, a contradiction. 
Q.E.D. 

A projection e in A spans the identity if its least carrier is the unit element. 

Lemma 3.9. In Lemma 3.4, suppose that A is an AW*-algebra, and that e 
spans the identity. Then I=hA if and only if J =(eh) (eAe) (h being a cen- 
tral projection in A). In particular, R is faithful if and only if R) is faithful. 

Proof. If J = hA, then by 3.4 J = hAr\eAe = (eh) (eAe). On the other 
hand, suppose J = (eh) (eAe). Then, by 3.4 (2), AA CI. If inequality holds 
here, let f be a projection in J orthogonal to h. Since e spans the identity, 
there are projections p and gq"), and a non-zero element a, with f > p~ q Se, 
a*a = p, aa*=q. Since f ¢ I, by 3.4 eafa*e ¢ J. Hence (fa*e)*(fa*e) = eafa*e 
= h(eafa*e) = ea(hfja*e = 0. Hence 0 = p(fa*e)qg = pa*g = a*, which con- 
tradicts a+ 0. Q.E.D. ; 


4) See [3], Theorem 5.6. 
Math. Ann. 133 9 
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The preceding results of this section have assumed [R,,.H]= H. But, if 
R is a direct summand representation and e spans the identity, this assumption 
is automatically fulfilled. 

Lemma 3.10. Let A be an AW*-algebra, e a projection in A spanning the 
identity, and R a proper direct summand representation of A, acting in H. 
Then [R, .H) =H. 

Proof. If [RH] + H, there exists y + 0 in H, such that (R,,2z, y) = 0 for 
all x in H and a in A; i.e., such that R,,y = 0 for alla in A. Let ] =hA be 
the kernel of the restriction of R to [R, y] (h a central projection). Then, by 
the above relation, R,= 0 on [R,y], hence e < J or e<h. Since e spans the 
identity, this implies h=1, or J= A. Hence 0= R,y= y +0, a contra- 
diction. Q.E.D. 

Theorem 3.11. Let A be an AW*-algebra, with projection e spanning the iden- 
tity. If R is a proper direct summand representation of A, with kernel h A, then 
R©® is a proper direct summand representation of eAe, with kernel h(eAe). Con- 
versely, if S is a proper direct summand representation of eAe, the *-representation 
R of A induced from S is a direct summand representation of A. The represen- 
tation S uniquely determines R; and is faithful-irreducible if and only if R is. 

Proof. The first part is an easy consequence of 3.2, 3.9, and 3.10. The 
converse follows by 3.8 and 3.9. The last part results from 3.1, 3.5, and 3.10. 


4. Algebras of Type I 


In studying direct summand representations R of an AW*-algebra A, we 
may as well restrict ourselves to the case that R is faithful, since in any case R 
is faithful on a direct summand, and zero on its complement. But, for algebras 
A of Type I, the existence of a faithful direct summand representation implies 
that A is not only AW*, but W*. 

Lemma 4.1. For an AW*-algebra of Type I, the following conditions are 
equivalent : 

(i) A is a W*-algebra, 

(ii) A has a faithful completely centrally additive *-representation, 

(iii) A has a faithful direct summand representation. 

Proof. (iii) implies (ii) by 2.1. (i) implies (iii) by 2.3. Clearly (ii) implies 
that the center of A is a measure algebra; and the latter implies that 
A is W*), Q.E.D. 

By a realization of an abstract W*-algebra A we mean a *-representation 
of A onto a weakly closed self-adjoint algebra of operators. A realization is 
necessarily a direct summand representation (see 2.3). We note the converse 
of this for commutative algebras. 

Lemma 4.2. A faithful proper direct summand representation R of a commu- 
tative W*-algebra A is a realization. 


12) See [4], Theorem 2, and [3], p. 236. 
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Proof. Let A’= the range of R. Since R is an isometry"), A’ is the norm- 
closed algebra generated by the R, (f a projection in A). By 2.1, the R, form 
a complete Boolean algebra of projections. Hence) A’ is weakly closed. Q.E.D. 

The known structure theory for the realizations of an abstract commu- 
tative W*-algebra may be stated as follows: 

Theorem 4.3"). Let A be an abstract commutative W*-algebra. To each 
projection h in A, there is (to within unitary equivalence) one and only one 
proper faithhul-irreducible direct summand representation S\”) of A having kernel 
(1 — h)A. Every proper direct summand representation R of A can be written 
in one and only one way in the form 

R= DY p(h)- 8, 
heD 
where D is a pairwise orthogonal family of non-zero projections in A whose sum 
is 1, and @ is a one-to-one function on D whose values are cardinals. (p(h) - Si 
means the direct sum of p(h) copies of S™),. 

We are now in a position to classify all direct summand representations 
of a W*-algebra of Type I. 

Theorem 4.4. Let A be an abstract W*-algebra of Type I. For each central 
projection h of A, there exists (to within unitary equivalence) precisely one 
faithful-irreducible direct summand representation R of A whose kernel is (1 —h) A. 
Call this representation R(A;h). Every proper direct summand representation R 
of A can be written in one and only one way as 


R= DY p(h)- R(A;h), 
heD 


where D is a pairwise orthogonal family of non-zero central projections in A 
whose sum is 1, and @ is a one-to-one function on D whose values are cardinals. 

Proof. Let e be an Abelian projection spanning the identity, and h a central 
projection. Then eAe is Abelian; by 4.3 (see 4.2) there is a unique proper 
faithful-irreducible direct summand representation S‘”) of eAe having kernel 
(1 — h)eAe. Hence by 3.11 the representation R of A induced by S is the 
unique proper faithful-irreducible direct summand representation of A with 
kernel (1 — h) A; we call it R(A; h). 

If R is a proper direct summand representation of A, then R is a proper 
direct summand representation of eAe; hence by 4.3 R(® can be written in 
one and only one way in the form 


RO = ¥ p(h)- S, a 
heD 


(gy, D, S™ being as in 4.3). Now, by 3.2, direct’ sum decompositions of R 
correspond in a one-to-one way with direct sum decompositions of Rt, and 


13) See [8], Theorem 6.2, and [2], P. 411. 

14) See [1], Theorem 3.4. 

5) This is a rephrasing of results of [9], especially Theorems 1 and 2. It is easily veri- 
fied that a realization of a commutative W*-algebra is faithful-irreducible if and only 
if it is onto a maximal Abelian self-adjoint algebra of operators. 


g* 
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conversely. Hence equation (1) implies 
R= XS pth): R(A;h). <> 
heD 


The uniqueness of (2) follows immediately from the uniqueness of (1). Q.E.D. 
Combining 2.5 and 4.4, we obtain the principal theorem of this paper: 
Theorem 4.5. Any separable *-representation R of a purely infinite AW*- 

algebra A of Type I satisfying the countable chain condition is of the form 


R= ph): R(A;h), 
ACD 
where p, D are as in 4.3. 
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Srece., Cart Lupwie 
Math. Annalen, Bd. 133, S. 127—138 (1957) 


Uber einige Ungleichungen 
bei Bewegungsgruppen in der nichteuklidischen Ebene 


Von 


Cart Lupwieé Sir¢et in Gottingen 


1. Es seien A,,..., A,, Elemente einer topologischen Gruppe J” und 
| A,,} die durch sie erzeugte Untergruppe von J", ferner 4 = 4(A,,..., 
A,,) die aus dieser durch AbschlieBung entstehende Gruppe. Man kann die 
Frage aufwerfen, welche abgeschlossenen Untergruppen von J" sich auf diese 
Weise gewinnen lassen. 

Weiterhin sei J” als Liesche Gruppe vorausgesetzt. Nach einem Satz von 
E. Cartan [1], der fiir Matrizengruppen bereits durch J. von NEUMANN [2] 
bewiesen wurde, ist jede abgeschlossene Untergruppe einer Lieschen Gruppe 
wieder eine Liesche Gruppe. Fiir 4 kommen also nur Liesche Untergruppen 
von J" in Betracht, und man hat die dabei auftretenden Méglichkeiten niher 
zu untersuchen. 

Als einfaches Beispiel sei die Gruppe aller Translationen im euklidischen 
Raum von n Dimensionen genannt. Jede abgeschlossene Untergruppe ist 
direktes Produkt der Gruppe aller Translationen in einem euklidischen Unter- 
raum ZL und eines Gitters G, wobei der Durchschnitt von Z und G der Null- 
punkt ist. Hieraus folgt dann leicht der Kroneckersche Approximationssatz 
und insbesondere die Tatsache, daB fiir m > n im allgemeinen 4 = I" wird. 

Von nun an sei J" die Gruppe aller Bewegungen in der nichteuklidischen 
Ebene. Wir geben die Elemente von J" durch reelle zweireihige Matrizen 


A=(7 34): |A| ad —be=1, 


wobei aber A und —A dieselbe Bewegung repriisentieren, nimlich dieselbe 
lineare Transformation 
_ az+ b 
‘= ez+d 
in der oberen z-Halbebene. Sind fiir m solche Matrizen 
a, ar 
A,=(* 2) (k=1,...,m) 
die 3 m GréBen a,, b,, c, tiber dem K6rper der rationalen Zahlen algebraisch 
unabhingig, so sollen die ‘A, voneinander unabhingig genannt werden. 
Fiir die Lieschen Untergruppen von J" bestehen folgende fiinf Méglich- 
keiten : I. diskrete Gruppe ; II. Abelsche Gruppe aller linearen Transformationen 
mit gegebenem Paar von Fixpunkten in der z-Ebene, wobei der hyperbolische, 
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elliptische, parabolische Fall auftreten kann; III. Gruppe aller linearen Trans- 
formationen, die ein gegebenes Paar von verschiedenen reellen Punkten in 
sich iiberfiihren, IV. Gruppe aller linearen Transformationen, die einen ge- 
gebenen reellen Punkt fest lassen; V. J" selber. 

2. Bei oberflaichlicher Betrachtung kénnte man vermuten, daB in Analogie 
zum Kroneckerschen Satz wieder A(A,,...,A,,) = J" sein wiirde, wenn die 
Erzeugenden A,,...,A,, voneinander unabhingig sind und ihre Anzahl m 
geniigend groB ist. Es ist nun bemerkenswert, daB eine solche direkte Analogie 
nicht besteht. Dies ersieht man aus folgender Uberlegung. Es sei p eine 
natiirliche Zahl > 1. Fir jeden K6rper algebraischer Funktionen vom Ge- 
schlechte p ergibt die Uniformisierungstheorie 2 p Paare nichteuklidischer Be- 
wegungen, deren Matrizen A,,_,, Aj,(k =1,..., p) durch die Kommutator- 
bedingung 


Pp 
fi (Any Age Age 1 AR) = +E 
=1 
verkniipft sind. Es scheint iibrigens nicht bekannt zu sein, ob hierin auf der 
rechten Seite immer das positive Vorzeichen richtig ist. Die Gruppe {A,, . . . , 


A,,} ist diskret und hyperbolisch, d. h. sie entha]t auBer E lauter hyperbolische 
Bewegungen. Man kann noch die Normierung 


Gey-1 > 1, bay: = Cop-1 = 9, +b,,=— C2, > 0 


treffen und dann die 6p—6 Elemente a,, b,,c,(l=1,...,2p—2) von 
A,,...,Agy~2als Moduln des Funktionenkérpers einfiihren, welche lokal unabhan- 
gige reelle Variable sind. Die hyperbolische Gruppe {A,,..., A,,~-2} ist nach dem 


Satze von DEHN und Maenus [3] eine freie Gruppe. Dabei kann man zu 
gegebenem m insbesondere 2 p — 2 =m wihlen. Zu jedem m gibt es also m 
voneinander unabhingige Matrizen A,,...,A,, nichteuklidischer Be- 
wegungen, so daB die Gruppe {A,, ... , A,,} diskret ist. 

Aus dieser Uberlegung folgt zugleich, daB fiir irgend m voneinander un- 
abhangige Matrizen A,,..., A,, stets {A,,...,A,,} die freie Gruppe von m 
Erzeugenden ist und da8 dann kein Gruppenelement parabolisch ist. Dies 
mége nun noch rein algebraisch bewiesen werden. Wir setzen 


(1) A_.=4Az'=( 4, 4 (k=1,...,m) 
—(, & 

und bilden aus den Zeichen A,, A_, ein Wort 

(2) W=A,A,...Aj,.- 

Dabei sind 1,, 1, ..., 1, Zahlen aus dem Wertevorrat +1, +2,..., +m, und 


ihre Anzahl A sei positiv. Wir wollen voraussetzen, daB W gekiirzt ist, daB 
also 1, + 1,+ 0, 14+ 1,+0,...,4-1+1,+0 ist. Es soll gezeigt werden, dab 
die Spur o(W) nicht konstant ist, wenn die 3 m GréBen a,, b,,¢,(k = 1,..., m) 
unabhangige Variable bedeuten. Da W und A,, WAj,' dieselbe Spur besitzen, 
so kann man beim Beweise auch noch |, + l,+ 0 voraussetzen. 

Zur Diskussion der Gleichung 


(3) o(W)=t 
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mit konstantem t werden jetzt die Bedingungen |A,| = 1(k=1,...,m) 
fallen gelassen und simtliche 4m Elemente a,, b,, c,,d, von A,,...,A,, als 
Unbestimmte angesehen. Anstelle von (1) definieren wir 
d, —b 
A.,=|A,| 4z7=(_% *) oon h cna, Gn 


und behalten die Erklarung von W durch (2) bei. Aus der urspriinglichen 
Voraussetzung (3) folgt jetzt 


(4) 0° (W) = 1? |A,| |A,| -* - |Ay| 

als Identitat im Ringe der Polynome der 4 m Unbestimmten a,, . . . , d,,, und 
auBerdem ist 

(5) |W| = |A,| |Ai| -** |Aal - 


Hierin substituieren wir speziell 


Ay=(F) (7202), 4-2=(_%) (Be —ax) (E=1,.--,m), 


also = A, Vy, 0, = Hy Op, Ce = By Vy, dy = 8, 5,, wobei nunmehr die 4 m GréBen 
a, Bes Vx, 6, Unbestimmte sind. Dann verschwinden aber alle 2m Deter- 
minanten |A,|, | A_,|, also nach (4) und (5) auch o(W) und |W]. Daher ist jetzt 


(6) (A,,...A,) (A;,---4,) = W?=0. 

Definiert man noch a_,= 6,, B-.= —Ye Y-e= —Be O-~= & (KF =1,..., m), 

so gilt fiir beliebige Indizes q,, . . . , q, aus der Reihe +1,..., +m die Formel 
r—1 

(7) A,. le A,= (i) (Ye, 9a,) il (Y¢, Ce v 54, Ba, .,) ’ 


und hierin ist ein Faktor Ya, %a,,,+ 54, -, = 0 nur fiir g, + g,,, = 0. Aus den 
Voraussetzungen 1, + 1,+ 0,...,l,.+ + 0, ,+ 1,+ 0 folgt dann nach (7), daB 
die linke Seite von (6) nicht die Nullmatrix ist, und das ist ein Widerspruch. 
Der Spezialfall t= +2 ergibt insbesondere, daB W weder +Z noch para- 
bolisch sein kann. 

In diesem Zusammenhang ist noch zu bemerken, daB es sehr wohl im 
Matrizenring zweiten Grades nicht-triviale Identitiaten gibt, wie etwa 


(A B— BAC =C(A B- BA). 


3. Nach einem Satz von J. NIELSEN [4] ist eine nicht-kommutative hyper- 
bolische Bewegungsgruppe A stets diskret. Dies folgt bei Benutzung des 
Cartan-Neumannschen Satzes leicht aus der gegebenen Aufzahlung aller Lie- 
schen Untergruppen von J’. In A existieren nimlich zwei nicht-vertauschbare 
Elemente, die dann keinen gemeinsamen Fixpunkt haben kénnen, da sonst 
ihr Kommutator parabolisch sein miiBte. Da die Menge der elliptischen 
Elemente von J” offen ist, so enthalt auBerdem die abgeschlossene Hiille A 
von A keine elliptische Bewegung. Also scheiden fiir 4 die Fille II. bis V. 
aus, und daher ist A = A diskret. 
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Nun seien A,,...,A,,(m> 1) voneinander unabhingig. Enthalt dann 
die Gruppe {A,,...,A,,} kein elliptisches Element, so ist sie notwendig 
hyperbolisch und nicht-kommutativ, also nach dem Nielsenschen Satze diskret. 
Enthalt andererseits die Gruppe {A;,...,A,,} ein elliptisches Element @, 
so sind die Potenzen G'(l = 1, 2, . . .) simtlich verschieden und beschrankt; 
also ist dann die Gruppe nicht diskret. Fiir 4(A,, ..., A,,) kénnen aber die 
Falle II. bis IV. der Tabelle nicht auftreten, da {A,,..., A,,} weder Invo- 
lutionen noch parabolische Elemente enthalt, und deshalb ist 4= TJ’. Die 
Elemente der Gruppe {A,,...,A,,} haben also entweder iiberhaupt keinen 
Haufungspunkt oder aber sie liegen in dem Gruppenraum J’ iiberall dicht. 
Dieses Ergebnis enthalt einen Beitrag zu dem eingangs gestellten Problem. 

In den folgenden Abschnitten sollen einige Aussagen bewiesen werden, die 
eine quantitative Verfeinerung des Nielsenschen Satzes enthalten. Gewisse 
hierbei auftretende Formeln finden sich bereits in einer friiheren Unter- 
suchung [5]. Wir benutzen die Abkiirzungen 


BAB-'=A,, ABA™“™B3O=A A;' = [A, B]. 
Es ist dann 
[A, [B, A]] = [A, Ag] 
und 
[A, B] = [— A, B] = [B, A}“' = [B, A“ ],, 


so daB insbesondere die Spur des Kommutators [A, B] ungeindert bleibt, 
wenn A mit B vertauscht wird oder wenn A durch + A, + A sowie B durch 
+ B, + B ersetzt werden. 

Satz 1: Es seien A, A Ap, [A, B],[A, Ap] hyperbolisch und o(A*) <6. 
Dann ist 


Min(o(A A,), (A Ajz")) <— 2. 


Satz 2: Hs seien A, B, A Ap, B By, (A, B), [A, Ag], [B, By] hyperbolisch 
und o (A?) < 6, o( B*) = 6. Dann ist 


a([A, B]) > 4+ Max(o(A?*), o(B)) > 6. 
Satz 3: Hs seien A, A~' + Ap und 
(8) o(A*)<3, Min(o(A Ag), o0(A Az")) > 1. 


Dann ist die Gruppe {A, B} nicht diskret. 

Die Voraussetzungen von Satz 2 sind offenbar starker als die von Satz 1. 
Dafiir ist Satz 2 symmetrisch in A und B, wihrend dies fiir Satz 1 nicht 
zutrifft. 


4. Zum Beweise von Satz 1 kann man 
40 
(9) A=(j0), 4e=1 
voraussetzen. Mit der Abkiirzung g =(A — )? ist dann 
(10) 0<o=o0(A*?)-—2<4. 
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Setzt man noch 


b 
B=(? 4), (4 Ap)—2=p, o({A, B)-2=4, o({A, Ag) — 2 =r, 
so wird 
ab Ad —Ab\ (w+ (A—pjad (u—Ajab 
(11) Ap=(?4)(_vc ne) = ( (A—p)ed itu—nea) 
sgn ee yg 
Bo \ (u—Ajed = A+(A—p)be 
p=oad, q=—-obc, p+q=e 
und folglich 
r=@abcd=-—pq. 


Wegen (10) ist dann 0<p+q34 und daher auch pg s4(p+q)*<4, 
r2-—4. Da aber [A, Ag] hyperbolisch ist, so ist entweder r < — 4 oder 
r > 0, also r > 0. Demnach haben p und qg entgegengesetztes Vorzeichen. Im 
Falle p < 0 folgt p < — 4, da A Ax hyperbolisch ist; im Falle g < 0 folgt 
q < — 4, da [A, B] hyperbolisch ist. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Legt man fiir A die Normalform (9) zugrunde, so laBt sich das Ergebnis 
auch in die folgende Gestalt setzen. Nach dem Bewiesenen ist entweder 
p=oad <—4 oder g= — obec < — 4; andererseits ist die Summe p + q¢ 
= o> 0. Daher ist der absolute Betrag der Differenz p—q=2p—o =o —2q 
=o(ad+bc) gréBer als 9 + 8, also der absolute Betrag von ad+be 
gréBer als 1 + 8 o-'. Insbesondere folgt hieraus die Ungleichung 
(12) (A — w)® Max (a?, b?, c?, d?) > 4. 

Liegt also unter den Voraussetzungen des Satzes 1 die Matrix A nahe an + £, 
so ist B weit von + Z entfernt. 

5. Zum Beweise von Satz 2 benutzen wir dieselben Bezeichnungen wie im 
vorigen Abschnitt. Fir A, B sind die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt, 
und insbesondere ist wieder 0 < 9 =(A — w)*< 4. Ferner ist jetzt aber 

(a — d)?+ 4bc0+2=(a+ d?— 2=o7(B) —-2=0(B*) <6, 
also 
4bce<54, —-q=obces4,q2-4. 
Da [A, B) hyperbolisch ist, so folgt g > 0 und daher p < — 4. 

Andererseits sind die Voraussetzungen von Satz 1 auch fiir B, A statt A, B 
erfillt. Setzt man noch o(B B,)—2=s und beachtet, daB o([B, A]) 
= a([{A, B]) =q + 2 > 2 ist, so folgt s < — 4. Ferner wird 

BB.=- (° 2) ( a a) ae agen bd+ ba) 
A \e d} \ute d ca+ptde d*+A*cb 
s=a®+ d?+ (42+ w*)bc —-2= (a+ d)?+ obc—4, 
also 
q=-—obc>(a+dP=—oa(B*)+2 
und auBerdem 
qI=e-p>et+4=a(A*) +2, 
woraus die Behauptung von Satz 2 folgt. 
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Da 
AB-BA=(A - (2, 0) 
ist, so wird die Determinante 
|A B—- BA|=obc=—q=2-a({A, B)). 
Wir kénnen also die Aussage von Satz 2 auch in der Form 
— |A B— BA| > 2+ Max(o(A?*), o(B?)) > 4 
schreiben. 
Der Ausdruck o([A, B]) — 2=q hat noch eine weitere algebraische Be- 
deutung. Die Fixpunkte der linearen Transformation mit der Matrix B be- 
stimmen sich nimlich aus der quadratischen Gleichung ¢ z*+ (d — a) z — b= 0, 


die fiir A entsprechend aus 0 z?+ (u — 4)z —-0=0. Die Resultante dieser 
beiden Gleichungen ist aber gerade 


|e d—a —b 0 
0 ec d—a —b 
0 w—A (OO 0 | 
10 0 w—h 0 | 





=-obe=q. 


Wegen der Invarianzeigenschaft der Resultante gegeniiber linearen Trans- 
formationen ist es klar, daB dies Ergebnis von der gewahlten Normalform 
fir A unabhingig ist. Die Ungleichung g > 0 besagt in geometrischer Sprech- 
weise, daB die Achsen der beiden hyperbolischen Bewegungen A, B sich nicht 
treffen. 

6. Zum Beweise von Satz 3 bemerken wir zunichst, daB die im vierten 
Abschnitt bewiesene Beziehung p + q = o in der Form 


(13) a(A Ag) + o(A Aj") = 0(A*) + 2 


geschrieben werden kann und so auch fiir beliebige Bewegungen A, B gilt. 
Die zweite Ungleichung in (8) kann daher durch 


~—1 <o(A A;') —2 =0(A?) — o(A Ag) < 0 (A?) — 1 


ersetzt werden, so dab fiir 9 = o(A?) — 2 und q = a([A, B]) — 2 die mit (8) 
gleichwertigen Ungleichungen 


(14) esl, -l<q<l+o 
erfillt sind. Wir erklaren die Matrizenfolge 
” b, 
A, = (* z) a =6@,1,...) 


rekursiv durch 


ab 
A, = B=(’ i): yy WP 


also speziell A,= A,. Weiterhin sind die Fille eines hyperbolischen, para- 


bolischen, elliptischen A zu unterscheiden. 





_— ee eae ieee 
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Im hyperbolischen Fall nehmen wir A in der Normalform (9) an, wobei 
wir noch /?> 1 voraussetzen kénnen. Nach (11) gilt dann die Rekursions- 
formel 


bn s1€ns1 = —0 Oy bn Cn dy = —Q Oy Cy (Oney + 1), 
wobei speziell bycy= 6 c und jetzt 
0<o=(A— pn)? <1 
ist. Fir ¢,= — 0 5,¢,, = erhalten wir demnach 
(15) In +1 = In (In — @) 
und hieraus 
(16) In+2=Qn(@ — Yn) (9 + OIn— Gn) - 


Es soll nun gezeigt werden, daB die Folge der q, gegen 0 strebt. Fir g= 0 
ist dies trivial, da dann alle g,—0 sind. Wir nehmen daher q +0 an. Ist 
q < 0, so folgt aus (15) in Verbindung mit (14), daB 0 < q,< 1+ 9 gilt. Ist 
q > 0, so wird nach (14) genauer 0 < ¢ = q,< 1 + 9. Es ist also auf jeden Fall 
0<q,.<1+o0 mit k=0 oder k=1. Ist nun fiir irgendein n =k die Un- 
gleichung o < q,< 1+ 0 erfillt, so wird 

0< = = -@<1, O<Gir<G%, 
und hieraus folgt dann die Existenz eines Index | = k, so dab 0 < ¢,< o ist. 
Gilt dabei g,= o, so wird q, = 0 fiir alle n > 1, also auch limg,= 0. Ist aber 
0 < q,< @, so ist fiir n =1+ 1 die Ungleichung 


0? 
0- —Gn = In-1(@ — In-1) 4 <1 


erfillt. Dann hat man 


2 sh lle 
0+ 99,—-Gm20-q— e276 > 9: 


und (16) ergibt 


aie * = (0 — dn) (@ + Gn — Tn) < (1 — Gu) (1 + Qn) < 1, O<—GQnie<—-G- 
Die Folge q, .;. +3: i+5:--- Wachst also monoton gegen 0. In Verbindung 


mit (15) ersieht man, daB auch limg, = 0 ist. 
Wir bilden jetzt 


\ 2b, 
F,—A°A, A-tm( 7 ) (n=O, 1,...) 
und fixieren die ganze Zahl g = g, unter der Voraussetzung q, = — 9 b,c, + 0 


durch die Bedingung 


1 < AS Boer? < 98, 
woraus 
(229 b,)* < AS Bec = ABQ? gh, (U8? Cy)* S BF CE = O-* Ge 








134 Cart Lupwic SieceL: 


folgt. Nach (11) ist 
a, “> be + (A —e ph) a,d, = A + (A —. B) ba fy ’ a, 44> pb +(u i A) b..¢,. 
Sind also die q, simtlich + 0, so strebt die Folge der F,, gegen A, wihrend alle 
F,, von +A verschieden sind. 
SchlieBlich sei g,—0 und dabei n méglichst klein. Ist nun n = 0, so ist 
bc = 0, aber b und ¢ nicht beide 0, da nach Voraussetzung A und B nicht mit- 
einander vertauschbar sind. Dann ist also entweder 


A,= 43= (6 rh, SS eke 
oder 
A 0 
6 (iamphea a (A—p)ed+0. 
Ist andererseits n > 0, so ist g, -; = 0, 6, —~1C,—1 = —1, Gy—14,-, = 0, @,-1 + dy, 


=0(A,-_,). Fir n > 1 ist o(A,_,)=A+ +0, also sind a,_, und d,_, dann 
nicht beide 0. Dies gilt aber auch fiir n = 1, da aus a,= a = 0, d,= d = 0 die 
Gleichung A, = A-'! folgt, gegen die Voraussetzung. Also ist im Falle n > 0 
envweder 


es wade WE 
A,= (5 a - ’ (u = A) a, 1 5,-,+ 90 


oder 
7 0 
An= (ape rdy-y a)? A Henna yma #9. 

Die Folge A*A,A-*(n=0) bzw. A*A>'A“*(n>0) mit h—- — co oder 
h-—+ + co strebt dann gegen A, wihrend wieder alle Glieder von +A ver- 
schieden sind. Damit ist gezeigt, daB die Gruppe {A, B} im Fall eines hyper- 
bolischen A nicht diskret ist. 

7. Die beiden restlichen Fille von Satz 3 sind kiirzer zu erledigen. Ist A 
parabolisch, so kénnen wir 

A= (0 i) 
01 


normieren, indem wir eventuell noch —A durch A ersetzen, und erhalten 
A -(° weer | | d —b tier a* ) 
BY \e c+d}/\—c a] \ —e 1+ac]’ 

a,4+1>= 1- Ay Cn, by +1 = a2, {34% c, d, 44> 1+ an Cn (n=0,1,...) 


mit c= c. Es wird ferner 
wer 1l\/l+ac —a* l+ac+c? l1—ac—a? 
i= 445" =) ("20 ) 


01 ce l—ac € l—ac 
q = a([A, B]) -2=e, @ = 0(A*?)—2=0, 
und die Voraussetzung (14) ergibt c?< 1. Hieraus folgt 
—¢,=c*+0 (0<n+o), 


n—1 
a, — 1 = —a,_,¢,-4= —ac”-14+ ¥ c*-* 0, 
k=1 





I 


fe 


fi 


eS Oo be 


aA 08 a 
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also 
a,>1, b,>1, ¢, +0, d,+1, A,>A. 


Ist dabei c + 0, so sind auch alle c,+0 und A,+ +A. Ist jedoch c = 0, so 
gilt ad = 1, aber a?+ 1, da [A, B] + Z vorausgesetzt wurde. Dann strebt 
die Matrizenfolge 


u 1 az 
BAB »=() 1) 


gegen EF fiir h + oo oder h + — oo, wihrend alle Glieder + + sind. Also ist 
{A, B} nicht diskret. 

Endlich sei A elliptisch. In diesem Falle ist es vorteilhaft, als Modell der 
nichteuklidischen Ebene das Innere des Einheitskreises zu nehmen. Dies wird 
durch die lineare Transformation 
st—1 
s— > 
erreicht, wodurch die Matrizen der nichteuklidischen Bewegungen die kom- 
plexe Form 





3= 


B= (5 2) aa—bb=1 


bekommen, wahrend die Spuren ungedndert bleiben. Man kann jetzt 
a=(39, anit 
normieren, wobei (A — «)*= @ < 0 wird. Demnach gilt nunmehr 
In= — 06, 6, = —0b,6, = 0 (n =0,1,...). 
Wegen [A, B] + 0 ist ferner 6 + 0, so daB aus (14) die Ungleichung 
0<-obb=q<lie 
folgt. Insbesondere ist also 9 > — 1. Ist nun die Ungleichung 
0<q<1+o 
fiir irgendeinen Index n erfillt, so ergibt die Rekursionsformel (15), daB 
0<S4=9,-9 <1, O0<qnir<% 


ist. Also strebt g, monoton fallend gegen 0. Es folgt b,— 0, a,d,, = a,@,— 1. 
Mit Riicksicht auf (11) strebt daher die Folge A, gegen A, wahrend wegen 
b, + 0 alle Glieder von +A verschieden sind. Daher ist auch im elliptischen 
Falle die Gruppe {A, B} nicht diskret. Hiermit ist Satz 3 vollstandig bewiesen. 

Zu dem Ergebnis ist noch folgendes zu bemerken. Es ist bekannt [6], 
daB der Inhalt des Fundamentalbereiches einer diskreten Gruppe nicht- 
euklidischer Bewegungen eine positive untere Schranke hat, nimlich den 


Wert 0° der iibrigens zugleich wirklich erreicht wird. Dadurch wird es plau- 
sibel, daB es in einer diskreten Gruppe keine zwei Elemente A, B geben kann, 


die nicht miteinander vertauschbar sind und beliebig dicht an + Z liegen. 
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Dies wird nun durch Satz 3 in Evidenz gesetzt, und zwar in Form der einfachen 
Ungleichheitsbedingungen (8), in denen nur die Spuren von A?, A Ap, A Aj! 
auftreten. Dabei kann noch o(A Ag) vermége (13) eliminiert werden. 

8. Ohne Benutzung des Cartan-Neumannschen Satzes laiBt sich der Nielsen- 
sche Satz in einfacher Weise aus Satz 1 ableiten. Es seien A, B zwei Elemente 
einer hyperbolischen Bewegungsgruppe A, die nicht miteinander vertauschbar 
sind. Wir zeigen zunichst, daB dann A A,, [A, B], [A, Ag] hyperbolisch sind, 
nimlich verschieden von +H. Wire AA,=ABAB*=+E8#, so auch 
[A, B])= A B(B A B) B*= +A BA B= E, also A mit B* vertausch- 
bar, also auch A mit B vertauschbar, gegen die Annahme. Ware [A, B] 
= -—E, so folgte A B=-—BA und o(A B)=0; dies ist aber unméglich, 
da A B nicht elliptisch ist. Daher ist insbesondere o(A Ag) — 2= p+ 0, 
a(A Aj") — 2=q +9, also auch o([A, Ag]) —2=—r=— pq+0 und dem- 
nach [A, Az] + EZ. Endlich ist auch [A, Ay] + —E, da wieder o(A Az) +0 
sein mu8. Man wihle nun in A irgend zwei Elemente B, und B,, die nicht 
miteinander vertauschbar sind. Ist dann A ein weiteres Element von A und 
A+ +48, so ist A nicht zugleich mit B, und B, vertauschbar. Nach Satz 1 
ist dann mindestens eine der 5 Ungleichungen 


a(A*) > 6, o(A BA B") <—-2, o(A BA" B")<-2 (B=B,, B,) 


erfiillt, wihrend diese fiir A = + 2 offenbar siimtlich falsch sind. Also kann A 
auch nicht beliebig dicht an + Z liegen, und folglich ist die Gruppe A diskret. 

In ahnlicher Weise kénnte man den Nielsenschen Satz auch aus Satz 2 
gewinnen. Bei obigem Beweis haben wir in Wahrheit nur die folgende in 
Satz 1 enthaltene schwachere Aussage benutzt. 

Satz 4: Hs sei [A, B] + E und 
(17) a(A?)=6, Min(o(A Ag), o(A Aj')) = —-2. 

Dann ist die Gruppe {A, B} nicht hyperbolisch. 

Die Ungleichungen (17) sind eine Folge der schairferen Ungleichungen (8). 
Es ware von Interesse zu untersuchen, ob die Aussage von Satz 3 auch noch 
unter einer schwacheren Voraussetzung als (8) richtig ist. Es ist iibrigens leicht 
einzusehen, daB die Bedingungen A + A,, A~!+ Az, fiir die Giiltigkeit von 
Satz 3 wesentlich sind. 

9. Wir wollen noch durch ein einfaches Beispiel zeigen, daB in der Formu- 
lierung der Siatze 1 und 4 die Konstante — 2 nicht durch eine kleinere Zahl 
ersetzt werden kann. Wahlt man naimlich 
(18) Mee Pak ae bdensind sack. 
so wird o(A*) = 4?+ »?< 6 fir A < 1+ y2 und 
o(A Ay) -2=p= =") e+ »)?>0,0(A Az!) -2=q=- 4(Z=") < a 


o([A, Ag]) -2=r= —pq=4(—*)" Ge + vyr>od. 


x—v 
Es kann dabei die Spur von A Aj' beliebig nahe an — 2 herangebracht werden, 
indem man bei festem 4 die Zahl x geniigend dicht an A wiahlt. 
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Durch die Bewegung A geht das Punktepaar jv, — « in A, — A iiber, durch B 
das Punktepaar — x, — vinx, v. Man zeichne noch in der oberen z-Halbebene 
die vier zur reellen Achse orthogonalen Halbkreise tiber den Durchmessern 
—-he<u<ch,—-pcur<p,—-o<24<—v,v<2<o. Es folgt in tblicher 
Weise, daB sie zusammen mit der reellen Achse einen Fundamentalbereich fir 
die Gruppe {A, B} begrenzen, und daB {A, B} eine freie hyperbolische Gruppe 
ist. Man kann auch noch A durch geeignete Wahl von A beliebig dicht an Z 
heranbringen, wobei dann allerdings B nicht beschrinkt bleibt. Es wird hier- 
durch ersichtlich, daB in der Abschitzung (12) die Konstante 4 ebenfalls nicht 
verbessert werden kann. 

Das Beispiel zeigt zugleich, daB in der Voraussetzung o(A*) < 6, o( B*) < 6 
von Satz 2 die Konstante 6 nicht durch eine gréBere Zahl ersetzt werden 
kann, denn es ist x+y\2 
o( B*) = o?(B) —-2= 4(==*) —2, 

few od 
und dieser Ausdruck hat fiir x A= 1 + V2 den Grenzwert 6, wahrend die 
Spur von [A, B] negativ bleibt. 

Durch eine naheliegende Stetigkeitsbetrachtung folgt jetzt, daB man in 
beliebiger Nahe der durch (18) gegebenen Matrizen auch zwei voneinander 
unabhingige Matrizen A, B finden kann, fiir welche die Gruppe {A, B} eben- 
falls hyperbolisch ist. Dabei kann noch o(A*) <6 gefordert werden und 
Min(o(A Ax), o(A Aj')) beliebig nahe an — 2 liegen. 

Andererseits seien A, B zwei voneinander unabhingige Matrizen mit 

o(A*) <6, Min(o(A Ag), o(A Aj')) > -2. 
Dann ist nach Satz 4 die Gruppe {A, B} nicht hyperbolisch. Aus dem dritten 
Abschnitt ersieht man nunmehr, daB 4{A, B} =J ist. Es liegen also die 
Elemente von {A, B} auf J" iiberall dicht. Damit ist Satz 3 fiir den Fall 
unabhiangiger A, B verscharft. 

10. In dem Beispiel des vorigen Abschnitts konnte A beliebig dicht an Z 
gewaihlt werden, also in invarianter Formulierung o(A) beliebig nahe an 2. 
Es ist von einem gewissen Interesse, daB dies auch bei den hyperbolischen 
Gruppen mit kompaktem Fundamentalbereich vorkommen kann, die bei der 
Uniformisierung der algebraischen Funktionenkérper von gegebenem Ge- 
schlecht p > 1 auftreten. Um dies noch zu zeigen, legen wir wieder als nicht- 
euklidische Ebene das Innere des Einheitskreises K zugrunde, so daB die Be- 
wegungen durch Matrizen der Form 

A=(7 3), aa—bb=1 
reprisentiert werden. 

Man zeichne nun den Winkel # = = mit dem Scheitel im Nullpunkt, 
dessen einer Schenkel auf die positive reelle Halbachse fallt, wahrend der 
andere Schenkel L in der unteren Halbebene verliuft. Auf dem ersten Schenkel 
wahle man einen Punkt s, welcher die Bedingung 

1 


<s:< — 
1<*< ep 
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erfillt. Man konstruiere den zu K orthogonalen Kreis 0, mit dem Mittelpunkt s, 
fille von s das Lot auf L und bringe es mit O, zum Schnitt. Zieht man dann 
durch diesen Schnittpunkt denjenigen zu K orthogonalen Kreis O,, dessen 
Mittelpunkt ¢ auf LZ gelegen ist, so schneiden sich O, und O, nach elementaren 
geometrischen Satzen unter dem Winkel £. Klappt man den gegebenen Winkel 
4p — 2Mal um, immer in positiver Richtung, so liefern die dadurch aus O, 
und O, entstehenden 4 p Orthogonalkreise ein nichteuklidisches 4 p-Eck mit 
der Winkelsumme 4 p 8 = 2 x. Es mégen die Seiten dieses 4 p-Ecks fortlaufend 
mit v,,..., 0,4, bezeichnet werden, so daB also v,,_, und v,,(k = 2,..., 2 p) 
aus v, und v, durch Drehung um (2 k — 2) £8 hervorgehen. Es reprasentiere die 
Matrix A,,_,(l=1, ..., p) die nichteuklidische Bewegung, welche v,,_, in die 
Seite v,,_, mit entgegengesetzter Orientierung iiberfiihrt, und analog sei A,, 
fiir vy, und v,,_, definiert. Dann ist die Gruppe {A,, .. . , Ag,} hyperbolisch 
und hat das konstruierte 4 p-Eck zum Fundamentalbereich. 

Setzt man noch 


1 ? 
&=—, (0<a<6), =e, A=A, 
so wird 
sin B 
sin « 





1 € —cosa 
tsina \cosa —é 


), o(A) = 28 2 (a> ). 


Damit ist das Gewiinschte gezeigt. Es scheint schwieriger zu sein, ein ent- 


sprechendes Resultat etwa im hyperelliptischen Fall direkt aus den Eigen- 
schaften algebraischer Funktionen abzuleiten. 
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Approximationssiatze fiir holomorphe Funktionen 
mit Werten in komplexen Riumen*) 
Von 


HANs GRAUVERT in Minster (Westf.) 


Einleitung 


In der klassischen Funktionentheorie kennt man seit langem Siitze, die 
Aussagen iiber die Approximierbarkeit von holomorphen Funktionen durch 
einfachere spezielle Funktionen machen. Nach dem Rungeschen Satz kann 
man z. B. jede holomorphe Funktion f in einem schlichten Gebiet @G der 
z-Ebene beliebig stark durch rationale Funktionen annihern, die ihre Pol- 
stellen auBerhalb von G haben. Ist G einfach zusammenhingend, so geniigen 
zur Approximation von / sogar die Polynome. 

Es war von ausschlaggebender Bedeutung fiir den Aufbau der Funktionen- 
theorie mehrerer Verarderlichen, den Rungeschen Satz auf héhere Dimen- 
sionen zu iibertragen. Da die Gebiete maximaler gleichmaBiger Konvergenz 
Holomorphiegebiete sein miissen, zeigte sich zunichst, da8 er sicher nicht fiir 
Gebiete des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C* richtig ist, deren 
Holomorphiehiillen nicht schlicht sind'). A. Wer. [24] erkannte dann 1935, 
daB die eingeschrinkte Aussage der Approximation durch Polynome genau 
in den polynomkonvexen Gebieten gilt. 

1939 griffen H. Bennxke und K. Stern [5] die Fragestellung auf. Sie 
sahen, daB der wesentliche Inhalt des Rungeschen Satzes die Aussage ist, 
daB man in gewissen schlichten Gebieten holomorphe Funktionen durch 
Funktionen approximieren kann, die noch in einem gréBeren Gebiet holo- 
morph sind. Da_es sich ferner als zweckmaBig erwies, bei dem vorliegenden 
Problem nur die Holomorphiegebiete zu untersuchen, ergab sich folgender 
Satz: 


(A) Es seien R,R unverzweigte Holomorphiegebiete iiber dem C", R sei Teil- 
bereich von R. Dann ist jede in R holomorphe Funktion genau dann durch in R 
holomorphe Funktionen approximierbar, wenn R in bezug auf R konvex ist (vgl. 
Def. 4). 


*) Die Resultate wurden z. T. in einer C. r.-Note [15] angekiindigt. Bei der vorliegenden 
Publikation handelt es sich um den ersten Teil der Habilitationsschrift des Verf., die in 
3 Teilen erscheint (vgl. [16], [17]). Einige Beweise sind jedoch nach Vorschligen von 
H. Cartan abgeandert worden. Ich méchte Herrn Professor Cartan an dieser Stelle 
fiir die freundliche Mitteilung seiner Ideen meinen Dank aussprechen. — Die eckigen 
Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

1) P. THuLLeNn hat 1932 ein Beispiel eines solchen Gebietes angegeben. Vg. [23]. 
Math. Ann. 133 10 
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Die analytische Bedingung, daB X in bezug auf ® konvex sein muB, laBt 
sich im Falle n=1 durch eine rein topologische Bedingung (den relativ- 
einfachen Zusammenhang, vgl. § 2.2) ersetzen. Im Falle n > 1 kann man nur 
zu einer topologisch-analytischen Eigenschaft gelangen (holomorphe Ausdehn- 
barkeit, vgl. § 1.3). 

In den folgenden Jahren ging man dazu iiber, auch Funktionentheorie 
auf abstrakten Gebilden, den sog. komplexen Raiumen?), zu treiben. (A) konnte 
auf diesen Fall verallgemeinert werden (vgl. z. B. [2}). Eine noch weiter- 
gehende Verallgemeinerung des Rungeschen Satzes fiir komplexwertige 
Funktionen scheint damit ausgeschlossen zu sein. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun Funktionen F(r) mit Werten in 
beliebigen komplexen Raumen Y untersucht. Es wird vorausgesetzt, daB die 
Argumentriume &, ® fiir die Funktionentheorie sinnvolle komplexe holo- 
morph-vollstandige Raume sind$), ferner, daB R Teilbereich von R und auf R 
holomorph ausdehnbar ist. Das Hauptproblem ist dann das folgende: 

Wann kann man im Innern von R jede dort holomorphe Funktion mit Werten 
in W durch in R holomorphe Funktionen R + W beliebig stark approximieren ? 

Im § 2 wird dieses Problem in dem Fall untersucht, daB I eine Riemann- 
sche Flache ist. Es werden befriedigende Lésungen angegeben (Sitze 3, 4, 5). 
Die Paragraphen 3 und 4 sind dann den Funktionen mit Werten in komplexen 
Lieschen Gruppen L gewidmet. Als Hauptresultat ergibt sich: 

(B) Ist F(r):R +L eine in R holomorphe Funktion, die iiber lauter in R 
holomorphe Funktionen F (r,t), 0 <t <1, stetig auf die Funktion E(r)=1¢€L 
deformiert werden kann, so gibt es eine Folge in R holomorpher Funktionen 
P, (r) :‘R- L, die im Innern von R gleichméfig gegen F (r) strebt (vgl. Satz 11). 

Wie sich in [16, 17] zeigt, ist der Satz (B) fiir die Theorie der analytischen 
Faserbiindel von ausschlaggebender Bedeutung. Er wird deshalb in der vor- 
liegenden Arbeit in der Allgemeinheit hergeleitet, wie er in [16, 17] gebraucht 
wird. Es wird zugelassen, daB J, den Punkten von ® angeheftet ist. Das be- 
deutet, daB F(r) seine Werte in einem Faserbiindel*) iiber R mit L als Faser 
hat. Sodann darf F(r) noch von einem Parameter t aus einem kompakten 
Raum & abhangen [(e, h)-Funktionen]. Diese Funktionen F (r,t), r «R,t €&, 
werden im § 3 eingehend untersucht. Es wird mit Hilfe eines im Anhang 
bewiesenen Satzes iiber Fréchetriume®) eine an sich interessante Aussage 
iiber die Darstellung der Funktionen F (r,t) als Linearkombination von ge- 
wissen Funktionen H,(r) bewiesen (Satz 7). Diese Aussage wird zum Beweis 
von (B) herangezogen. 


*) Man vergleiche etwa [3]. Komplexe Raume wurden fast gleichzeitig von BEHNKE- 
Stern [7] und Cartan [11] in die Literatur eingefiihrt. 

’) Zur Definition vgl. § 1.2. Es gibt komplexe Raume, in denen so wenige holo- 
morphe Funktionen existieren, daB in ihnen eine Funktionentheorie nicht sinnvoll ist. 
Vgl. etwa [10]. 

*) Zu Einfiihrung in die Theorie der Faserbiindel siehe [22]. 
5) Frécuet-Raume sind spezielle topologische Vektorraume (vgl. [9]). 
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Die in (B) auftretende analytische Bedingung, daB F(r) tiber lauter holo- 
morphe Funktionen auf Z(r) deformierbar ist, werden wir in [16] durch eine 
rein topologische Bedingung ersetzen. AuBerdem werden wir dort eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Approximierbarkeit der Funk- 


tionen F'(r) durch Funktionen P,(r) angeben kénnen. 


§ 1. Verallgemeinerungen des Rungeschen Satzes 


1. Wir stiitzen uns in unseren Untersuchungen auf den Begriff des kom- 
plexen Raumes XR, wie er in [18, 19] eingefiihrt worden ist. Wir setzen jedoch 
immer voraus, daB R der C-Bedingung geniigt und aus héchstens abzihlbar 
vielen zusammenhangenden Komponenten besteht. Unsere komplexen 
Raume haben deshalb folgende charakteristische Eigenschaft : 

Zu jedem Punkt r © R gibt es eine Umgebung U, die sich umkehrbar eindeutig 
und holomorph auf eine analytisch-verzweigte C-Uberlagerung A =(R, D) eines 
Gebietes © < C” abbilden lapt. 

Kann man fir % das Gebiet G selbst — also die triviale Uberlagerung 
von © — wahlen, so hei8t r ein uniformisierbarer Punkt von R. Ein komplexer 
Raum, der nur aus uniformisierbaren Punkten besteht, ist eine komplexe 
Mannigfaltigkeit. 

Es 1aBt sich wie in [19] in jedem komplexen Raum der Begriff der holo- 
morphen Funktion, sowie der holomorphen Abbildung von komplexen Riumen 
ineinander einfiihren. Unter einem analytischen Polyeder in R sei hier ein 
(zusammenhangendes) relativ-kompaktes Teilgebiet von RN verstanden, das 
eine zusammenhaingende Komponente eines Bereiches {r ¢X, |f/,(r)| < 1, 
v=1...k} ist. Dabei sind die /, komplexwertige, in ganz R holomorphe 
Funktionen. Wir bezeichnen ferner mit M; die holomorph-konvexen Hiillen 
der Teilmengen MCR in bezug auf eine Familie F von in R holomorphen 
Funktionen. Ms besteht genau aus den Punkten r¢Q, in denen |f(r)| < 
< sup |f(M)| fiir alle f ¢F ist. Offenbar ist M; abgeschlossen und enthalt M. 
Ist § die Familie aller in NR holomorphen Funktionen, so setzen wir fiir M ¥ 
auch einfach M. 

Def. 1. R ist holomorph-konvex, wenn zu jeder relativ-kompakten Teilmenge 
MCR immer M kompakt ist. 

Holomorph-konvexe komplexe Raume, deren Topologie eine abzaihlbare 
Basis*) hat, sind durch analytische Polyeder ausschépfbar. Wir sagen, endlich 
viele in R holomorphe Funktionen f, . . ./, vermitteln eine nirgends entartete 
Abbildung tr eines Teilbereiches G CN in den C*, wenn fiir jedes 4 € C* immer 
t (3) \& aus isolierten Punkten besteht. 


*) Unter einer abzahlbaren Basis der, Topologie von X wird ein abzihlbares System 
von offenen Teilmengen U, von ® verstanden, derart, daB jede offene Teilmenge von XN 
Vereinigung von Mengen U, ist. Eine Topologie, die eine abzihlbare Basis hat, nennen 
wir auch eine abzahlbare Topologie. 


10* 
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Beispiele komplexer Raume sind die Riemannschen C-Gebiete’) iber dem 
C" und die in Gebieten G des komplexen Zahlenraumes lokal irreduziblen 
analytischen Mengen*). Dabei heiBt eine analytische Menge A in © lokal 
irreduzibel, wenn es zu jedem Punkt 4 € © beliebig kleine Umgebungen U (3) 
gibt, in denen U -\A nicht Vereinigung zweier von A verschiedenen analyti- 
schen Mengen A, und A, ist. 

2. Es ist nun méglich, die holomorph-vollstandigen Raume einzufihren. 

Def. 2. Ein komplexer C-Raum QR heift holomorph-vollstindig, wenn er 
noch zusétzlich den folgenden beiden Bedingungen geniigt : 

a) er ist holomorph-konvez, 

b) zu jedem Punkt r €R gibt es endlich viele in R holomorphe Funktionen 
f, .- «fy, die eine nirgends entartete Abbildung t einer Umgebung U (r) in den C* 
vermitteln. 

Beispiele holomorph-vollstandiger Raume sind natiirlich alle (beliebig ver- 
zweigten) holomorph-konvexen Riemannschen C-Gebiete tiber dem C". Ebenso 
ist jeder holomorph-konvexe Teilbereich eines holomorph-vollstandigen 
Raumes wieder ein holomorph-vollstandiger Raum. Es gelten folgende Aus- 
sagen iiber holomorph-vollstandige Raume &: 

A) Es gibt eine abziihlbare Basis der offenen Mengen von ®. 

B) Zu zwei Punkten r,, r.€ KR gibt es immer eine in R holomorphe Funktion f, 
die in r, und r, verschiedene Funktionswerte annimmt. 

C) Zu jedem Punkt r ©R gibt es endlich viele in R holomorphe Funktionen 
f,.--fe &k =n, die eine eineindeutige holomorphe Abbildung einer Umgebung 
U(r) auf eine in einem Gebiet G C C* normal eingebettete analytische Menge A 
vermitteln®). 

Dabei heiBt eine in G analytische Menge A in einem Punkt 3 € A normal 
eingebettet, wenn: 

1) AU in einer Umgebung U (3) CG lokal irreduzibel ist, 

2) jede in 4 auf A/\U holomorphe Funktion f die Spur einer in einer 
k-dimensionalen Umgebung von 4 holomorphen Funktion f ist. 

A heiBt schlechthin in G normal eingebettet, wenn A in jedem Punkte 3 € A normal 
eingebettet ist. Gilt A = G, so ist nach unserer Definition A immer eine normal 
eingebettete analytische Menge in G. 

3. Wir werden nun eine Verallgemeinerung des Rungeschen Satzes dis- 
kutieren, die von H. BEHNKE und K. STEIN vorgenommen wurde. Dazu 
werde der Begriff der holomorphen Ausdehnung eingefihrt. Es sei zunichst R 
ein Teilbereich eines komplexen Raumes R, A sei eine beliebige Umgebung 
der Diagonale D = {(r, r)} des kartesischen Produktes R xR von R mit sich 
selbst. Ferner werde mit U¥ (r,) die Menge derjenigen Punkte r ¢€ R bezeichnet, 
fir die (ro, r) < V gilt. R” sei dann der Bereich {r €R, U" (r) CR}. 

Def. 3. Hin holomorph-konvexer Teilbereich R eines holomorph-vollstindigen 
Raumes & ist auf R holomorph ausdehnbar, wenn es zu allen kompakten Mengen 

7) Zur Def. siehe [14]. 
®) Vgl. [19]. 

*) Der Beweis der Aussagen A—C findet sich in [14]. 
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MCR, MCR und zu jedem V eine Folge von holomorph-konvexen Teilbereichen 
RR v=—0..., gibt, derart, daB folgende Eigenschaften gelten: 

1) MCR c R: Mc Sa} CR; 

2) Rea CR, v=—1. 

3) Re CR, v=1. hi 

Nach H. BEHNKE, K. Stem, H. Wixt [2, 5, 25) gilt in holomorph-voll- 
standigen Mannigfaltigkeiten der folgende verallgemeinerte Rungesche Satz") : 

Satz la. Es seien R,R holomorph-vollstiindige Mannigfaltigkeiten. R sei 
Teilbereich von R und auf R holomorph ausdehnbar. Ist dann f eine in R holo- 
morphe Funktion, so gibt es immer eine Folge in R holomorpher Funktionen 
a v=1,2,3,..., die auf jeder kompakten Teilmenge von R gleichméafig gegen f 
konvergiert. 

H. BEHNKE und K. Stern konnten auch zeigen, daB es notwendig: ist, 
die holomorphe Ausdehnbarkeit von R auf R zu fordern. Ist R nicht auf K 
holomorph ausdehnbar, so gibt es stets eine in R holomorphe Funktion /, 
die dort nicht durch Funktionen i, approximiert werden kann. Wir sagen, 
wenn eine Folge von Funktionen }, auf jeder kompakten Teilmenge von % 
gleichmaBig gegen eine Funktion f konvergiert, daB die i, dann gleichméfig 
im Innern von R gegen f konvergieren. 

Der Willsche Beweis von Satz la léBt sich nun auf komplexe Riume un- 
mittelbar tibertragen. Es gilt also: 

Satz 1. Es seien®, R holomorph-vollstindige Riume; KR sei Teilbereich von R 
und auf R holomorph ausdehnbar. Ist dann f eine in R holomorphe Funktion, 
so gibt es eine Folge i, y=l,2,..., von in ganz R holomorphen Funktionen, 
die im Innern von R gleichméfig gegen f konvergiert. 

Man kann die Forderung, daB X auf R holomorph ausdehnbar ist, durch 
eine gleichwertige rein funktionentheoretische Bedingung ersetzen. Wir be- 
zeichnen mit §¥ die Familie der in R holomorphen Funktionen. M, sei wieder 
die holomorph-konvexe Hiille in bezug auf §. 

Def. 4. Hin Teilbereich R eines komplexen Raumes R ist in bezug auf R 
konvex, wenn fiir jede in R relativ-kompakte Menge M gilt, daB M; kompakt 
und in R enthalten ist. 

Man kann nun zeigen: 

Satz 2. Lin holomorph-vollstindiger Raum R, Teilbereich eines holomorph - 
vollstindigen Raumes R, ist genau dann auf R holomorph ausdehnbar, wenn R 
in bezug auf R konvex ist. 


20) RE ist dabei in bezug auf die in R, holomorphen Funktionen gebildet. Ist R 
ein unverzweigtes Holomorphiegebiet iiber dem C",so haben %, & schon die Eigenschaften 1), 
2), 3), wenn man Folgen %, mit 1), 2) und RY CR,_, finden kann (vgl. [5]). Ob dieses 
Resultat auch fiir beliebige holomorph-vollstandige Raume gilt, ist unbekannt. 

1) Die kleinen Inkorrektheiten der Willschen Arbeit lassen sich leicht beheben, wenn 
man die holomorphe Ausdehnbarkeit nach Def. 3 definiert. 
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Ein Beweis dieses Satzes fiir holomorph-vollstandige Mannigfaltigkeiten 

wurde ebenfalls von H. Wii [25] durchgefiihrt. Der Beweis laBt sich auf 

komplexe Raume iibertragen. Auf eine Durchfiihrung sei hier verzichtet. 

4. Der Zweck dieser Arbeit ist eine Verallgemeinerung des Rungeschen 
Satzes auf Funktionen F, deren Wertebereich nicht unbedingt der Kérper 
der komplexen Zahlen ist. Wir nehmen zunichst den allgemeinsten Fall an, daB 
die Werte von F aus einem komplexen Raum % genommen sind. Hine solche 
Funktion F in einem komplexen Raum & nennen wir. holomorph, wenn F eine 
holomorphe Abbildung von % in I vermittelt. 

Es seien nun F, F,, y= 1, 2, . . . , in einem topologischen Raum € definierte 
Funktionen mit Werten in 8. Es sei V eine beliebige Umgebung der Dia- 
gonalen von % x %. Wir definieren: 

Def. 5. F, konvergiert im Innern von & gleichméfig gegen F, wenn es zu 
jeder kompakten Teilmenge M c& und zu jedem V ein v, gibt, so daB fiir v = v, 
undt¢e M: 

(F(t), F,(t)) «V 
gilt. 

Man sieht unmittelbar, daB im Falle 3 = C*, d.h., wo die Werte von 
F k-tupel komplexer Zahlen sind, Def. 5 mit der sonst iiblichen Definition 
der gleichmaBigen Konvergenz iibereinstimmt. F, konvergiert dann gleich- 
maBig im Innern von © gegen F, wenn in bezug auf jedes M und « > 0 bei 
hinreichend groBem y gilt, daB der euklidische Abstand von F(é) und F, (é), 
t € M, kleiner als ¢ ist. 

Es ist nun méglich, das Hauptproblem der vorliegenden Arbeit zu for- 
mulieren: 

Problem: Es seien R,R holomorph-vollstiindige Riume; R sei Teilbereich 
von R und auf R holomorph ausdehnbar ; ferner mége F eine in R holomorphe 
Funktion mit Werten in einem komplexen Raum YW bezeichnen. Unter welchen 
Bedingungen gibt es eine Folge in R holomorpher Funktionen F,, F,(r) € W, die 
im Innern von R gleichméaBig gegen F konvergiert ? 

Im folgenden werden wir dieses Problem zunichst fiir den Fall, daB 
eine Riemannsche Flache ist, diskutieren, um dann spater fiir holomorphe 
Funktionen mit Werten in einer komplexen Lieschen Gruppe auch in héheren 
komplexen Dimensionen eine befriedigende Lésung anzugeben. 


§ 2. Funktionen mit Werten in Riemannschen Flichen 


1. Es sei also Y eine beliebige (abstrakte) Riemannsche Fliche. Je nach- 
dem, ob sich die universelle Uberlagerungsfliche von % auf den Einheits- 
kreis, die offene Zahlenebene oder die Riemannsche Zahlenkugel holomorph 
eineindeutig abbilden laBt, sprechen wir vom hyperbolischen, parabolischen 
oder elliptischen Typus der Fliche %. Es werde zunichst angenommen, 
% habe hyperbolischen Typus. 


Es bezeichne ® den Einheitskreis der z-Ebene, & sei die offene komplexe 
Zahlenebene selbst. Da jede Riemannsche Fliche holomorph-konvex [3] ist, 
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sind R, R holomorph-vollstindige Riéume. Ferner laBt sich R auf R holomorph 
ausdehnen. Damit sind fir R und ® die Voraussetzungen unseres Haupt- 
problems erfillt. 

Wir bezeichnen nun mit § die Familie der holomorphen Funktionen der 
z-Ebene C, deren Wertebereich % ist. Nach bekannten Siatzen der klassischen 
Funktionentheorie ist § eine normale Familie): Jede Folge von Funktionen 
F,¢§ enthilt eine Teilfolge F,,, die im Innern von C gleichmaBig gegen eine 
Grenzfunktion F ¢§ oder gegen den idealen Rand von  konvergiert. Dabei 
sagen wir, F, konvergiert im Innern von C gleichmaBig gegen den idealen Rand 
von 3%, wenn es zu allen kompakten Mengen McC, WC ein py gibt, so 
daB fiir u = py gilt: F,,(M) cB — W. 

Es sei nun A eine umkehrbar eindeutige, holomorphe Abbildung von R 
auf die universelle Uberlagerungsflache WB von YW; p sei die Projektion von Py 
auf 93. Da auch @ holomorph ist, folgt, daB F = moA eine in R holomorphe 
Funktion mit Werten in % ist. 

Wir nehmen nun an, daB es eine Folge von Funktionen F,< & gibt, die 
im Innern von ® gleichmaBig gegen F konvergiert. Da eine normale Familie 
ist, enthalt F, eine Teilfolge ~ die sogar im Innern von C gleichmaBig 
konvergiert. Die Grenzfunkticn F von F,, ist dann eine Fortsetzung von F 
in C. 

Da eine unbegrenzte und unverzweigte Uberlagerung von 9 und ferner C 
einfach zusammenhiangend ist, gibt es eine holomorphe Abbildung 1 von in ®, 
so daB F = gra ist. Bei geeigneter Wahl von A gilt in: A=7. AoA bildet 
deshalb C holomorph in den Einheitskreis R ab und ist in R die Identitat. 
Eine solche holomorphe Abbildung der z-Ebene gibt es aber nach Sitzen der 
klassischen Funktionentheorie nicht (vgl. Identitatssatz fiir holomorphe 
Funktionen, Satz von LiovvILLE usw.). Wir haben damit einen Widerspruch 
zu unserer Annahme gefunden, daB F durch Funktionen aus § approximiert 
werden kann. Es gilt also: 

Satz 3. Hs sei YW eine Riemannsche Fliche vom hyperbolischen Typus. 
Selbst unter der einfachsten Voraussetzung, dab R der Einheitskreis und R die 
offene Zahlenebene ist, gibt es immer eine in R holomorphe Funktion F mit 
Werten in W, die im Innern von R nicht durch eine gleichmafig konvergierende 
Folge in ganz R holomorpher Funktionen FF, (r) € W fiir r € R) approximiert 
werden kann. 

Damit hat in diesem Fall die Lésung unseres Hauptproblems zu einer 
negativen Antwort gefihrt. 

2. Es sei nun % eine nicht-elliptische Riemannsche Fliche vom parabo- 
lischen Typus. Bekanntlich gibt es in dieser Klasse nur Paare Riemannscher 
Flachen, die nicht zueinander konform aquivalent sind. Ein solches Paar ist die 


offene z-Ebene C und die in ihrem Nullpunkt punktierte z-Ebene C=C—0. 


12) Das gilt, weil die universelle Uberlagerungsflache von 2 zum Einheitskreis ana- 
lytisch aquivalent ist. Man vgl. [4]. 
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Da alle anderen nicht-elliptischen Flachen von parabolischem Typus sich auf 
C oder C umkehrbar konform abbilden lassen, diirfen wir in diesem Abschnitt 
immer annehmen, daB 9% = C oder W = C ist. 

Es sei zunichst %3=C. In diesem Falle sind alle Funktionen F(r) mit 
Werten in % gewodhnliche, komplexwertige Funktionen. Deshalb gibt hier 
Satz 1 eine befriedigende Antwort auf unser Hauptproblem. 

Im Falle %3=C laBt sich eine Lésung etwas schwieriger finden. Setzen wir 
jedoch voraus, daB die Argumentriume %,R Riemannsche Flichen sind, so 
zeigt sich, daB auch hier uneingeschrankt ein Approximationssatz gilt. 

Wir iibernehmen zuniichst aus der klassischen Funktionentheorie folgende 
Satze: 

1) Jede nicht-kompakte Riemannsche Fliche ist ein holomorph-vollstindiger 
Raum (vgi. [3)}). 

2) Ein Teilbereich R einer nicht-kompakten Riemannschen Fliche R ist 
genau dann auf R holomorph ausdehnbar, wenn R in bezug auf R relativ einfach- 
zusammenhingend ist (vgl. [6}). 

Dabei heiBt R relativ einfachzusammenhingend in bezug auf ®R, wenn der 
natiirliche Homomorphismus ¢ (die Injektion) der ersten ganzzahligen Ho- 
mologiegruppe $'(N) in die erste ganzzahlige Homologiegruppe $' (R) ein 
Isomorphismus-in ist. 

Beachtet man noch, daB die Klasse der Funktionen mit Werten in 3 — C 
genau aus den komplex-wertigen, nirgends verschwindenden Funktionen be- 
steht, so ergibt sich eine Analogie von Satz 1 zu folgendem Satz: 

Satz 4. Es seien R, RN CR nicht-kompakte Riemannsche Flichen. R sei 
relativ einfachzusammenhdngend in bezug auf R. Ist dann f eine von Null ver- 
schiedene, in R holomorphe, komplexwertige Funktion, so gibt es eine Folge von 
in R holomorphen Funktionen  # i,(r) + 0 fiir r € R, die im Innern von R gleich- 
miipig gegen f konvergiert. 

Zum Beweise ziehen wir folgendes Resultat der Topologie heran: 

Ist M eine (reell) 2-dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeit mit abzihl- 
barer Topologie, so gibt es eine M ausschépfende Folge von in bezug auf M 
relativ-einjach zusammenhingenden Teilbereichen B,, B,C B,.,, v=1,2..., die 
von endlich vielen disjunkten Jordankurven berandet werden (6). 

Aus diesem Satz folgt leicht!*) unter Verwendung einer M ausschépfenden 
Folge %, und einer M ausschépfenden Folge B, mit Brn 3, = @: 

Ist M ein Teilbereich einer 2-dimensionalen, orientierbaren, abzihlbar topo- 
logisierten Mannigfaltigkeit M, der in bezug auf M relativ-einfach zusammen- 
héngend ist, so ist 1 $'(M) direkter Summand von $} (MN). Dabei bezeichnet « 
wieder die Injektion $'(M) > $'(M). 


183) Zum Beweis beachte man, daB 9'(%,), 9(B,) von den Randzyklen von %,, bzw. 
von 3%, erzeugt werden. 
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Auf einen Beweis sei hier verzichtet. Da nach T. Rapé [21] jede Riemann- 
sche Fliche eine abzaihlbare Basis ihrer offenen Mengen besitzt, folgt, daB 
diese Aussage fir M@=—R, M=N gilt. Es ist also H'(R) = 1 H'(R)+Q, 
wobei Q eine Untergruppe von 9! (R) bezeichnet. Der Homomorphismus 
&(b) = az | dm f, 6 € eH (MN), von « H'(N) in die additive Gruppe I" der 


ganzen Zahlen wird deshalb zu einem Homomorphismus E von ¥ (R) in I’ 


fortgesetzt, wenn man E (b) = 0 fiir b €Q fordert. Wir beniitzen nun noch 
einen weiteren Satz der klassischen Funktionentheorie: 


Ist E ein Homomorphismus von $} (R) in die additive Gruppe der komplexen 
Zahlen, so gibt es eine in R holomorphe Pfaffsche Form o = adz, derart, daB 
E(b) = 51, [@ fiir alle Homologieklassen ) € $'(R) ist (vel. [4], p. 522 ff.) 

$ 


Diese Aussage, auf unseren Fall angewandt, ergibt, da® fiir eine in R 

holomorphe Pfaffsche Form und fiir alle b € $'(X) gilt: — J (dinf — g)=0. 
b 

Es ist also /* = sai Zz (dinf— @) eine in ® eindeutige, holomorphe Funktion. 

Nach Satz 1 gibt es eine Folge in R holomorpher Funktionen }*, die im Innern 

von % gleichmaBig gegen /* konvergiert. Setzen wir },= 2" +/¢, so kon- 

vergieren die j, offenbar im Innern von % gleichmaBig gegen e®"//° +S — f(r). 

Damit ist Satz 4 bewiesen. 

3. Im Falle, daB %,R héherdimensionale holomorph-vollstandige Raume 
sind, gilt dagegen ein Approximationssatz fiir Funktionen mit Werten in W = C 
nicht ohne Einschrinkung. Es sei etwa % das Gebiet {(z,, 22), |2;z,— 1| < 4} 
im Raum C? der komplexen Zahlenpaare (z,, z,). Offenbar ist 2 holomorph- 
konvex und damit holomorph-vollstandig. Ferner ist R konvex in bezug 
auf den C?. R kann daher auf den komplexen Zahlenraum holomorph aus- 


gedehnt werden. Fiir R und R = C? sind also die Voraussetzungen unseres 
Hauptproblems erfiillt. 


Andererseits ist g = — hn eine geschlossene Pfaffsche Form in %, fiir 
1 


die gilt {g = 1, wenn b die von der Kurve {e*, e~*,0 <¢ < 2 a} CR erzeugte 
b , 
Homologieklasse bezeichnet. Setzen wir noch /(z,, 2.) = e®*/*, so ist f ein- 


deutig, es gilt f+ 0 in R und /dlnf+0. Gibe es nun eine Folge von 0 


verschiedenen holomorphen Funktionen j, in %, die im Innern von & gleich- 
maBig gegen { konvergiert, so miiBte fiir hinreichend groBe » gelten {dln i,+0. 
5 


Das aber ist nicht méglich, da Jn j,.in R = C* eindeutig ist. Damit ist gezeigt : 
Es gibt in R holomorphe Funktionen { mit Werten in C, gegen die im Innern 
von R keine Folge von in R holomorphen Funktionen i+ 0 konvergiert. 
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Dagegen ist als Spezialfall von [16], Satz 4 folgende Aussage richtig: 

Satz 5. Es seien R, XR, holomorph-vollstiindige Réiume. R sei Teili zreich 
von R und auf R holomorph ausdehnbar. Ist dann f eine in R holomorphe 
Funktion mit Werten in C, gegen die im Innern von R eine Folge in ganz R 
stetiger Funktionen g, gleichmapig konvergiert, so gibt es auch eine Folge von 
in ganz R holomorphen Funktionen i, die im Innern von R gleichmaBig gegen 
f konvergiert. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Approximierbarkeit 
von { durch holomorphe Funktionen ist also die Approximierbarkeit durch 
stetige Funktionen. Ein Ziel der weiteren Untersuchung kann es nun sein, 


diese Bedingung durch eine Relation zwischen & (6) = — / dinf, $'(R), 


91 (R) zu ersetzen. Eine exakte Durchfiihrung muB jedoch iiber den Rahmen 
dieser Arbeit hinausfiihren. Man sieht aber leicht ein, wenn man beachtet, 
daB ein komplexer Raum lokal einfachzusammenhingend ist, daB man f 
héchstens darn durch in R holomorphe Funktionen i, approximieren kann, 
wenn folgende Bedingung erfiillt ist: 

Ist Z ein beliebiger eindimensionaler Zyklus in %, der in R nullhomolog ist, 
so gilt {f dInf =0. 

Zz 


4. Als nichstes wire der Fall zu behandeln, daB der Wertebereich I eine 
Riemannsche Flache vom elliptischen Typus ist’**). Da man jedoch — wie es 
scheint — dieses Problem nicht mit einfachen Mitteln behandeln kann und 
auch eine Lésung augenblicklich nicht von. gréBerem Interesse ist, verzichten 
wir hier auf eine naihere Untersuchung. 

Auch eine Durchdenkung unseres Hauptproblems fiir den allgemeinen Fall, 
daB YW ein beliebiger n-dimensionaler komplexer Raum ist, diirfte zu keinem 
nennenswerten Resultat fiihren. Wir beschrinken uns daher auf den Beweis 
eines Approximationssatzes fiir Funktionen mit Werten in speziellen Faser- 
raumen, deren Fasern komplexe Liesche Gruppen sind. Ein solcher Appro- 
ximationssatz ist funktionentheoretisch von Interesse, da er — wie sich in 
[17] zeigt — eine Anwendung auf die Theorie der analytischen Faserriume 
gestattet. 


§ 3. Funktionen mit Werten in analytischen Faserriumen V(Q) und L(R, L*) 


1. Es seien zuniachst einige bekannte Tatsachen iiber die komplexen Lie- 
schen Gruppen zusammengestellt. 

Def. 6. Eine komplexe Liesche Gruppe ist eine (nicht notwendig zusammen- 
hiingende) m-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit L™, zwischen deren 
Punkten | eine Operation 1,= 1, cl, definiert ist, derart, daB folgendes gilt: 

1) die Menge der Punkte 1 ¢ L™ bildet mit der Operation © eine Gruppe; 

2) die Abbildung (1, l') +lol'— ist eine holomorphe Abbildung des kartesi- 
schen Produktes L” x L™ auf L™. 


3a) Im Falle W = elliptische Flache gelten m. m. die Satze 4 und 5! 





a. 4a 


_— Oeste 


~ 
 - 


ors il 


- 


Qu 


crane Va 


limez 








Approximationssatze fiir holomorphe Funktionen 149 
Dabei bezeichnet /-' das Inverse der Punkte 1 ¢ L™. Da die Punktmenge 
von L™ eine Gruppe ist, gibt es genau einen Punkt e ¢ L™, der neutrales Element 
dieser Gruppe ist. Wir nennen diesen Punkt den neutralen Punkt von L™. 
Aus der Lieschen Gruppentheorie ist bekannt, daB man in einer (hinreichend 
kleinen) Umgebung U (e) sog. Normalkoordinaten z, ...z,, einfiihren kann"). 
In einem solchen Koordinatensystem kommt dem neutralen Punkt e immer 
das m-tupel (0,...,0) zu. Sind 1=(z,...,z,,), U=(a%,...,42,) zwei 
Punkte aus U und bezeichnet 1+’ — falls vorhanden — den Punkt (z,+ 
+ @2q,...,2m_+ 42»), so gilt fir 1,1’ stets, wenn lol’ ebenfalls in U liegt: 
lol’=I1+T'. Durch diese beiden Eigenschaften sind die Normalkoordinaten 


bis auf eine affin-lineare Transformation z,—> )° a 

w=l 
Ist 1 + p(l) ein (holomorpher) Gruppenautomorphismus von L™, so muB daher 
i*= (il) in den Koordinaten von U(e) eine lineare Transformation z,* 
=) 4a,,z, sein, wobei z,,..., 2, bzw. zf,...,2%, die Koordinaten von 1, I* 
bezeichnen. Beispiele solcher Gruppenautomorphismen sind die inneren Ab- 
bildungen | + (I, [*) = p,7. 1* o Lo #2. 

Wir werden in Zukunft immer davon Gebrauch machen, daB in einer 
Umgebung U (e) ein Normalkoordinatensystem definiert ist; U sei in bezug 
auf die Koordinaten dieses Systems stets eine Hyperkugel. 

In den folgenden Abschnitten werden des éfteren Liesche Gruppen L* vor- 
kommen, deren Punkte gleichzeitig Gruppenautomorphismen einer weiteren 
Lieschen Gruppe L sind. Wir definieren deshalb: 

Def. 7. Eine komplexe Liesche Gruppe L* wirkt in einer komplexen Lieschen 
Gruppe L automorph, wenn folgendes gilt: 

a) Den Punkten von L* entsprechen eindeutig holomorphe Gruppenauto- 
morphismen von L. 

b) © in L* entspricht die natiirliche Verkniipfung dieser Automorphismen. 

c) Die Abbildung (I*, 1) + I* (l) von L* x L auf L ist holomorph. 

Offenbar wirkt L automorph in sich selbst, wenn man den Punkten /* ¢ L 
die Automorphismen / - (I, 1*) zuordnet. 

2. Es sei nun ® ein komplexer Raum, L* sei eine komplexe Liesche Gruppe, 
die in einer komplexen Lieschen Gruppe L automorph wirkt. Wir denken uns 
® durch eine Menge {W,,.¢J} offener Umgebungen iiberdeckt. In den 
Durchschnitten W, = W,,- W,, bestehe jeweils eine holomorphe Abbildung 
®,,, von W,,, in L*. Die Verteilung der ®,,, geniige der Vertriglichkeits- 
bedingung: 

GD, (7) OD. (nr) =D (rs Os eg EL, rEW = WOW, OO W,,. 

Wir bilden nun die kartesischen Produkte B,= W,x L und die Tripel 
(,r,), reW,leL. Ist reW,,, so werde (4,7,®,,(r)al)=(y,1,1) ge- 
setzt, wobei o die Anwendung der Abbildung @, , (r) auf 1 bezeichne. Offenbar 
ist die Gesamtheit der Tripel (:, r, 1) mit dieser Identifizierungsvorschrift und 


vu % eindeutig bestimmt. 


4 


14) Die Normalkoordinaten werden in [13] mit ‘‘canonical coordinates’ bezeichnet. 
Die Existenz kann man fiir komplexe wie fiir reelle Liesche Gruppen nachweisen. 
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natiirlicher topologischer und komplex-analytischer Struktur versehen ein 
komplexer Raum, den wir L (R, L*) nennen wollen. Die Projektion z : (¢,r,1) + r 
bildet L(R, L*) holomorph auf R ab. L(R, L*) hei®t darum auch ein analyti- 
scher Faserraum iiber %?5). 

Unter einer in R holomorphen (stetigen) Funktion F (r) mit Werten in L(R, L*) 
werde hier eine holomorphe (stetige) Abbildung von ® in L(R, L*) verstanden. 
fiir die 20 F(r) = i(r), die Identitat R > XR ist. Uber jedes W, ist F(r) = (e,r, 
P(r), wobei P(r) : W,+ L™ eine in W, holomorphe (stetige) Funktion bezeich- 
net. Sind F,(r), F,(r) zwei in R holomorphe (stetige) Funktionen mit Werten 
in L(R, L*), so kann man daher iiber jedes W, : F,(r) oF, (r) = (r,F, (r) F,(r)) 
bilden. Da @, , (r) fiir jeden festen Punkt r ¢ W,,,, ein Automorphismus von 
I ist, folgt, daB diese Produktbildung unabhiangig von + ist. 

Die Gesamtheit der in R holomorphen (stetigen) Funktionen mit Werten 
in L(R, L*) enthalt genau eine neutrale Funktion E(r), die dadurch definiert 
ist, daB in allen W, gesetzt wird: E(r) = (t,r,e). Dieser Funktion wird in 
den folgenden Untersuchungen eine besondere Bedeutung zukommen. Ein 
weiterer, oft verwendeter Begriff ist die Umgebung U (2) der Flache x = E(r). 
x € L(R, L*). Unter U(E£) verstehen wir die Menge U (t, r, l). 

Tre Wy, 1€U@) 

Ist ZL der m-dimensionale komplexe Zahlenraum C™, aun wir jetzt als 
Vektorgruppe auffassen, und ist L* die Gruppe der komplexen homogen- 
linearen Transformationen des C™, so heiBt L(R, L*) ein m-dimensionales 
Vektorraumbiindel"*). Wir bezeichnen in diesem Falle L(R, L*) mit V(X), 
die Gruppenoperation mit + und zeigen, daB jedem Faserraum L(X, L*) in 
kanonischer Weise ein solches Vektorraumbiindel zugeordnet ist. Wir bilden 
dazu wieder die kartesischen Produkte W, x C™ und die Tripel (¢,r,w),r¢ W,,weC™. 
Da die Abbildungen @, , (r) Gl in den Normalkoordinaten w von U (e) linear 
sind, laBt sich 1* = ®,, (r) Ol in diesen Koordinaten durch eine Gleichung 
w* = «ow beschreiben, in der «,,,,(r) = ((a{;(r))) eine nichtsingulire 
komplexe Matrix ist, die holomorph von r ¢W,,,, abhingt. Offenbar gilt: 

(1) %.4(7) © %,.,(7) = ao, .,(7)- 

Ist nun r¢€W,,, so identifizieren wir die Tripel (4,7, %,,,(r)ow) und 
(%, 7, ). Die Gesamtheit {(:, 7, w)} dieser Tripel bildet mit der wegen (1) 
widerspruchsfreien Identifizierungsvorschrift ein Vektorraumbiindel iiber %, 
sofern {(i, 7, w)} mit der natiirlichen topologischen und komplexen Struktur 
versehen wird. Wir bezeichnen dieses Vektorraumbiindel mit V(X). 

Es sei nun [/] fiir die Koordinaten der Punkte / ¢ U (e) gesetzt. Offenbar 
wird durch die Abbildung o: («, r, [/]) > (1, r, 1) die Umgebung U (0) 
= U («,r,w) der Fliche O= WU (t,r,0) C V, (9) umkehrbar 

rEL,re Wy, w = [l,l Ue) celLrew, 
holomorph auf U (Z) c L(R, L*) abgebildet. Sind 2,, x, zwei Punkte aus U (0) 
mit 2(x,) = 2(2%_), 7, + x,€ U(O) und 2,=/- 2g, so gilt: o(2,+ 22) = e(x,) © 


18) Unter einem Faserraum verstehen wir hier stets ein Faserbiindel im Sinne von [22]. 
Zu den analytischen Faserraumen vgl. [17]. 
16) Zur Definition siehe auch [20]. 
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> @(2). Durch die Setzung 9(x) = lim (o(= ; >) wird deshalb 9 zu einer 


holomorphen Abbildung 9 : V,(R) + L(R, L*) fortgesetzt. Es ist allgemein 
o(x+Azx)=6 (zx) o 6 (Ax). Wir werden im folgenden von dieser Eigenschaft 
Gebrauch machen. 

3. Es sei nun V (®) ein beliebiges Vektorraumbiindel iiber einem komplexen 
Raum &%. Wie in § 3.1 bewiesen, kann man die Summe zweier Funktionen 
mit Werten in V(X) bilden. Da die Strukturgruppe linear ist, kann man 
dariiber hinaus jede in R gegebene Funktion, die ihre Werte in V(X) hat, 
mit jeder in R komplexwertigen Funktion multiplizieren. Insbesondere kann 
man das Produkt der Punkte z ¢ V(Q) mit den komplexen Zahlen bilden. 

Es sei fortan R mit abzihlharer Basis vorausgesetzt. Nach bekannten 
Satzen kann man in jedem W, x C™ eine beliebig oft stetig differenzierbare, 


m 
positiv definite Hermitesche Form |w|,= »° g(r) w,@, konstruieren, so dab 


a= 
in allen W,,,, gilt: (1) 9&2 = ZY gir) - as" - Zs). Dabei hiingen die Koeffi- 
zienten g(r) nur von r ¢W, ab und sind beliebig oft stetig differenzierbar. 
Offenbar bedeutet (1), daB durch |x| = |w|, den Punkten x = («,r,w) € V(R) 
unabhangig von « eine Norm |x| zugeordnet wird. Fiir diese sind die folgenden 
Rechenregeln richtig, falls x(x) = 2(y) unda eine beliebige komplexe Zahl ist: 
|z + y| S |z| + ly|, laz| = |a| - |2|. 

Wir benutzen nun die Norm |z|, um folgenden Satz zu zeigen: 

Satz 6. Ist R ein komplexer Raum mit abzihlbarer Basis und ist H*(R) 
(bzw. H*(R)) der komplexe Vektorraum der holomorphen (stetigen) Funktionen 
auf R mit Werten in einem Vektorraumbiindel V (R), so ist H*(R) (bzw. H*(R)) 
ein Fréchetraum'’), wenn H*(R) (bzw. H*(R)) mit der Topologie der kompakten 
Konvergenz versehen ist. 

Beweis. Da R als komplexer Raum lokalkompakt ist und nach Voraus- 
setzung eine abzéhlbare Topologie hat, kann man % durch eine aufsteigende 
Folge von relativ-kompakten Teilbereichen G,, vy = 1, 2, . . ., ausschépfen. Wir 


setzen || F(r)|| = } 2-” arctg sup |F (%,)| und dist (F,, F,) = |F, — F,|. Offen- 
1 


bar werden durch diese Metrik H*(R) und H*(N) zu metrisch vollstaéndigen 
Vektorriumen gemacht. Die durch die Metrik induzierte Topologie ist die 
Topologie der kompakten Konvergenz. Ferner sind — wie man leicht sieht — 
H*(R) und H*(R) lokal konvex. Ein topologischer Vektorraum, der metrisch, 
vollstaindig und lokal konvex ist, heiBt aber ein Fréchetraum. 

Es sei nun % ein holomorph-vollstandiger Raum, V(X) ein beliebiges 
m-dimensionales Vektorraumbiindel iiber R. Ferner sei R* ein relativ-kom- 
pakter, holomorph-konvexer Teilbereich von R. Wir zeigen folgenden Dar- 
stellungssatz : 

1") Wir verwenden den Begriff des Fréchetraumes und der kompakten Konvergenz 
wie in [9]. Eine Funktionsfolge aus H*(R) (bzw. aus H*(R)) konvergiert im Innern von R 
genau dann gleichmaBig, wenn sie in H*(R) [bzw. H*(R)] als Punktfolge aufgefabt 
konvergiert. 
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Satz 7a. Hs gibt in R endlich viele holomorphe Funktionen H,(r), v=1... 9, 
mit Werten in V(X), derart, daB sich jede in R* holomorphe (stetige) Funktion 


mit Werten in V(R) durch eine Linearkombination F (r) = 2 f,(r) - H,(r) dar- 


stellen laBt. Dabei sind die f,(r) in R* holomorphe (stetige) komplexwertige 
Funktionen. 

Beweis. Die Menge U S,, S,= {(r, F(r))} der Keime (r, F(r)) von in r €R 
holomorphen Funktionen mit Werten in V(X) bildet — versehen mit der 
bekannten Keimtopologie — eine analytische Garbe © (faisceau analytique)'*) 
iiber R. © ist eine freie kohairente Garbe, da V (RN) lokal stets das kartesische 
Produkt einer Umgebung U(r), r €R, mit dem C™ ist. Nach einem Satz von 
H. Cartan ([12], théoréme A) kann man deshalb zu jedem Punkt r,¢ R end- 
lich viele in R holomorphe Funktionen H, gy Wee H 7 (r)mit Wertenin V (&) finden, 
die tiber dem Ring O,, der in r, holomorphen komplexwertigen Funktionen S,, 
aufspannen. Die H ,(r) sind sicher in r, und mithin in einer ganzen Umgebung 
von ry linear unabhingig. Da R* CR, folgt, daB es in R endlich viele Funk- 
tionen H,(r),...,H,(r) gibt, von denen in jedem Punkte r €R* m linear 
unabhiangig sind. Die H,(r) spannen deshalb iiber O, stets ganz S, auf (r ¢R*). 
Daher folgt nach einem weiteren Satz von H. Cartan (vgl. [12], Satz 5), 
~-: man jede in R* holomorphe Funktion F(r) durch eine Reihe F(r) 


= » ne (r) - H,(r) mit holomorphen /,(r) darstellen kann. 

Ist F(r) eine in R* nur stetige Funktion, so hat man folgendermaBen vor- 
zugehen. Man iiberdeckt zuniichst R* mit endlich vielen Umgebungen 
U,,..., U,, derart, daB es zu U,,x = 1,..., &, stets m der Funktionen H, (r) 
gibt, die iiberall in U, linear unabhangig sind. Solche Funktionen seien 
H,,(r), .--, Hy,,(r), 0S % < %-.- <%_Sq. Man stellt dann Fr) in U,AR* 


durch die eindeutig bestimmte Linearkombination = (r) = 9 H,, , (r) dar. 

Setzt man g(r) = 0 fiir mw ¢ {x,}, so folgt: F(r) = » 9 A, 1 Nun gibt es 

zu {U,} nach bekannten Satzen [8] eine ,,Teilung i Eins“!*): Man kann in 

U U,>R* k stetige Funktionen g,, 0< gy, < 1, finden, so daB {r €U U.. 
k 


P(r) =O} UU, CU, und XS vy, = 1 ist. Mit f,(r) = Y yp, g® (r) gilt offen- 
er 


bar die Gleichung: F(r)= 2 y" vb (r) - H,(r), q.e.d. 


4. Um topologische Reliinin fiir die Giltigkeit eines Approximations- 
satzes zu erhalten, ist es zweckmaBig, gleich allgemeinere als nur holomorphe 








18) Zum Begriff der analytischen und der koharenten Garbe vgl. [12]. Eine analytische 
Garbe heiBt frei, wenn sie lokal zu der Garbe der Keime von holomorphen Abbildungen 
in den C™ isomorph ist. Freie Garben sind stets koharent. 

1%) Eine Teilung der Eins zu einer Uberdeckung {U,,} eines topologischen Raumes © ist 
eine Menge von in © stetigen Funktionen -y,, derart, daB 1) 0 < 9, (t) < 1,t€&, 2) V, 
= {t, p,(t) + 0} C U,, 3) {V,} lokal-finit ist, 4) 3° p, = 1 gilt. 
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Funktionen zu untersuchen. Es werden deshalb folgende Bezeichnungen ein- 
gefiihrt : 

1) & sei ein kompakter (also normaler) Hausdorffraum. 

2) EC H seien abgeschlossene (also kompakte) Teilmengen von ©. 

Wir definieren ferner: 

Def. 8. Hine (e,h)-Funktion F(r,t), reR, te in einem komplexen 
Raum R*) ist eine stetige Abbildung des kartesischen Produktes R x & in einen 
Faserraum L(R, L*), die noch folgenden Bedingungen geniigt : 

0) zoF(r,t) =r, 

1) ist ty€ 9, so ist die Funktion F (r,t) in R holomorph, 

2) gehdrt ty der Menge E an, so gilt sogar in R: F (r, ts) = E(r). 

Ist L(R, L*)= V(N) ein Vektorraumbiindel, so léBt sich jede (e, h)- 
Funktion mit Werten in V(X) auch als stetige Abbildung von £ in H*(R) 
auffassen. Das Bild der Punkte t ¢ § liegt dabei in H*(®). Den Punkten t ¢ € 
wird das Nullelement von H* (R)zugeordnet. Umgekehrt ist jedestetigeAbbildung 
¢ — H*(R) mit diesen Eigenschaften eine (e, h)-Funktion im Sinne von Def. 8. 

Man kann (e, h)-Funktionen in gewissen Fallen auf die Funktion £ (r,t) 
= E(r) deformieren. Wir sagen, eine (e, h)-Funktion F (r,t) ist (e, h)-homotop 
E in ® bzw. im Innern von KR, wenn es in R bzw. auf jeder kompakten Teil- 
menge von ® eine stetige Schar von (e, h)-Funktionen F(r,t;t), 0<t<1, 
gibt, derart, daB F(r,t,0) = 2 und F (r,t, 1) =F ist. Neben dieser Relation 
gibt es noch eine schwaichere Homotopiebeziehung. Eine (e, h)-Funktion 
F (r,t) ist e-homotop E in R bzw. im Innern von R, wenn es in R bzw. auf jeder 
kompakten Teilmenge von % eine stetige Schar von e-Funktionen F(r, t; t) 
gibt, bei der F(r,t,0) =H und F(r,t;1)=F (r,t) ist. Dabei heiBt eine in 
Rx stetige Abbildung F(r,t):Rx T+ L(R, L*) mit ro F(r,t)—r eine 
e-Funktion, wenn fiir jedes feste t,¢ Z gilt: F(r, ty) = EZ. 

Natiirlich ist eine Deformation F (r,t; t), r¢R,t «€,0 <t < 1, wieder eine 
(e, h)-Funktion in R in bezug auf den Parameterraum ¢*=¢ x J, J] = {0s 
<t<1} und Mengen &, $* mit €* Cc H*cE*. Ist Fir,t,t) eine (e, h)- 
Deformation, so wird €* = (€ x I) (Ex 0), H¥ = (H x 1) U(X x O) gesetzt. 
Im Falle, daB F (r,t, t) nur eine e-Deformation ist, muB man in $* die Teil- 
mengen €* = (€ x J) U(E x 0), H* = (H x 1) U(H x O) auszeichnen. 

5. Wir kénnen nun Satz 7a auf (e, h)-Funktionen iibertragen: 

Satz 7. Es seien R ein holomorph-vollstindiger Raum, V (R) ein m-dimen- 
sionales Vektorraumbiindel iiber R, R* ein relativ-kompakter, holomorph-konvexer 
Teilbereich von R. Es gibt dann endlich viele in R holomorphe Funktionen 
H,(r),...,H,(r) mit Werten in V(X), derart, dap sich in R* x& jede dort 
definierte (e,h)-Funktion mit Werten in V(X) durch eine Linearkombination 


q 

Fi(r,t) = » f, (r,t) - H,(r) darstellen laBt. Dabei sind die f,(r,t) komplexwertige 
v=1 

(e, h)-Funktionen in R* x &. 


20) Genauer ware die Redeweise: (e, h)-Funktion in R x &. Wir werden im folgenden 
jedoch immer von (e, h)-Funktionen in R sprechen, wenn das nicht zu MiBverstandnissen 
fiihrt. 
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Wir ziehen zum Beweis einen von H. Cartan aufgestellten Satz der Theorie 
der topologischen Vektorraiume heran (vgl. die Herleitung im Anhang). 

Satz 8. Es seien F, F Fréchetritume. gy sei eine lineare, stetige Abbildung 
von F auf F. Ferner seien t bzw. ¥ stetige Abbildungen eines kompakten, regu- 
liren Raumes & in F bzw. einer abgeschlossenen Teilmenge BCE in F. Gilt 
dann t = got in B, so gibt es eine stetige Fortsetzung t* von T in ganz &, so 
daf iiberall po t* = ist. 


q 
In unserem Fall wird durch die Abbildung 9, :(f;(r),.-..f¢(r)) > f(r): 4, (r) 
v=1 


der Fréchetraum P, der g-tupel der in R* holomorphen komplex-wertigen 
Funktionen auf H*(R*) abgebildet. Nach Satz 8 ist deshalb die Ab- 
bildung 7, (t) = (0,..., 0),t €€, zu einer Abbildung 7% : G + F, fortsetzbar, 
fir die g,otf=T ist (mit t:t— F(r,t)). Durch Anwendung des gleichen 
Verfahrens auf H*(R*), den Fréchetraum F, der q-tupel von in Q* stetigen 
komplexwertigen Funktionen und auf die Abbildung g,: (/,,...,/,) >) /,H, 
mit stetigen /, erhilt man sodann eine stetige Fortsetzung T¥ von Tf in ganz 
€, so daB y,o TF =r gilt. Bezeichnet man die g-tupel 7}(t) mit (/,(r,t),..., 
f,(r,t)), so sind offenbar /,(r,t) (e,h)-Funktionen, und es gilt » /,(r,t) - 
- H,(r) = Fir, t), q.e.d. 


§ 4. Approximationssitze fiir Funktionen mit Werten in 
analytischen Faserriumen L(®, L) 


1. In diesem Abschnitt wird Satz 1 auf (e, h)-Funktionen mit Werten in 
einem Vektorraumbiindel V(X) iibertragen. Wir zeigen: 

Satz 9. Es seien R, R holomorph-vollstindige Réiume, R sei Teilbereich von R 
und auf R holomorph ausdehnbar. Ferner sei R, ein relativ-kompakter Teil- 
bereich von R und V(R) ein Vektorraumbiindel iiber R. Ist dann e > 0 beliebig, 
so gibt es zu jeder (e, h)-Funktion.F (r,t) in R x& eine (e, h)-Funktion P(r,t) 
inR xf, fiir die in R, x & gilt: |F (r, t) — For, t)| <e. 

Beweis. Da R nach Satz 2 in bezug auf R konvex ist, k6nnen wir ein ana- 
lytisches Polyeder B so bestimmen, daB R, cP CR und daB die definierenden 
Funktionen von B in ganz R holomorph sind. $ ist deshalb in bezug auf R 
konvex. 

Nach Satz 7%) gibt es in R endlich viele holomorphe Funktionen H,(r) 
mit Werten in V(X), mit denen wir F(r,t) in DB in der Form F(r,t) 
= Dy f(r, t) - H,(r) darstellen kénnen. Da die Multiplikation der Funktionen 


v=1 
mit Werten in V(R) und der komplexwertigen Funktionen stetig ist, folgt 
bei hinreichend kleinem 6 > 0: 


%\) Der Beweis laBt sich auch direkt ohne Verwendung von Satz 7 fiihren. Satz 7 
wird jedoch in [16] wesentlich herangezogen. 
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, Gilt fir in Rx definierte komplexwertige (e, h)-Funktionen Lr, t) in 
R, x die Ungleichung |j,— j,| <4, so ist dort sicher |\F - Py <e, wenn 


Pvr, t) => t,- H, gesetzt wird. 
v=l1 


Es miissen also zum Beweise von Satz 9 nur noch die Funktionen ir, t) 
bestimmt werden. Dazu iiberdecken wir zunichst € mit so kleinen Um- 
gebungen U,,x=1,..., k, daB fiirt,, t,¢ U,, r €R, die Ungleichung |/, (r,t,) — 
— f,(r, ts) <> richtig ist. Wir wahlen dann einen festen Punkt t,¢ U,. 
t, sei aus U, -\€, wenn U, \€E + 0. Ist VU, \E = 0, so nehmen wir t, ¢ U,.% 9, 
im Falle U,.\9=0 einfach aus U,. Wir approximieren nun /,(r,t,) durch 
in R definierte komplexwertige Funktionen g(r), so daB in &, : |f,(r, t.) — 
— g® (r)| < = gilt. Ist t.¢€, so werde g® (r) = E(r) gesetzt, gehdrt t, der 
Menge § an, so sei g holomorph. Die Existenz folgt dann aus Satz 1. Gilt 
t,¢, so existiert nach dem Tietzeschen Fortsetzungssatz ([{1], p. 73) eine 
stetige Funktion g(r): Da als s holomorph- vollstandiger Raum normal?) ist, 
laBt sich f,(r, t,) von R, i in ganz R see sare Ist nun {¢,(t)} eine Teilung der 


Eins zu {U,}, so ist offenbar iir,t) = p y(t) - g(r) eine (e, h)-Funktion 


in R x F, und es gilt in RN, x fF: |f,— i,\ < 4, q.e.d. 

2. Wir untersuchen nun beliebige (e, h)-Funktionen mit Werten in einem 
Faserraum L(R, L*). Es gilt folgender: 

Satz 10. Es seien RR holomorph volistindige Riuwme. R sei Teilbereich 
von R und auf R holomorph ausdehnbar. Ferner sei F (r,t), r€R, t €&, eine 
(e, h)-Funktion in R mit Werten in einem Faserraum L(R, L*). Ist dann F (r,t) 
(e, h) homotop E im Innern von R, so gibt es eine Folge von (e, h)-Funktionen 
P(r, t) in R, die im Innern von Rx F gleichmaéBig gegen F (r,t) konvergiert. 
Dabei kann man die F,(r, t) so wihlen, daB sie in R (e, h)-homotop E sind. 

Zum Beweise zeigen wir zunichst : 

Hilfssatz 1. Es gibt unter den Voraussetzungen von Satz 7 zu jedem relativ- 
kompakten Teilbereich R, CR endlich viele (e, h)-Funktionen F) (r,t), y= 1...8, 


in R, derart, daB F(r,t)=J]F (r,t) und F™ (r,t) ¢ U(£), v=1...8, fiir 


v=l1 
r€R, und t €< ist. 
Beweis. Es sei F (r,t, t), 0 <t < 1, eine (e, h)-Deformation von F(r, t) auf 
E(r). Aus Stetigkeitsgriinden kénnen wir dann eine Folge reeller Zahlen t,, 
x=0,...,k, mit O=t,<t,<--- <t,=—1 so bestimmen, daB fiir r ¢R,, tc € 


gilt: F® (r,t) = per F(r, t, t,)oF—*(r, t, t,_,) € U (2). Es ist J] F© (r, t) = F (r,t) 
vel 


und damit Hilfssatz 1 bewiesen. 


%2) Man zeigt leicht, daB jeder komplexe Raum mit abzahlbarer Topologie metrisierbar 
ist. Ein metrischer Raum ist aber normal. Vgl. [8]. 
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Wir konstruieren nun Folgen Fy (r,t) von (e, h)-Funktionen in R, die im 
Innern von %, x& gleichmaBig gegen F) (r,t) konvergieren und in Rx 
(e, h)-homotop £ sind. Aus der Stetigkeit der Lieschen Gruppenoperation 
folgt dann sofort, daB die Folge F,,(r, t) = Tl PF (”) (r,t) im Innern von ®, x & 

v= 
gleichmaBig gegen F (r,t) strebt. Die F, sind in R x  (e, h)-homotop £. 

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, daB man zum Beweis von Satz 10 
nur die Existenz der Funktionen Fe (r,t) nachzuweisen braucht fiir den Fall, 
daB XR, ein beliebiges analytisches Polyeder in X ist, das durch in R holomorphe 
Funktionen gegeben werden kann. Ist niimlich RY, RC RE+MER, x=1, 
2,..., eine N ausschépfende Folge von relativ-kompakten Teilbereichen und 
kann man nach dem angegebenen Verfahren zu jedem N® Folgen F,. » finden, 
die im Innern von R® x & gleichmaBig gegen F (r,t) konvergieren, so strebt 
im Innern von R x & die Folge Pain: gleichmaBig gegen F (r,t), wenn pu, > x 
hinreichend gro8 gewahlt ist. Wir kénnen nun fiir die R® analytische Poly- 
eder nehmen, die aus einer oder mehreren zusammenhingenden Komponenten 
einer Menge {r ER, if,.(r)| <1, ~=1...1} bestehen, wobei die f(r) in R 
holomorphe, komplex-wertige Funktionen sind. Denn, da ® nach Voraus- 
setzung auf R holomorph ausdehnbar und somit auch in bezug auf R konvex 
ist, kann man XN durch solche Polyeder ausschépfen. Somit ist Satz 10 be- 
wiesen, wenn man die Richtigkeit folgenden Hilfssatzes gezeigt hat: 

Hilfssatz 2. Ls sei BCR ein analytisches Polyeder in R, das aus zusammen- 
hidingenden Kcmponenten einer Menge {r € R, if,.(r)| <1, w=1...d} besteht. 
Die i,(r) seien endlich viele in R holomorphe, komplexwertige Funktionen. Ist 
dann F* (r,t) eine (e, h)-Funktion in % mit Werten aus U(E), so gibt es eine 
Folge P* (r, t) von (e, h)-Funktionen in R, die im Innern von DB x F gleichmipig 
gegen F* (r,t) konvergiert. Dabei kann man die F* (r,t) so bestimmen, daB sie in 
R (e, h)-homotop E sind. 

Zum Beweise benutzen wir die in § 3,2 eingefiihrte Abbildung o : U (O) — 
— U(E) und setzen *F (r,t) = 9 oF* (r,t). Da in bezug auf R konvex ist, 
gibt es nach Satz 9 Folgen *F (r, t): Rx > Vi(&) von (e, h)-Funktionen 
in R x, die im Innern von B x & gleichmaBig gegen *F (r,t) konvergieren. 
Setzen wir noch F* (r,t)h=@ 0 *F (r, t), so strebt F* im Innern von J x & 
gleichmaBig gegen F* (r,t). Da die F* (e, h)-homotop E sind, ist Hilfssatz 2 
bewiesen. 

5. Wir untersuchen in diesem Abschnitt (e, h)-Funktionen mit Werten in 
L(&, L*), bei denen der Parameterraum ¢& ein Funkt und gleichzeitig 
die Menge § ist. Diese Funktionen F(r) stimmen natiirlich mit den gewéhn- 
lichen holomorphen Funktionen, deren Werte in L(R, L*) liegen, iiberein. 
Wir nennen F(r) holomorph homotop E im Innern von R (bzw. holomorph 
retraktibel), wenn man in jeder kompakten Teilmenge von R F(r) tiber lauter 
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holomorphe Funktionen F (r,t) auf Z(r) deformieren kann. Offenbar deckt 
sich diese Eigenschaft von F damit, daB F(r) (e,h)-homotop £ ist. Dem- 
entsprechend sagen wir, F'(r) ist homotop E, wenn F(r) e-homotop £ ist. F(r) 
14Bt sich dann iiber stetige Funktionen F (r,t) auf H(r) deformieren. Als 
Spezialfall von Satz 10 gilt nun: 

Satz 11. Es seien RR holomorph-vollstiindige Riume, R sei Teilbereich 
von R und auf R holomorph ausdehnbar. Ist dann F(r) eine in R holomorphe 
Funktion mit Werten in einem analytischen Faserraum L (R, L*) und ist F(r) 
holomorph homotop E im Innern von R, so gibt es eine Folge in R holomorpher 
Funktionen P(r) mit Werten in L(&, L*), die im Innern von R gleichmépig 
gegen F' (r) konvergiert. 

Es seien jetzt einige Fille betrachtet, in denen F(r) immer holomorph 
retraktibel ist. Wir setzen dabei voraus, daB LR, L*) mit dem kartesischen 
Produkt ® x L” iibereinstimmt. Die Funktionen F(r) mit Werten in LR, L*) 
kann man dann als holomorphe Abbildungen von R bzw. R in L™ auffassen: 
Wir nennen daher F (r) eine Funktion mit Werten in L™. 

Def. 9. Hin komplexer Raum R heift holomorph retrahierbar, wenn es 
eine Schar holomorpher Abbildungen t(r,t),0 St < 1, von R in sich gibt, so dap 
t(r, 1) =r und r(r, 0) = 79€R fiir alle r €R ist. 

Es ergibt sich sofort folgende Aussage: 

Satz 12. Ist ein komplexer Raum R holomorph retrahierbar, so ist jede in R 
holomorphe Funktion F (r) mit Werten in einer zusammenhdngenden komplexen 
Lieschen Gruppe L™ holomorph retraktibel. 

In der Tat! Setzt man F (r,t) = F(r(r,t)), so hat man eine holomorphe 
Deformation von F(r) auf F(r,0)=F (ry). Da L™ zusammenhingend ist, 
kann man F(r, 0) als konstante Funktion weiter auf Z(r) = e deformieren. 

In Verbindung mit Satz 11 folgt nun: 

Satz 13. Es seien RR holomor ph-vollstiindige Riume,R sei Teilbereich von ®, 
holomorph retraktibel und auf R holomorph ausdehnbar. Ist dann F (r) eine in R 
holomorphe Funktion mit Werten in einer komplexen Lieschen Gruppe, so gibt 
es stets eine Folge in R holomorpher Funktionen PF, (r) :R + L™, die im Innern 
von R gleichmidpBig gegen F (r) konvergiert. 

Beweis. Da R retrahierbar ist, ist R zusammenhiingend. Ist r,¢RN ein 
beliebiger Punkt, so hat deshalb F'(r) o F-!(r9) nur Werte in der zusammen- 
hingenden Komponente L, von L”, die das neutrale Element e enthalt. Nun ist 
L, wieder eine komplexe Liesche Gruppe und F (r)o F- (rg) nach Satz 11 und 
Satz 12 Grenzfunktion einer Folge F von in R holomorphen Funktionen mit 
Werten in Z,. Setzt man noch FP, = FO o F (rg), so ist Satz 13 bewiesen. 

Als Beispiele von holomorph retrahierbaren komplexen Réumen seien die 
Sterngebiete (Polyzylinder, Hyperkugel etc.) des C" angefiihrt. Diese lassen 
sich durch eine Transformationsschar 4 — 4,—>¢(; — 49) zusammenziehen. 
11* 
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Natiirlich ist F(r) auch immer dann holomorph homotop Z£, wenn der Werte- 
bereich Z™ holomorph retrahierbar ist, wie z. B. im Falle, daB L™ mit der 
additiven Gruppe der komplexen Zahlen iibereinstimmt. Im Satz 11 ist deshalb 
der klassische Rungesche Satz enthalten. 


Anhang 


Herleitung des Satzes 8 (nach H. CarTAN): Wie aus einem Satz von Ba- 
wacH ([9], Satz 1, Kap. 1, § 3) folgt, ist die Abbildung g: F .. F eine offene 
Abbildung. Insbesondere werden stets Umgebungen des Nullpunktes OcF 
auf Umgebungen von 0 ¢ F abgebildet. Da ferner F,F lokal-konvex und 
metrisch sind, kann man Umgebungsfolgen V, bzw. V,, y=1,2,..., von 
OF bew. O¢ F finden, so daB folgendes gilt: 

1) V,-.>V,, ina> V,, 

2) ist V eine Umgebung von O bzw. O, so hat man fir y= v9: V,CV bzw. 
VicV, 

3) die Mengen V,cF, VicF sind konvex, 

4) es ist p(V,)> V,. 

In & gibt es (vgl. [8], p. 65) zu jeder offenen Uberdeckung eine Teilung der 
Eins. Das gleiche ist auch fiir jede offene Uberdeckung jeder Teilmenge von 
richtig. Wir kénnen deshalb in £ ein System von nicht identisch verschwin- 
denden stetigen Funktionen a(t), x¢J,=({1...k,}, »=1,2,..., be- 
stimmen, das folgende Eigenschaften hat: 


a) es ist 0 < a® (t) < 1, t €§, 
ky 
b) es gilt ¥ a(t) = 1, 
x=1 
c) ist a (t,) + 0, a®(t,) + 0, so hat man r(t,) — r(t,) € V,, wenn t,, t, ¢ B, 
d) es gibt eine Abbildung 2: J,,,>J,, so daBa®= 3S al), ist. 
mu) =* 
t® ¢¢ sei nun ein fester Punkt mit a®(t™) + 0. Ist {a®(t) + 0} B + 0, 
so sei t) ¢ B gewihlt. Nach Eigenschaft c), d) der Menge {a} ist dann fir 
die Folge von Punkten y= 1(t®) die Differenz Ys — ng « V,. Ferner 
gibt es nach Eigenschaft 4) der Umgebungsfolgen V,, V, in F Punkte x mit 
p (2) = y, c= 7 (t™), wenn t¢ B und man — 2 V,. 


by 
Wir setzen h,(t)= 3° a® (t) y, g,(t) = x a™(t) z®. Offenbar ist stets 
x=0 


h,(t) = yog,(t). Es gelten die Abschiitzungen: r(t) — h,(t) € V,, Z(t) — g,(t) € Vy, 
fir t ¢ B, 9,4, (t)— 9, (t) © V,; denn da V,, V, konvex sind, gilt: sind q,,..., 4, 
Punkte wm V, (bzw. V ,) und sind a,,x=1. “fe nicht-negative reelle Zahlen, 


so daB 3" a, = 1, so liegt auch der Punkt g = S aquin V, bow. ¥, Weil die 


x=1 
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if vy, nach Voraussetzung mit wachsendem y» beliebig klein werden, kon- 
vergieren nun gleichmaBig die Funktionen h, (t) gegen 1 (t), die Funktionen g, (t) 
in B gegen 7(t) und in & gegen eine Grenzfunktion t*(t), fir die go T* (t) 
= T(t) ist. 
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On the Neighbour Points of a Projective Space 
By 
Feppe J. Terpstra in Pretoria*) 


Introduction 


The attempts to describe the way in which two plane curves intersect 
at a common point P have led to the concept of the neighbour points of P. 

As a relatively simple example, to which we shall return again at the end 
of this paper, we mention the case of the curves y= z* and y=0 whose 
intersection can be said to consist of P(0,0) followed up by a point P, in the 
first neighbourhood of P and a point P, in the first neighbourhood of P,. 

To give the reader an idea of the existing theories of neighbour points, 
let us assume for a moment that we already know what the neighbours of a 
point are and let P’ be a neighbour of the proper point P. Then all curves 
through P’ form a system S’, and P’ is uniquely determined by 8’. 

What is done in all existing theories is that in order to define P’ a system 
of curves through P is constructed which later turns out to be the system S’ 
above or (in Zariski’s theory) the ideal generated by S’. This system 8’ is 
then called a neighbour of P. For the construction of S’ the existing theories 
make use of quadratic transformations (Max NoETHER) or Puiseux series 
(ENRIQUES) or valuations (ZARISKI) or intersection multiplicities (VAN DER 
WaERDEN). We note that Enriques’ theory has been adapted by ANCOCHEA 
to algebraically closed ground fields of arbitrary characteristic by using the 
Noether-Hamburger expansions of a curve in stead of its Puiseux series. 

The cause of the intricacy of all these theories is that they add new 
elements (neighbours) to a given set (projective plane) by defining the new 
elements in terms of the old ones (points of the projective plane). 

In the present paper it will be shown how the typical difficulty connected 
with this method of enlarging a given set can be avoided by starting from a 
certain set XY which already contains the (proper) points of a projective space 
and all their neighbours. The elements of ZX are rings of a certain type 
contained in a certain field K. 

Consequently in our theory proper points and their neighbours are the 
same kind of things. 

An important feature of this paper is that no condition is imposed on the 
ground field k, in particular k need not be algebraically closed. 

Summary. Let k be a fixed field. By K we understand a fixed field over k 
consisting of all rational functions of n letters with coefficients in k. 





*) Adresse des Autors Prof. Dr. F. J. Tzrpstra, Universiteit van Pretoria, S. Afr. 
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Any ordered set of elements z,,..., 2, of K such that K consists of all 
rational functions of x, ..., 2, with coefficients in k will be called a reference 
system x. 


Every reference system x defines a subring k[x] of K consisting of all 
polynomials in x with coefficients in k, and also a subring O, of K consisting 
of all quotients A,(x): A,(x) with A,(z) and A,(zx) rel. prime in k[x] and 
A,(0) + 0. 

The ring O, will be called the origin of x. The question when two reference 
systems have the same origin is studied in section 1. We now define the set 
which plays a prominent role throughout this paper. By 2 we understand 
the set whose elements are the origins of all reference systems. The elements 
of 2 are called points of X. Let x be a reference system and P any point of 2. 
Let y be any reference system with origin P. Then writing y, as rational 
functions of x y,= A,(x): B,(x) the ordered set A,(x): B,(x) will be called 
a set of x-coordinates of P. Let now P and P’ be points of £. We say that P’ 
is a first neighbour of P when there exist reference systems x and zx’ with 
origins P and P’ resp. such that 


X= Zi, Ly Tj %,..., Zy= Zi Xp. 
Let P = Po, P,,..., P, = P’ be a sequence of points of Y such that every P,; 
is a first neighbour of P;_, (i =1,...,a) then the sequence P; which is 
uniquely determined by P and P’ (prop. 5) will be called the chain between P 
and P’; moreover P’ will be called an a-th neighbour of P or simply a neighbour 
of P. Obviously when P’ is a neighbour of P then P is a proper subring of P’. 

In a previous paper [4] we have shown that the converse is true whén 
n = 2, i.e. when P and P’ are points of Y with Pc P’ then P’ is a neighbour 
of P when n = 2. (In the proof we assumed that k is alg. closed). 

From the following example we see that the converse is not true when 
n=3. Let n =3 and let 2,, 22, x, be a reference system. Then y defined by 
L1= Yj, Tz= Yo, X3= Y, Ys is also a reference system and O, CO, but one easily 
shows that O, is not a neighbour of 0,. 

The fact that every reference system is a set of elements of K enables 
us to define projective spaces as certain subsets of Y. Let x be a fixed 
reference system. We choose n + 1 linearly independent linear polynomials 
in x with coefficients in k. 


Let these polynomials be 1,(x), 1,(x),..., L, (az). It is well-known that the 
relations y,=1,;(x):1,(z) (i =1,..., n) can be solved for zx in the form 
x; = li (y): lh (y) where 15(y), Ui (y), .... 1, (y) are linearly independent linear 


polynomials in y. Since z is a reference system and since the z, are rational 
functions of y we conclude that y is also a reference system. Let O, be the 
origin of y then the 1,(x):1,(x) are a set of x-coordinates of O,. After these 
preparations we define projective spaces as certain subsets of 2 in such 
a manner that every reference system zx uniquely determines a projective 
space. 
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Definition. Let x be a fixed reference system and let J,(x), l,(x), ...,1,(x) 
be linearly independent linear polynomials in x with coefficients in k. Then 
for variable / the set of all points of 2 with z-coordinates 1,(x):1)(x),..., 
L(x) : ly(z) will be denoted by /7, or simply by //7 and will be called a pro- 
jective space. Moreover every reference system 1, (2): 1,(x),...,1,(2):ly(x) 
will be said to be a coordinate system for IT,. 

It easily follows that, z and x being reference systems, we have //],= //, 
if and only if z is a coordinate system for J7,. 

According to our definitions a set of z-coordinates of a point P is not 
uniquely determined by z and P. We shall now derive a certain set of x-coor- 
dinates for each point of /7, from which immediately appears the agreement 
of our definition of a projective space with the customary one. 

To do this we start from the relations z;= 1;(y):1j(y) above where O, 
is the point with 2x-coordinates 1,;(x):1,(z). We distinguish two cases. First 
we assume that 15(0)+0. Set a, =—1;(0):1,(0). Then we have a; — a, 
= m,(y): 13 (y) where the m,(y) are linearly independent linear forms. There- 
fore by prop. 1 we have O,= O, with z;= x,— a,. This means that z,— a,,..., 
Z, — 4, With a; in k is a set of x-coordinates of O,. Assume now that /;(0) = 0. 
Since the I’ are linearly independent, it is impossible that also [| (0) = 15(0) 
=-+--=1,(0)=0. Let 1,(0) +0. We set a; = 1;(0) : 1,(0) (= 1,..., n). One 
immediately sees that 
sa! T-1 
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can be written as m;(y):1,(y) (= 1, ...,) resp. with m,(y) linearly inde- 
pendent forms. 

Again by prop. 1 we conclude that (1) is a set of z-coordinates for O,. 
When we call the points of /7, with sets of x-coordinates z;— a, finite points 
with respect to z, and the points with sets of x-coordinates (1) points at 
infinity with respect to x, the agreement of our definitions with the customary 
ones has been completely established. The advantage of our theory is of 
course that the introduction of points at infinity offers no special difficulty. 

We remind the reader of the fact that customarily points at infinity are 
introduced either by using homogeneous coordinates or by using the notion 
of abstract variety. (See ANDRE WeiL, Foundations of algebraic geometry, 
p. 262.) 

Both methods are much more complicated than ours as might be expected 
because they define the points at infinity in terms of the finite points whereas 
by starting with the set 2 as we have done, the points are immediately 
available as elements of 2. 

Let now // be a projective space, P a point of J7 and P’ a neighbour of P; 
then P’ will be called a neighbour of /7. From prop. 6 we see that when P’ 
is a neighbour of //, there exists one and only one point P of J/7 such that P’ 
is a neighbour of P. The chain between P and P’ will be called the chain 
between J] and P’. 
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In section 2 we study the set of all neighbours of a point P of 2. The 
idea of defining points as certain subrings of K can easily be generalized. 

Definition. A subring V of K will be called a variety when there exists a referen- 
ce system z and a prime ideal p in k[x] such that V consists of all quotients 
A,: A, with A, and A, rel. prime in k[z] and A,+ 0(p). This being so we shall . 
also say that V is or can be defined on x, and also that z is a reference system 
for V. According to this definition points of Z are varieties. Another example 
of a variety is K. 

Let now V be any variety and J] a projective space then by the //-set 
of V we understand the set of all proper points and neighbours of /7 which 
are subrings of V. 

In particular the //-set of a proper point P of J] is P itself, and the /7-set 
of a neighbour P’ of J] is the chain between J7 and P’. Furthermore the 
[1-set of K consists of all proper points and neighbours of /7. 

Definition. When a variety can be defined on a reference system x which 
is a coordinate system of a projective space /7, then V will be called a variety 
on Il. 

Obviously our varieties on /]7 correspond to what are usually called varieties 
in I], the consequence of our definitions being that a variety on J] so to say 
automatically determines all its points both proper points and neighbours of /7. 

It seems that varieties which cannot be defined on /7 will play an important 
role in studying the properties of J7. 

For example when a birational transformation is defined as an auto- 
morphism of K over k, the image of a variety on J/7 may be a variety which 
cannot be defined on a coordinate system of J]. 

The point of view exposed in this paper can be expressed by saying that 
n-dimensional projective geometry over a field k is the theory of the subrings 
of K, where K is a purely transcendental extension of k, whose dimension 
over k is n. 

It is true that so far we have used only certain types of these subrings. 
However in a paper, which is in course of publication, we shall show that 
branches of curves on /7 can also be defined as a kind of subrings of K. 


1. Reference Systems with the Same Origin 


Let x be a reference system with origin O, and let u be an element of 0,. 
Then u can be written A(x): B(x) with A(z) and B(z) in k[z] and B(0) = 1. 

Let now u + 0 and let A,(z) be the sum of all terms of A(z) of lowest 
degree in xz. Then A,(zx) will be called the leading form of u (with respect to =). 
By the order of u (with respect to x) we understand the degree of A(z). 

Let now y,,..., y, be elements of O, such that y is also a reference system. 
We assume that the leading forms /,(z) of y; are linear and linearly inde- 
pendent. Furthermore let F(y) and @(y) be in k[y]and such that z = F(y):G(y) 
is in O,. . 

Assertion. When F(y) and G@(y) are relatively prime in k[y] then G(0) + 0 
i.e. the order of G(y) is 0. 
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To show this we first write F(y) and G(y) in terms of x. Let F(y) = F’ (x) 
and G(y) = G’ (x). Since F’(x) and G’(x) are elements of O,, they have well- 
defined leading forms (with respect to x) which are obviously obtained by 
substituting y;— 1,;(x) into the leading forms (with respect to y) of F(y) and 
G(y) resp. 

By our assumptions z = F’ (x): G’(x) is an element of O, and so F’(z) is 
divisible in O, by G’ (zx). 

It follows that the leading form of F’ (x) is divisible in k[a] by the leading 
form of G’ (zx). 

As the 1; (x) are linearly independent our substitution y;—>1, (x) has an inverse. 

When this inverse is applied to the leading forms of F’(x) and G’(x) we 
find the leading forms of F(y) and G(y) again. By what we already know 
about the leading forms of F’(x) and G’(x) we conclude that the leading 
form of F(y) is divisible in k[y] by the leading form of G(y). We now omit 
the letter y in denoting elements of O, or k[y]. 

Since the leading form of F is a multiple in k[y] of the leading form of @ 
there exists H, in k[y] such that the order of F,= F — H,G@ is higher than 
the order of F. 

We consider the quotient z,= F,:G@ which is an element of O, because 
z,= z — H, where z and y, hence also H,, are in O,. By applying the previous 
argument to z, we find H, in k[y] such that the order of F,= F,— H,G is 
higher than the order of F,, in other words the order of F,= F —(H,+ H,)@ 
is at least 2 more than the order of F. 

It is now clear that given any positive integer p we can find M, in k[y] 
such that the order of F — M,G is at least p, i.e. F—- M,G=0(m”) where m 
is the ideal with basis (y,,..., y,) in O,. It follows that F = 0(m?’,G) for 
every p, in other words that F is in the intersection of all (m”,G@). Since m 
is the maximal ideal of the local ring O,, this intersection is (@) by a well- 
known theorem of Kru (see e.g. NortTHcoTT, Ideal Theory, p.65). Therefore 
F = 0(G) where of course (@) must be regarded as an ideal in O,. Since F 
and G@ are assumed to be rel. prime in k[y] they are also rel. prime in O,. 
Then from F = 0(G@) we see that G must be a unit in 0, i.e. @(0) + 0 which 
proves our assertion. 

These preparations were necessary for the proof of the following proposition. 

Proposition 1. Let x and y be reference systems. 

We write y,,..., y, as rational functions of x, y;= A,(x): B,(x) with 
A;(x) and B;(x) rel. prime in k[x]. By a;(x) we denote the leading form of 
A,(z) i.e. a;(x) is the sum of all terms of A,(x) of lowest degree in x. 

Then zx and y have the same origin if and only if the a;(x) are linearly 
independent linear forms and all B;(0) + 0. 

Lemma. Let x and y be reference systems with origins 0, and O, resp. 
Then O, ¢O, if and only if all x; are non-units of O,. 

Proof of the lemma. We observe that the units of 0, are the elements of O, 
which can be written A(y): B(y) with A(y) and B(y) in k[y] and such that 
A(0) +0, BO) +0. 
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Let first O, CO,. Suppose that at least one of the z,;, which we call z, 
is a unit of O,. Writing z in the form A(y): B(y) we see that z + c is a non- 
unit of O, for some c + 0 in k. This means that (z + c)~! is not in O, and so, 
by the assumption 0, C O,, that (z + c)~! is not in O,. But this is impossible 
because z is a non-unit in 0, hence z + c a unit inO,. Therefore 0, CO, implies 
that all x; are non-units in O,. Assume now that all 2, are non-units of O,. 
Then every A(z) in k[x] is in O, and every B(x) in k[x] with B(O)+O0is a 
unit of O,. Any element of O, can be written as A B-' where A and B = B(z) 
are in k[x] and where B(0) + 0. Then A B- is in O, because A is in O, whereas 
B is a unit of O, hence B“ in O,. Therefore 0, CO, when all x; are non-units 
of 0,. 

Proof of proposition 1. We first show that the condition is sufficient. The 
fact that A,;(0)=0 and B;(0)+0 means that all y; are non-units of O,, 
hence by the previous lemma 0,CO,. We still have to show that 0,¢0,. 
In view of the previous lemma it suffices to know that all z,; are non-units in Oy. 

Consider any 2; and call it z. Since y is a reference system we have 
z= F(y):G(y) with F(y) and G(y) relatively prime in k[y]. Substituting 
y,= A,;: B,inz G(y) = F(y) we immediately see that F(0) = 0. Furthermore, 
by what we have proved in the beginning of this section G(0) +0. So z, 
hence all z,;, are non-units of O,, which completes the first part of the proof. 

Assume now that 0,—0O,. By the previous lemma every z; can be written 
in the form F(y): G(y) with F(y) and G(y) in k[{y] and F(0) = 0,G(0) = 1. 
Also every y; admits a similar expression A(x): B(x). Let f(y) and a(x) be 
the leading form of F(y) and A(x) resp. Then the substitution y;—> a;(z) 
carries /; into z;. It follows that all a,(x) are linear and that they are linearly 
independent. q.e.d. 

It is well-known that every reference system x defines a valution o in K 
which is defined as follows. 

When A is in k[x] and A +0, then 0(A) =a where a is the degree of 
the leading form of A; when z is any element + 0 of K then o(z) = 0(A) — o(B) 
where A and B are in k[z] andz= A: B. 

In view of prop. 1 it is not difficult to see that the valuation defined by 
two reference systems x and y are the same if x and y have the same origin. 
Therefore it is permissible to define the valuation at P as the valuation of K 
defined by any reference system with origin P. 


2. The Neighbours of a Point P of & 


From our definition of the first neighbours of a point we know that, y being 
a reference system with origin P, the origin of the reference system z defined by 


n= % Ye=%% 82 «+ ee Yn= %12n 

is a first neighbour of P and that all first neighbours of P can be obtained 
in this way by varying y. 

Our first aim is to show that in s coder to find all first neighbours of P, y can 

be restricted to reference systems with origin P, belonging to a certain class. 
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Proposition 2. Let x be a fixed reference system with origin P. Let 1; 
be x linearly independent linear forms in x. Then the relations 


h=% L=4y, ....- L,= 22n 

define a reference system z whose origin is a first neighbour P, of P. Moreover 
any first neighbour of P can be obtained in this way for a suitable choice 
of the /,. 

Proof. The first statement follows because l,, . . . , l,, by prop. 1 is areference 
system with origin P. 

Let now P’ be any first neighbour of P. This means that there exists 
a reference system y with origin P such that u defined by 


"m= % Ye= M1 My es eee Yn= Uy 
is the origin of P’. Using the notation of prop. 1 we write y, = A;,(x): B,(zx) 
and define z by 


2 = a, (x) %y%q=G,(%) iw ws ees 22, = a, (2) 
where a, is the leading form of A,. 
Since the a; are linearly independent they form a reference system with 
origin P; furthermore the origin of z is a first neighbour P, of P. 
Our proof will be complete when we have shown that P,= P’. To do 
this we consider the relation between u and z. First we write u in terms of x 


U,= (a,+ ---):(1+-->:) u,= (a,+ ---): (a,+---) (¢=2,..., 0) 


where terms of higher degree in x have been omitted. 
Every such term can be written as a form in a(x) because the a(x) are 
linearly independent. Doing this and substituting 


a,= 2, a,= 22; (§ = 2,..., 2) 
we find 
y= (my) E(L+-) e= (mt): (L$ ++) = 2,.. 2m) 


where the m are linear forms in z. 

A simple analysis shows that m,=z, and that m,=z,+ a,z, (a,€k). It 
follows that m,, m,,...,m,, are linearly independent. Therefore by prop. 1, 
u and z have the same origin. q.e.d. 

Let x be a reference system with origin P and let 1; be n linearly inde- 
pendent linear forms in z. 

Then by the previous prop. the point of 2 with x-coordinates l,, 1,:1,,..., 
L,: 1, is a first neighbour of P and every first neighbour of P has a set of 
such z-coordinates for a suitable choice of the 1;. 

Proposition 3. Let x be a reference system with origin P. Let 1; and m, 


(¢=1,...,”) be two sets of linearly independent linear forms in x. Then 
the first neighbours of P with 2z-coordinates 1,,1,:1,,...,1,:1, and m,, mg: 
m,,...,M,:m, are the same if and only if the k-modules (i,,...,1,) and 
(mg, .. ., m,) are the same i. e. if and only if each of /,, . . ., l,, is a linear com- 


bination of mg, . . ., m, and conversely. 








a (at tee, Qk ne 








On the Neighbour Points of a Projective Space 167 


Proof. We assume first that the neighbours defined by / and m resp. are 
the same point P,. Then P, is the origin of a reference system z with 


h=% =z ---- y= Am 

Denoting the valuation at P, by 0, we observe that a linear form f in x 
has the property 0,(f) = 2 if and only if f is a non-zero linear combination of 
l,,..-,l,. In a similar way o,(f) = 2 if and only if / is a non-zero linear com- 
bination of m,, . . . , m,. Consequently the modules (/,, . . ., l,,) and (mg,...,m,) 
are the same when / and m define the same first neighbour of P. 

Assume now that these modules are the same. 

We write l,, . . ., , a8 linear combination of m,, . . ., m,, 


1,= aym,+ bym,+ --- l= b;mg+ --- (§ = 2,..., #). 


Then a,+ 0 because 1, cannot be in the module (/,, . . ., l,,). By an easy com- 
putation we find that 1,,1,:1, can be written in terms of m,, m,:m, in such 
a way that according to prop. 1 the reference systems l,, J, :1,,...,1,: 1, and 
M,, Mz: M,,..., Mm, : m, have the same origin. q.e.d. 

So far we have found a method which enables us to construct x-coordinates 
of all first neighbours of the origin P of the reference system z. 

A simple picture of this method can be obtained by using the notion of 
a line on //7,. Lines on /], are a special kind of varieties i.e. a special kind 
of subrings of K. 

Definition. Let x be a reference system and l,, .. ., l,, linearly independent 
linear polynomials in x. Let p be the ideal (l,,...,/,) in k[z]. Then the 
subring L of K consisting of all A: B with A and B in k[z] and B+ Q(p) 
will be called a line on /7,; sometimes L will be denoted by (l,, . . ., l,,). 

Throughout this section by a line we understand a line on J], where z is 
a fixed reference system. 

We note that the line /,(z), ...,1,(z) passes through the origin of z if 
and only if 1,(z),...,1,(x) are forms in x. This is so because 

(1) by our definition LZ passes through P when P is a subring of L, 

(2) each element of P can be written A(x): B(x) with A(z) and B(z) in 
k[x] and B(O) + 0. 

Remark. The lines (I,, ...,1,) and (mg, ..., m,) are the same if and only 
if the k-modules (J,, . . ., l,,) and (mg, . . ., m,) are the same. 

Proposition 4. Let P be a point of 2 and za reference kystem with origin P. 
We consider the set of all lines on J7, which pass through P. Then there is a 
(1; 1) correspondence between the set of these lines L and the set of all first 
neighbours P, of P such that L corresponds to P, if and only if LD passes 
through P,. 

Proof. We set up a correspondence C between the lines L and the points P, 
by defining (L, P,) as a pair of C when there exist linearly independent forms 
L,,...,4, in x such that L is the line (J, ..., 1,,) and such that P, has z-coordinates 
L,, 14:1, ...,1,:4. By the remark above and prop. 3 this correspondence C 
is one to one. We still have to show 
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(1) When (ZL, P,) is a pair of C then P, CL. 

(2) When (ZL, P,) is not a pair of C then P, is not contained in L. 

Assume first that (L, P,) is a pair of C and that 1,,...,1, are as stated 
in the beginning of this proof. Then each element z of P, can be written 
z= F: (l+ @) where F and G = G(y) are polynomials in y, = 1,, y.= 1, : l,,.... 
y, = l,,: l, with G(0) = 0. Multiplying by a power of 1, we find z = A : (B,+ B,) 
where A is a polynomial in 1,, . . ., l,, where B, is a polynomial + 0 in /, and 


where B, is a polynomial in 1,,...,1, with B,= O(l,,..., L,). Since B,= 0 
(l,, ..., l,) we have B,+ B+ O(1,,...,1,). Of course A and B,+ B, can also 
be written as polynomials in x and so since L is the line (I,, . . ., l,,) it follows ° 


that z is in L which implies P, ¢ L. 

Let now P, be a first neighbour of P and L a line through P. Then there 
exist two sets of linearly independent linear forms m, .. . , m,, resp. l,, ..., l, 
in x such that P, has x-coordinates m,, m,:m,, ...,m,,:m, and such that L 
is the line (/,, . . .,1,). Assume now that (P,, L) is not a pair of C. Then by 
the remark above the k-modules (J,,..., L,) and (mg,,...,m,) are not the 
same. Since these modules have dimension n — 1 over k, it is impossible 
that all /,,...,1, are in (m,,...,m,). We may assume that /, is not in 
iy. Fes m,). The fact that m,,..., m,, are linearly independent implies 
that 1,= a,m,+ ---+a,m,, with a; in k. 

Now a,+ 0 by our assumption on /,. Hence for any 6 in k we have that 
z = (m,+ b m,): (a,m,+ --- + a,m,) is an element of P, which follows upon 
dividing numerator and denominator of the right hand side by m,. Since 
m,,...,m,, are linearly independent it is impossible that both m, and m,+ m, 
are multiples of /,. Therefore by taking b = 0 or 1 we can achieve that m,+ bm, 
and I, are rel. prime. Then z = (m,+ bm,): 1, is not in L (see definition of L) 
because /,= 0 (I,, . . ., l,). 

From z in P, and z not in L we conclude that P, is not contained in L. 
q.e.d. 


3. Chains of Points in Y 


Definition. Let Py, P,,..., P, be a sequence of points of XY such that 
every P, is a first neighbour of P;_,; then the sequence is called a chain be- 
tween P, and P,. 

Proposition 5. Let Py and P, be any points of Y such that there exists 
a chain Py, P;,...P, between P, and P,. Then this chain is uniquely deter- 
mined by P, and P,. 

Proof. Induction on p. The statement is trivial when p=1. Assume 
now p> | and let P; be any first neighbour of P with Pc Pj c P,; then it 
suffices to show that P,= P}. 

We choose a reference system x with origin P. By prop. 2 there exist 
two sets of linearly independent linear forms J; and m;(i=1,...,n) in x 
such that 1,,1,:1,,..., L,: 1, and m,, mg: m,,...,m,,: m, are x-coordinates of 


P, and P; resp. 
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From P,c P,, we see (lemma of section 1) that 1,, 1,:1,,...,1,: 1, are non- 
units of P,. 
By the same lemma, since J,, .. ., |, is a reference system with origin P, 


all 1; are non-units of P,. 

Hence denoting the valuation at P,, by 0, we find o, (1,) > 0,(1,) (¢=2,...,n) 
because a non-unit z of P, has the property 0,(z) > 0. Similarly o,(m,) > 
> 0,(m,) (ti = 2, ..., n). 


From the independence of 1,, . . ., l, and the independence of m,,. . ., m, 
it easily follows that o,(m,) = o,(l,) and that a linear form f in z is in (I,,..., L,) 
or in (mg, . . ., m,) if and only if 0,(f) > 0,(m,). 

Consequently the modules (/,,...,1,,) and (mg, ..., m,) are the same and 


(prop. 3) P= Pj. 

Definition. Let P and P’ be any points of 2 such that there exists a 
chain P = Py, P;,..., P,= P’ between P and P’. Then by the previous 
prop. the integer p is uniquely determined by. P and P’. We say that P’ is 
a p-th neighbour of P. 

Proposition 6. Let P’ be a neighbour of a point P of JJ. Then P is the 
only point of /7, which has P’ as a neighbour. 

Proof. Let x be a coordinate system for /7 with origin P. We have to 
show that no point of // distinct from P can be a subring of P’. By our de- 
finition of a projective space (see summary) any point Q of /7 has x-coordinates 
Ls Ig, le: ly, . . - ly i ly Where Ip, l,,..., 1, are linearly independent linear poly- 
nomials in x. Assume now that Qc P’. Then (lemma of section 1) all J, : ly,..., 
L,:l, are non-units of P’. Likewise (since Pc P’) all 2,,...,2, are non- 
units of P’. Combining these facts we find that l,,..., 1, must be forms in x. 
From the independence of J), 1,,..., 1, we conclude that 1,,...,1, are inde- 
pendent and that /,(0) + 0. Therefore (by prop. 1) Q = P. q.e.d. 

Definition. Let P’ be a p-th neighbour of a point P of /7. Then P’ will 
be called a p-th neighbour of I7. 

We note that this definition is permissible since (prop. 6) P is uniquely 
determined by J] and P’. 


4. The /7-set of a Curve on a Projective Plane J7 


The present section deals with the case n = 2 and illustrates some of the 
ideas developed in this paper. In a subsequent paper a systematic investi- 
gation of the //-set of a curve on an n-dimensional projective space will be 
made. 

Let n = 2 and let x, y be a reference system with origin P. Let /7 be the 
projective space which (see summary) is uniquely determined by requiring 
that x, y is a coordinate system for //. 

By a curve on x, y we understand a ring C consisting of all A: B with A 
and B relatively prime in k[x,y] and B + 0(f) where / = {(z, y) is irreducible 
in k[x,y] and f not an element of k. 

C will also be called the curve f. 
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Obviously the curve /(z, y) is a special case of a variety on J] (see summary). 
We first want to find the (proper) points of /7 contained in the /]-set 

of f(x,y). Let Q be any point of J7. To begin with we assume that Q is finite 

over z, y. Then (see summary) Q has z, y-coordinates x — a, y — 6 with a 

and 6 in k. The ring Q consists of all A: B with A and B= B(z,y) in k[z, y] 

and B(a,b) + 0. 

It follows that Q< C if and only if each B(z, y) in k[z,y] with B(a, b) +0 
is not a multiple of /(z,y). Therefore the point with z,;y-coordinates x — a, 
y — 6 is in the J]-set of f(x,y) if and only if /(a, b) = 0. 

Let now Q be not finite over z,y. Then (see summary) Q has z, y coordi- 
nates u,v where either u=(y:2z)—a, v=1:2 with a in k, or u=a2:y 
v=l:y. 

Given an element G of k[x,y] let us for a moment denote by G, the sum 
of the terms of G of highest degree in x,y. We first consider the case u = (y — 
—ax):x2,v=1: 2. Then Q consists of all z = A(u,v): B(u,v) with A and B 
in k[u,v] and B(0,0)=1. Without difficulty we conclude that Q can also 
be defined as the set of all F: G with F and G in k[z,y] such that degree 
F < degree G and that G, has no factor y — az. So if f, has a factor y — az, 
every element F:G of Q has the property @ + 0/(/) and so F: G is in C, 
hence QC C. 

Conversely if /, has no factor y — az, then 1: f is in Q, hence, because 1 : f 
is not in C, Q is not a subring of C. It follows that Qc C if and only if /, has 
a factor y — az. Similarly in the case u= x: y, v= 1: y we find that QC C 
if and only if /, admits a factor y. 

Now that all (proper) points of J] which are in the /]-set of C have been 
dealt with, we turn to the neighbours of IT which are in the /7-set of C. 

When a neighbour Q’ of a point Q of JT is in the /7-set of C then from Qc Q’ 
we see that Q itself is in this /7-set. Therefore, Q being any point of /] and 
in the J]-set of C, we still have to describe how all those neighbours of Q are 
found which are in the /7-set of C. 

To do this we use a coordinate system of /] with Q as origin. However 
we need the following fact which is true whether or not Q is finite over z, y. 
Let z,,y, be a coordinate system of /7 with origin Q, where Q is a point of /7 
which is in the /]-set of our curve C defined by /(z,y) on z,y; then C is also 
a curve on 2,,¥,, in other words there exists a prime polynomial /,(z,, y,) such 
that C consists of all A: B with A and B in k[z,,y,] and B + 0(j,). 

The proof is easy and will be left to the reader. 

For simplicity of notation we write P, z, y,/ instead of Q, x, y,, /; resp.. 
then /(0,0) = 0 i.e. the leading form (or subform) of / has a positive degree. 

Proposition 7. Let x,y be a coordinate system of /7 with origin P. Let L 
be a line on /] defined by pz + qy and let C be a curve on J] defined by 
f(z, y) with {(0,0) = 0. Let P, be a first neighbour of P and let L pass through 
P,. Then C passes through P, if and only if the leading form /, of /(z.y) is 
divisible by pz + qy. 
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Proof. Let r and s be in k such that | =rz+ sy and l,= px + qy are 
linearly independent. Then (prop. 2) P, has x, y-coordinates l,, 1, : l,. It follows 
that any element z of P, can be written z= A(l,, l,:1,): B(l,, l,:1,) with 
B(0,0) = 1. 

Multiplying by a suitable power of 1, we find z = E(I,, l,) : D(l,, 1.) where 
subform D contains a term which is a power of l,. It follows that subform D 
has no factor 1,. Assuming that /, has a factor 1, px + qy we see that D 
cannot be a multiple of f in k[z,y]. From z = Z: D and D + 0(f) we conclude 
that z is in the ring C. Therefore P,  C when /, has a factor px + qy. 

Assume now that pz + qy is not a factor of /,. Then writing / as a poly- 
nomial in 1,, 1, the subform of f contains a term which is (apart from a factor 
+0 in k) a power of 1,, say If. We find f= If f’(l,,1,:1,) with f' (0,0) + 0. 
It follows that 1: f’ is in P,. Then also If: f is in P,. Since f is prime there 
are two cases. Either /{ and f are rel. prime in k[z,y]; in this case by the 
definition of the ring C, the element If: f of P, is not in C. Or (f) = (1,); in this 
case the element |, : 1, of P, is not in C. 

In either case P, is not a subring of C. 


Therefore if pz + gy is not a factor of f,, then P, is not in the J]-set of 
the curve f/(z,y). q.e.d. 

By the preceding proposition, C being a curve defined by /(z,y) on z, y, 
and P being the origin of the reference system z,y, the linear factors of the 
leading form of / determine the first neighbours of P which are in the /7-set of C. 

Suppose now that this leading form admits at least one linear factor. 
By changing our reference system z, y (if necessary) we can achieve that this 
factor is y. The first neighbour P, of P corresponding to this factor y has 
x,y-coordinates 2,,y, with z=2, y=2,y,. Writing f(2,y) = x{/,(2,.y) 
where the degree of subform / is denoted by a, one readily verifies 

(1) f,(%,%;) is prime in k[x,,y,] with /,(0,0) = 0. 

(2) The ring C, defined by f(x,y) on x,y, can also be defined by /,(2,, y,) 
on 2,,y, which means that C consists of all A: B with A and B in k[z,,y,] 
and B+ 0(f,). 

(3) The degree in 2z,,y, of subform /,(z,,y,) is at most a. This degree 
is < a when at least two first neighbours of P are in the //-set of C. 

It follows (prop. 7) that the first neighbours of P,, which are in the //-set 
of C, are found from the linear factors of the leading form of /,(z,, y,). ete. 

Our result is that the set, consisting of P and those neighbours of P which 
are in the J]-set of C, is the sum of a finite number of sequences of the form 
P, P,, P,, ... where each P, is a first neighbour of P,;_,(i = 1, 2, .. .). 

Such a sequence may be finite or infinite. When k is algebraically closed 
all sequences are infinite. When subform { is linear there is only one sequence 
and this sequence is infinite. 

We now return to the example mentioned in the beginning of the intro- 
duction to this paper. 
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The curves are C and C’ defined by y resp. y — x° on 2, y with origin P. 
Let P, be the origin of x,, y, defined by x = x,, y = x, y,. Let P, be the origin 
of 2, y, defined by x,= x5, ¥,= 12 Yo. 

Then C and C’ can be defined by y, resp. y,— 27 on 2,, y. 

They can also be defined by y, resp. y.— 22 ON 2%, Ya. Since y, and y,— x, 
have no common linear factor we see that the J//-sets of C and C’ have no 
neighbour of P, in common. The intersection of these J7-sets is P + P,+ Py. 

In this example it was not necessary to specify the ground field k. 
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Proprieta topologiche delle rappresentazioni 
localmente biunivoche 
Di 
MICHELANGELO VAccARO in Roma 


E possibile Vesistenza nello spazio euclideo di immagini continue e local- 
mente biunivoche della sfera tali che non suddividano lo spazio stesso? Questa 
domanda riceve una risposta positiva nel presente lavoro, e la risposta é tanto 
pitt inaspettata in quanto l’analoga domanda per il piano euclideo riceve, 
come é facile controllare, una risposta negativa. Gli esempi che vengono qui 
dati mostrano infatti l’esistenza di rappresentazioni localmente biunivoche 
della sfera nello spazio euclideo, di necessité non biunivoche in grande, tali 
che le immagini di essa non suddividono lo spazio. Si presenta allora spon- 
tanea una seconda domanda, collegata con la precedente: 2” sufficente imporre 
alle rappresentazioni una ipotesi di differenziabilita perché la risposta sia nega- 
tiva e, se cid basta, fino a quale classe bisogna spingersi ? 

Sia questa che la questione formulata all’inizio mi sono state poste da 
H. Horr nell’ambito di riflessioni di geometria differenziale in grande. In 
questo lavoro viene fatto vedere che, almeno nell’ipotesi semplificativa che 
limmagine della sfera sia un poliedro curvo, l’ipotesi di differenziabilita 
é sufficente, purché la rappresentazione sia a matrice jacobiana ovunque di 
rango massimo, perché l’immagine della sfera divida lo spazio in cui ¢ immersa, 
e cid si verifica gia per le rappresentazioni differenziabili della prima classe C' 
(dotate cioé di derivate parziali prime continue). La dimostrazione viene fatta 
usando i mezzi elementari dei gruppi di omologia sugli interi e sulle classi di 
resti modulo 2, e basandosi sul teorema di dualita di ALEXANDER. La linea 
della dimostrazione non tiene conto del fatto che la superficie rappresentata 
é una sfera, e neppure del fatto che é di dimensione 2. Cid ci permette di porre 
i nostri risultati nella seguente forma generale: Ogni rappresentazione diffe- 
renziabile di classe C' e a matrice jacobiana ovunque di rango massimo di una 
varieta differenziabile V" sopra un poliedro curvo P" immerso in una varieta 
differenziabile W™ é tale che il poliedro immagine P" ha il suo gruppo di omologia 
n-dimensionale (mod. 2) H,,(P", Z,) diverso dal gruppo identico ; e come corollario 
si ha: Nel caso in cui la varieta W™ é lo spazio euclideo (n + 1)-dimensionale 
E"*1 completato con un sol punto improprio, il poliedro P" divide sempre E"** 
in almeno due parti. 

Se si restringe l’ipotesi di differenziabilita fino a supporre che la rappresen- 
tazione sia analitica reale, la dimostrazione che esporremo pud essere sosti- 
tuita da una molto pi semplice. 
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1. Generalita sulle rappresentazioni localmente biunivoche 


Una rappresentazione (continua) 6: X— Y di uno spazio topologico X 
in uno spazio topologico Y si dice localmente biunivoca se per ogni punto P 
di X esiste tutto un intorno di P in X rappresentato biunivocamente da £ 
sulla propria immagine in Y. Per mettere bene in luce questo concetto é ne- 
cessario rilevare che immagine del suddetto intorno di P pud benissimo non 
essere un intorno del punto immagine #P in Y e neppure contenerne alcun 
intorno. Sono per esempio localmente biunivoche le rappresentazioni diffe- 
renziabili a matrice jacobiana ovunque di rango massimo di una varieta 
differenziabile in un altra pure differenziabile, per noti teoremi di analisi. 
Altri esempi importanti di rappresentazioni localmente biunivoche sono i 
rivestimenti [1], in particolare quello universale, di uno spazio topologico 
e i fasci di gruppi abeliani (“faisceaux”), almeno secondo la loro de- 
finizione attuale dovuta a Lazarp [2], la rappresentazione esserfdo data 
dalla proiezione (omeomorfismo locale) del fascio sul suo spazio topologico 
di base. 

Indicato con 8 Q la controimmagine di un qualsiasi punto Q di Y, ossia 
linsieme dei punti prototipi di Q in X secondo la rappresentazione £, sia M 
un qualsiasi punto di 6-'Q e U(M) un intorno, certo esistente, di M rappre- 
sentato da # biunivocamente sulla sua immagine. In U(M) esiste un sol 
prototipo del punto Q e quindi M é un punto isolato di 8-'Q. Ne segue che la 
controimmagine fQ é costituita da punti tutti isolati, cioé ¢ una parte 
discreta di X. Si noti inoltre che ogni punto dell’aderenza di f-'@Q possiede 
almeno un intorno contenente al pii un punto di f“"@Q: tale per esem- 
pio essendo ogni suo intorno rappresentato biunivocamente sulla sua 
immagine. 

Introduciamo ora l’ipotesi che lo spazio X sia compatto [3]. In questa 
ipotesi l’aderenza di f-'Q in quanto chiusa é compatta e quindi ricopribile 
con un numero finito di aperti ognuno del tipo costituito dall’intersezione con 
essa di un intorno di un punto dell’aderenza di 8 Q contenente al pit un 
punto di #“"Q. Poiché in particolare questo ricoprimento aperto finito ri- 
copre anche £-'Q, dal fatto che in ogni aperto del ricoprimento c’é al pit 
un sol punto di £-'Q segue che la controimmagine SQ é una parte finita 
di X, ossia ogni punto Q ha soltanto un numero finito di prototipi in X. 
Resta con cid definibile una funzione numerica n(Q) definita in Y, 
detta molteplicita di B in Q, ed uguale al numero dei punti prototipi di 
Q in X. Essa é naturalmente non nulla per tutti e soli i punti Q dell’imma- 
gine BX. 

Accanto a quella che X sia compatto, aggiungiamo ora l’ipotesi che lo 
spazio Y sia separato (cioé soddisfacente al postulato di separazione di Havs- 
porFF). La funzione n(Q) gode in questo caso della seguente proprieta: Co- 
munque si fissi un intero k, Vinsieme I, dei punti Q di Y per cui si ha n(Q) = k 
é un insieme chiuso. Preso infatti un qualsiasi punto S di accumulazione per J, 
si considerino: i punti prototipi P,,..., P, di S in X; altrettanti intorni 





A i in. io i tn en’ a | 


oqo. = MZ! 


o-s® 08 060fs5 S&S 2 @ 


~~ 


40. ws& Oo. 








Rappresentazioni localmente biunivoche 175 


U(P,), ..., U(P,) di questi punti in X tali che ognuno di questi intorni non 
contenga alcuno dei rimanenti punti e tali che la rappresentazione # li rappre- 
senti ciascuno biunivocamente sulle rispettive immagini; una parte ® di /, 
avente S come unico punto di accumulazione. La controimmagine B-'® di ® 
in X non pud avere punti di accumulazione al di fuori di P,, ..., P,, essendo 
ogni suo punto di accumulazione un prototipo di S, e percid ha solo un numero 
finito di punti al di fuori della riunione degli intorni U(P,),..., U(P,) (in 
quanto X é compatto). Segue da cid che esiste almeno un punto di J, avente 
tutti i suoi prototipi contenuti in questi intorni e a due a due in intorni distinti. Se 
ne conclude che deve essere h=k, ossia che S appartiene a I,, cioé che J, é¢ 
chiuso. 


Dal teorema ora dimostrato segue il seguente corollario: Per ogni punto 
Q di Y ne esiste almeno un intorno U(Q) per ogni punto Q’ del quale si ha la 
limitazione n(Q’) S n(Q) (giacché altrimenti Q sarebbe punto di accumulazione 
dell’insieme J,, con k = n(Q) + 1 pur non facendone parte). 


Introduciamo ora l’ipotesi che, oltre lo spazio X, anche lo spazio Y (gia 
supposto separato) sia compatto. Sotto questa ipotesi, dal corollario precedente 
segue che la funzione n(Q) é limitata swperiormente nello spazio Y, cioé esiste 
almeno un numero intero A per cui si ha n(Q) < h per ogni Q di Y: in altre 
parole gli insiemi chiusi J, sono vuoti da un certo valore di k in poi. In caso 
contrario infatti gli insiemi chiusi J, costituirebbero una successione di insiemi 
chiusi decrescenti e quindi, poiché Y é supposto compatto, convergente verso 
almeno un punto Q di Y. Esisterebbe quindi in Y almeno un punto Q con- 
tenuto in ogni insieme J,, in contrasto col fatto che, per definizione, per 
k > n(Q) Vinsieme J, non contiene Q, da cui l’assurdo. 


Abbiamo fin qui imposte soltanto le condizioni di compattezza successiva- 
mente per i due spazi topologici X e Y e di separazione per Y. Vediamo ora 
quali proprieta si possono dedurre completando le precedenti con le due 
seguenti ipotesi: 

(a) Lo spazio X sia una varieta topologica n-dimensionale V" (cioé sia 
compatto, connesso e localmente omeomorfo con I’ n-spazio euclideo) ; 

(b) L’immagine BV" di V" nello spazio Y (tuttora compatto e separato) sia 
un poliedro curvo P", cioé ammetta un frazionamento in un complesso finito 
K* di celle curve [4]. 

Una siffatta rappresentazione, cioé una rappresentazione localmente 
biunivoca di una varieta topologica a immagine un poliedro curvo, sara detta 
nel seguito regolare. 

Consideriamo un punto Q di P" che non sia un vertice di K", cioé tale 
che la sua cella portatrice e’ (cioé la cella di K" cui esso é interno) sia di di- 
mensione positiva (1 <o<n). Sia K" una suddivisione baricentrica di K" 
avente Q tra i propri vertici. Fissiamo un particolare intorno U (Q) di Q in P" 
e precisamente la riunione della stella degli n-simplessi di K" aventi Q come 
vertice. Questo intorno U(Q) del punto Q in P* é evidentemente contraibile 
12a 
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in se stesso fino a ridursi al punto Q. Ne segue che il suo gruppo di omologia 
(sugli interi) n-dimensionale é nullo, ossia ogni suo ciclo é un contorno. Per- 
tanto si pud definire un indice di allacciamento (in modo analogo al caso del- 
I’n-spazio euclideo [4]) del punto Q con una (n— 1)-sfera contenuta nell’intorno 
U(Q), non dipendendo questo indice dall’ n-catena (servita per definirlo) 
avente per contorno I'(n — 1)-sfera suddetta. 

Si prenda ora in V" un punto P prototipo di Q e di esso un intorno U (P) 
in V* che sia una n-cella (cosa sempre possibile poiché V" é localmente omeo- 
morfa con lo spazio euclideo) e cosi piccolo da essere rappresentato biunivo- 
camente sulla sua immagine e da avere la propria immagine contenuta 
nell’intorno U(Q) considerato di Q. Sia y"~-! la sfera (n — 1)-dimensionale 
(non singolare) contenuta in U(Q) e contorno dell’immagine di U(P). La 
sfera y"~! non contiene il punto Q, tuttavia esiste in U(Q) una n-cella (l’im- 
magine § U(P)) avente per contorno y"~! e contenente il punto Q. Ne segue 
che la sfera y"~" ha indice di allacciamento non nullo con il punto Q. 

Eseguiamo adesso una contrazione omotetica dell’intorno U (Q) di rapporto 
tale da ottenere un intorno 0(Q) di Q non avente alcun punto in comune 
con la sfera y"~1. L’intorno U(Q) si pud deformare in se stesso in modo che 
restino fermi tutti i suoi punti non interni alla sua parte U(Q) e di maniera 
tale il punto Q vada a coincidere con un qualsiasi altro punto Q interno all’in- 
torno U (Q) e alla cella e’. Ne segue che sia Q che Q hanno il medesimo indice 
di allacciamento con la sfera y"~! in U(Q) e, poiché per Q questo indice é non 
nullo, é non nullo anche l’indice di Q. In altre parole anche Q é contenuto 
nell’immagine di U(P). Cid vuol dire che il punto Q é interno all’intersezione 
dell’ immagine di U (P) con la cella e’ portatrice di Q. 

Poiché Q, come ogni altro punto dello spazio Y, é un massimo relativo 
per la molteplicita della rappresentazione f, segue da quanto precede che 
esiste almeno un intorno di Q nella sua cella portatrice e® in cui la molte- 
plicita della rappresentazione é costante. Da cid si deduce, poiché e’ é interna- 
mente connessa, che questa molteplicita localmente costante é costante in 
tutto l’interno é’ di e’. Da quanto precede si deduce inoltre che la rappre- 
sentazione f da luogo a un rivestimento, in generale non connesso, dell’interno 
é° di e’ con un numero di fogli uguale alla molteplicité di f all’interno 
di e’. 

Per ogni rappresentazione regolare § vale dunque la seguente proprieta: 

Data una qualsiasi cella o-dimensionale e’(1 <a <n) del complesso K", 
la rappresentazione B limitata alla controimmagine B-1é° in V" dell’insieme e” 
dei punti interni ad e’ da luogo a un rivestimento finito, in generale sconnesso, 
di &. 

La molteplicita n(Q) della rappresentazione regolare £8, poiché é costante 
all’interno di ogni cella e’ del complesso K", da funzione di punto definita 
nello spazio Y pud essere trasformata in una funzione n(e’) delle singole celle 
e* del complesso K": essa sara indicata col nome di molteplicita della cella e’. 
Poiché inoltre ogni cella e° é semplicemente connessa, ne segue che il suddetto 
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rivestimento é costituito da n(e’) copie di e’, cioé da n(e’) a-celle contenute in 
V" erappresentate ciascuna biunivocamente sulla loro immagine e’ (per n(e°) >1 
quindi esso é sconnesso). Per le rappresentazioni regolari quindi il ‘carattere 
locale della loro biunivocita si estende alle intere singole celle e’ del com- 
plesso K". 

Una notevole proprieta delle varieta topologiche V" ammettenti rappre- 
sentazioni regolari é la seguente: L’esistenza di una rappresentazione regolare 
di una varieta V" sopra un poliedro curvo K" porta come conseguenza che la V" 
stessa é un poliedro curvo, cioé suddividibile in celle curve costituenti un com- 
plesso finito: infatti ogni punto P di V" é contenuto in una e una sola delle celle 
prototipe della cella di K" contenente il punto £ P, ed é facile verificare che la 
suddivisione in celle di V" cosi ottenuta soddisfa le ipotesi dei complessi curvi. 
Essa si dira il complesso curvo 6-1 K" indotto in V" da #-! a partire da K”. 


2. Esempio di una rappresentazione localmente biunivoca di una sfera la cui 
immagine non divide lo spazio euclideo 


Sia V" una varieta topologica ammettente una rappresentazione regolare 
6 sopra un poliedro curvo P". Abbiamo visto che ogni complesso curvo K" 
suddivisione di P" é trasformato da #-! in un complesso curvo §~-! K" suddivi- 
dente la varieta V". Dalla locale euclidicité di V" segue che il complesso 
B-1K" @ una pseudovarieta (senza contorno) e quindi pud essere preso come 
il sostegno di un n-ciclo modulo 2 (dando cioé il coefficente 1 a ogni n-cella). 
Ne segue, come é noto, che il gruppo di omologia n-dimensionale H,,(V”, Z,) 
di V" modulo 2 non é nullo. Viceversa in generale si pud affermare una cosa 
analoga per il poliedro P" solo per la dimensione n = 1. Infatti per n = 1- 
il complesso K* non pud avere vertici estremi di un sol segmento di K!, poiché 
in ognuno di essi verrebbe a mancare la locale biunivocita della rappresenta- 
zione: K! deve quindi contenere almeno una maglia e percid il gruppo di 
omologie H,(P!, Z,) é diverso da zero. 


Gia invece per n = 2 si hanno esempi in contrario, cioé rappresentazioni 
regolari di-superficie su poliedri P? aciclici (mod. 2) nella dimensione 2, come é 
appunto nell’esempio che forniamo qui appresso. 

Poniamo n= 2 e come superficie V? da rappresentare prendiamo una 
sfera S? data nello spazio euclideo Z* dall’equazione 2?+ y?+22=9. La 
suddivisione di S? secondo il complesso curvo $~1 K?, indotto dalla rappresen- 
tazione £ che stiamo definendo, sia quella che si ottiene mediante i 6 piani 
di equazioni rispettive x = 0, 2 = —2, —1, 0, 1, 2 e dai 4 semipiani dati dalle 4 
coppie di equazioni rispettive: 


z=] z=] z=-1 jz=-1 
s>3.- 2<-2 ’ z>2 ? ie<-8 © 


Diamo quindi la rappresentazione f dando le singole celle del complesso 
K? suddivisione del poliedro curvo P?, su cui # rappresenta S*, per ciascuna 
di queste celle di K* dando l’elenco delle celle prototipe nel complesso f— K* 
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e infine assegnando tra ogni cella prototipa e la sua corrispondente cella 
immagine un omeomorfismo arbitrario purché compatibile con gli analoghi 
assegnati per le celle al contorno delle precedenti. 

Il poliedro curvo P? immagine di S* viene considerato immerso in una 
3-sfera S* realizzata dallo spazio euclideo ordinario Z* completato da un 
unico punto all’infinito. Esso si pud descrivere grosso modo come segue: si 
consideri un piano euclideo Z?, completato da un unico punto all’infinito, cui 
siano stati tolti tre dischi uguali, allineati ed equidistanti; si aggiungano poi 
le due parti che si ottengono dalla superficie di un toro segandola con un 
piano meridiano, ponendole da lati opposti rispetto al piano ZH? e saldando 
i due bordi di ciascun pezzo con due rispettivi bordi dei tre dischi tolti (in 
modo da esaurire tutti e tre i bordi del piano suddetto); infine per ciascuno 
dei due manici cosi formati si inserisca un semidisco tra la linea di gola. del 
manico e il piano in modo da impedire il passaggio attraverso il manico. 

In maniera pit precisa il poliedro curvo P? risultera dal seguente elenco 
delle celle del complesso K* sua suddivisione. Poiché nell’esempio in costru- 
zione si ha una completa simmetria rispetto al piano x = 0 e rispetto all’asse 
y = z= 0, nell’elenco che diamo sono sottintese alcune celle, e precisamente 
le celle che si ottengono da quelle effettivamente elencate mediante le suddette 
simmetrie. Ogni cella viene elencata mediante le sue equazioni (o coordinate 
per i vertici) e a fianco di ognuna di esse vengono riportate tutte le corri- 
spondenti celle prototipe, anch’esse individuate mediante le loro equazioni 
(o coordinate). L’equazione della sfera S? é@ sottintesa fra le equazioni di 
ciascuna delle celle prototipe. 





Vertici di K*: Vertici prototipi in S*: 

V,: (0, 1, 0) (—1, —2, —2); (1, —2, —2); (0, 5, 2); (0, 3, 0). 

V;: (0, 3, 0) (—1, 2, —2); (1, 2, —2); (0, 272, 1). 

V5: (0, 5, 0) (0, —2)2, 1); (0, 5, —2). 

Lati di K*: Lati prototipi in S*: 

L:2=0, |y| > 5,z 0 e=0,97 <0,1<2< 2; 
z=0,y>0,—2 <2z< --l. 

L:2=0,1<y¥<3,2=0 z=0,9>0,1.<32< 2; 
z<—l,z=-—2; 
z>Il1,z=-—2; 

lL: 2 >0,2?+ y¥7=1,2=0 O<z<ly<0,z —2; 
0<2r<'ly>0,z=2; 
z>0,z=0. 

I: x > 0, z*+(y—4)?=1,z2=0 0<z<l,y>0,z 2 
2>0,s= 1. 

l,: « = 0,(y— 2)?+ 22= 1,2 <0 z=0,y>0,0<z<1 
z=—l,z< —2 
z=1,z2< —2. 

lg: « = 0,(y — 2)?+ 22= 9,2 <0 r=0,y<0,0<2<1 
z=0,z< — 











=~ ——— — 4 eS 4 
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Bicelle di K*: Bicelle prototipe in S*: 
x>Q0a, z>0,—2<z<—l; 
z*+(y—4)?> 1, : z>O0,l<2z< 2. 

E,:\ 24+ y*> 1, 
z*+(y + 4)*> 1, 

z = 0. 
E,: x = 0,(y — 2)?+ 2<1,z2< 90 x<—l,z< —2; 
z>Il1,z< —2. 
Ey: x2 >0,z2< 0, 0O<2z<1,z2< —2; 
toro di centro (0, 2, 0), asse z>0,0<z<1. 
y = 2,z = 0, raggio dei meri- 
diani r = 1, raggio del luogo dei 
centri dei meridiani R = 2. 





Come risulta immediatamente da una semplice ispezione, ]’immersione del 
poliedro P? nella sfera S* é tale che la S* non resta divisa da P?, cioé lo spazio 
complementare di P? in S* é connesso. 

Per semplicita nelle formule l’esempio é stato dato mediante un modello 
di S* costituito dallo spazio euclideo Z* completato da un unico punto im- 
proprio appartenente al poliedro P*: cioé P? é illimitato in Z*. Per evitare 
cid si pud prendere un modello di S* simile ma con altro punto, come punto 
improprio, che non appartenga a P?. Si ottiene allora una immersione al 
finito del poliedro P? nello spazio euclideo Z* la quale é anch’essa tale che P? 
non divide lo spazio E* in cui é considerato immerso. 











Fig. 1. Il poliedro immagine e il complesso di celle che lo suddivide 


Si ha pertanto la seguente proprieta fondamentale, che da una risposta 
negativa alla domanda con cui abbiamo iniziato il nostro lavoro: Esiste 
almeno una rappresentazione localmente biunivoca della sfera 2-dimensionale S* 
nello spazio euclideo E* tale che Vimmagine di S* non divide lo spazio E* 
stesso. , 

Il poliedro P?, poiché é immergibile al finito in Z* senza romperne la 
connessione, ha il suo gruppo di omologie 2-dimensionale H,(P*, G) sopra 
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un campo di coefficenti costituito da un qualsiasi gruppo abeliano G, uguale 
al gruppo identico, e cid come immediata applicazione del teorema di dualita 
di ALEXANDER [4]. Il gruppo fondamentale z,(P?) del poliedro P? é altresi 
identico, come facilmente si vede tenendo conto che P? é ottenibile dalla 
3-sfera S* in cui ¢ immerso mediante soppressione di un punto da S® (non 
di P*) e successiva contrazione di S* in se sopra P*: P? é cioé uno scheletro 








Fig. 2. Rappresentazione stereografica della suddivisione della sfera 
prototipa in un complesso di celle 


di S* e quindi ne ha lo stesso gruppo fondamentale, da cui segue |’asserto. 
Poiché di conseguenza anche il suo gruppo di omologia 1-dimensionale sugli 
interi é nullo, il poliedro curvo P?, in base a un noto teorema di Hure- 
wicz [7], 6 contraibile in se a un punto. In un certo senso esso pud pertanto 
essere chiamato un ,,albero 2-dimensionale‘‘ secondo una denominazione 


proposta da Hopr. 


L’esempio dato non é di natura eccezionale, anzi se ne possono escogitare 
infiniti altri: ogni scheletro 2-dimensionale privo di bordi liberi di una 3-sfera 
S® (che sia cioé un “deformation retract“ della S*, privata di un punto, del 
tipo ottenibile considerando una sfera piena B* con la superficie sferica di 
contorno suddivisa in un complesso finito di celle, identificando a coppie 
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quest’ultime e prendendo come scheletro di S* il luogo dei punti identificati) 
ha le stesse caratteristiche omologiche dell’esempio fornito, e la rappresenta- 
zione localmente biunivoca é@ quella della superficie sferica contorno della 
3-sfera piena B* sullo scheletro corrispondente. L’esempio dato proviene 
infatti da uno di siffatti scheletri, costruito da Frank [5] per altri scopi. 
Un altro esempio, anche pit suggestivo, si ottiene considerando la superficie 
di Boy [6], (che é un’immagine in #* di un piano proiettivo con linee di auto- 
attraversamenti) e asportando da essa uno dei tre dischi inseriti nei tre cappi 
costituenti la linea di autoattraversamento. Quello che resta é un poliedro 
curvo del tipo richiesto. 


3. Particolaritd omologiche delle rappresentazioni J-differenziabili 
aventi per immagine un poliedro curvo 


Supponiamo che le due varieta V" e W™ siano dotate di una struttura 
differenziabile e sia 6 una rappresentazione differenziabile di V" in W™ tale 
che la sua matrice jacobiana sia ovunque di rango massimo e |l’immagine 
6V" sia un poliedro curvo P", cioé sia frazionabile secondo un complesso 
curvo finito K", contenuto in W™. Come abbiamo gid accennato, 6 risulta 
una particolare rappresentazione localmente biunivoca, in conseguenza del 
fatto che la sua matrice jacobiana é ovunque di rango massimo. Indicheremo 
d’ora in poi le rappresentazioni differenziabili a matrice jacobiana ovunque 
di rango massimo mediante l’espressione: rappresentazioni J-differenziabili. 
Ci proponiamo in questo numero di far vedere la seguente particolarita 
delle rappresentazioni J-differenziabili: Jl wpoliedro P" immagine della 
varieta V" secondo la rappresentazione J-differenziabile 5 ha il gruppo 
di omologie (mod. 2) della dimensione n diverso da zero. Cid sara di- 
mostrato mediante |’effettiva costruzione di un elemento non nullo di 
questo gruppo. 

Il suddetto teorema, nel caso in cui la varieta W™ sia la sfera (n + 1)- 
dimensionale §"*+1, ha il seguente corollario. Considerata la sfera S"*? realiz- 
zata lo spazio euclideo E"*+1 completato con un sol punto all’infinito (e non 
appartenente a P*), il poliedro P" divide lo spazio E"**, in cui é immerso, in 
almeno due parti, e cid come conseguenza immediata del teorema di dualita 
di ALEXANDER [4], e quindi anche la sfera S"*?. 

Siano e,,...,¢, le celle n-dimensionali del complesso K" ed n,,...,, 
le loro corrispondenti molteplicité rispetto alla rappresentazione J-differen- 
ziabile 6. Sia & un numero intero tale che le molteplicita m,,...,n, siano 
ciascuna divisibile per la potenza 2* ed almeno una di esse non sia divisibile 
per 2**+1. Posto n,= m,:2*,...,,=m,-2*, almeno uno dei numeri interi 
m,,...,™,, che chiameremo molteplicita ridotte, risulta quindi un numero 
dispari. . 

Consideriamo |’insieme (non vuoto) delle n-celle di K" aventi molteplicita 
ridotta dispari, ed anzi supponiamo che le n-celle ¢,,.. . , €, siano state prese 
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in un ordine tale che le prime s(s = 1) corrispondenti molteplicita ridotte 
m,,..., m, siano dispari e le rimanenti m,,,, . . . , m, Siano pari. 

Nel gruppo delle catene della dimensione n definite sul complesso K* 
e a coefficenti nell’anello delle classi di resti modulo 2 consideriamo la catena 
a} ottenuta associando ad ogni n-cella e; di K” la classe di resti nulla per 
i ><se laltra classe per i < s. La catena «} non é nulla poiché esiste almeno 
una n-cella e con molteplicita ridotta dispari e percid avente coefficente 
non nullo in aj. Dimostriamo che questa catena «j-é un ciclo: per far 
cid bastera far vedere che ogni parete /"-1 di K” ha un coefficente nullo 
nella catena (n — 1)-dimensionale contorno di a}, ossia che ogni parete 
I"-1 6 sul contorno di un numero pari di n-celle di K" aventi molteplicita 
ridotta dispari. 

Si consideri una qualsiasi parete /"-1, un qualsiasi punto Q ad essa interno 
e l’ m-spazio lineare 7™ associato a Q quale m-spazio tangente in Q alla varieta 
differenziabile W™. Per ogni n-spazio 7” di 7’™ passante per Q e per ogni 
n-cella e" del complesso K” avente Q sul suo contorno e con 7” come n-spazio 
tangente in Q ad essa, ad ognuna delle due possibili orientazioni di 7” é asso- 
ciabile biunivocamente una orientazione di e" mediante la seguente operazione. 
Per ogni punto S interno ad e” si consideri un cammino (non importa quale 
poiché e” é semplicemente connessa) congiungente S con Q e tutto interno, 
salvo l’estremo Q, ad e”, e si trasporti lo spazio 7” tangente in Q ad e”, insieme 
con la sua orientazione, lungo il suddetto cammino fino a farlo coinci- 
dere con quello in S ad e": contemporaneamente l’orientazione di 7” 
viene trasportata in una delle due orientazioni dello spazio tangente in 
S. Con cid viene data una orientazione alla e" coerente in ogni suo punto 
interno. 

Per ogni n-spazio tangente in Q ad almeno una n-cella di K", assegniamo 
una corrispondente orientazione arbitraria. Con cid restano orientate di conse- 
guenza tutte le n-celle contenenti la parete /"-1. Si consideri un qualsiasi 
prototipo P in V* del punto Q. Nel complesso 6-' K” che l’inversa 4-* della 
rappresentazione 6 induce in V" a partire dal complesso K", il punto P risulta 
interno a una parete /"~! prototipa della parete I"-! di K". Poiché il complesso 
6 K" é una pseudovarieta, /}~' é sul contorno di due n-celle ff eg” fra loro 
adiacenti lungo essa; anzi la riunione dei punti interni a /*, g, e1,~* pud essere 
presa come un intorno di P, e questo intorno é del tipo di quelli che vengono 
rappresentati da 6 biunivocamente sulla loro immagine. L’immagine di questo 
intorno di P é costituita dalla riunione dei punti interni a /"—! e alle due celle 
f" e g" rispettive immagini di /§ e g}. Le due n-celle /" e g* ammettono per- 
tanto un comune piano tangente in Q, e si pud inoltre affermare che le loro 
rispettive orientazioni indotte da quella assegnata a questo piano tangente 
son fra loro coerenti attraverso la comune parete /"-1, Cid segue dal teorema 
generale delle funzioni implicite applicato al sistema di funzioni definenti 
localmente la rappresentazione J-differenziabile 6. Fissato infatti un sistema 
di m coordinate locali in un intorno del punto Q in W”, esiste sempre in questo 
un opportuno altro intorno di Q tale che in esso si possono sempre scegliere n 
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coordinate del sistema in modo tale che si abbia una corrispondenza biunivoca 
tra immagine dell’intorno di P e una parte aperta dell’ n-spazio lineare 
descritto da queste n coordinate, e cid facendo, la biunivocita ci permette 
anche di orientare in maniera coerente i singoli n-spazi tangenti alla suddetta 
immagine. (Si noti che in questo passaggio consiste l’unica occasione in cui 
viene utilizzata l’ipotesi della J-differenziabilitaé della rappresentazione 4, 
e non la sola sua locale biunivocita.) Ogni orientazione di /"~1 é pertanto 
concorde con quella di una delle due celle g" e /", e discorde con quella della 
rimanente. 

Consideriamo ora la catena sugli interi definita nella stella delle celle di 
K* contenenti Q e definita associando alle n-celle orientate g" e /" il numero 
intero 1 e a tutte le n-celle rimanenti della stella il numero intero 0. Per 
quanto si é detto questa catena é un ciclo (sugli interi) relativo [4] al contorno 
esterno della stella di Q in K". Risulta quindi un ciclo relativo anche la somma 
y" dei cicli corrispondenti a tutti i punti prototipi di Q. Il ciclo y" é un ciclo 
sugli interi relativo al contorno esterno della stella di Q in K", definito per- 
tanto su ogni n-cella e; di K" avente /"~! sul proprio contorno mediante l’as- 
segnazione dell’orientazione proveniente da quella del corrispondente piano 
tangente in Q@ e come coefficente la corrispondente molteplicita n, (intesa 
come numero intero positivo) di essa nella rappresentazione 0. 

Poiché tutti i numeri »,; sono divisibili per 2*, risulta anche un ciclo rela- 
tivo (sugli interi) la catena che si ottiene sostituendo in y” alle molteplicita n, 
le rispettive molteplicita ridotte m,. Sia 7" questo nuovo ciclo, cioé quel 
ciclotale chesia y" =2* -7". Consideriamol’ omomorfismo del] gruppo delle n-catene 
sugli interi definite sulla stella di Q in K" sul gruppo delle corrispondenti 
n-catene modulo 2 ottenuto sostituendo a ogni coefficente la classe di resti 
(mod. 2) cui appartiene e abolendo l’orientazione della rispettiva cella sostegno. 
Poiché questa operazione é un omomorfismo si ottiene ancora un ciclo rela- 
tivo (mod. 2) 7}. Questo ciclo 7} associa a ogni cella e, della stella (senza 
pii parlare di orientazione) la classe nulla o la classe 1 a seconda che la sua 
molteplicita ridotta sia pari o dispari. Ne segue che il ciclo relativo (mod. 2) 
Vz non é altro che la limitazione della catena of predetta alla stella di Q in K". 

La catena a (mod. 2) ha pertanto il suo contorno con coefficente nullo 
nella parete /"~1 e quindi il contorno di a} (essendo /"~ qualsiasi) é la catena 
nulla: la catena a} é pertanto un ciclo. Abbiamo con cid determinato sul 
complesso K" un ciclo (mod. 2) n-dimensionale non nullo il quale, poiché K" 
é n-dimensionale, non é nemmeno un contorno. 


Da tutto cid segue pertanto quanto volevamo dimostrare, che cioé il 
gruppo di omologie della dimensione n sulle classi di resti modulo 2 H,,(P",Z,) 
del poliedro P* é non nullo. 
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Franz Rellich zum Gediachtnis 


Von 


RicHarp Courant in New York 


Mehr als ein Jahr ist vergangen, seit Franz Reviicu einer tiickischen 
Krankheit erlag, bis zuletzt beseelt von seinem strahlenden Lebenswillen. 
Auch jetzt noch ist es schwer, die GréBe des Verlustes fiir die mathematische 
Wissenschaft abzuschitzen. Die Liicke hat sich nicht geschlossen, sie hat sich 
eher erweitert. 


FT. Relerh . 

RELLICcus wissenschaftliche Unternehmungslust kommt deutlich in der Viel- 
seitigkeit seiner Publikationen zum Ausdruck, wie die nachfolgende Liste 
zeigt. Der Schwerpunkt seines Interesses lag in der mathematischen Analysis, 
insbesondere in den Gebieten, welche mehr oder weniger mit Physik zusammen- 


hangen. 
Math. Ann. 133 13 
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In der Géttinger Doktordissertation verallgemeinerte er die ,,Riemannsche 
Integrationsmethode“ (d. h. die explizite Darstellung der Lésung des Anfangs- 
wertproblems einer linearen hyperbolischen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung) auf den Fall beliebiger Ordnung. Diese schéne Leistung war aller- 
dings, unbemerkt von dem Kreis der Géttinger Mathematiker, lange vorher 
von HoLMGREN teilweise antizipiert worden. 

In den folgenden Jahren hat Reiiicn dann eine groBe Zah] verschiedener 
Themen behandelt. Nur einige seiner Arbeiten kénnen hier gewiirdigt werden. 
Genannt seien die Beitrage iiber partielle Differentialgleichungen, insbesondere 
tiber die Sonderstellung der Monge-Ampéreschen Gleichungen, und andere 
Klassen von partiellen Differentialgleichungen, in welchen Ausartungen auf- 
treten. Von den zahlreichen Arbeiten zur mathematischen Physik sei erwahnt, 
da8 Retiicu die Rolle der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung mathe- 
matisch aufgeklirt und mit Erfolg die Schwierigkeiten behandelt hat, welche 
in Rand- und Eigenwertproblemen entstehen, wenn das Grundgebiet sich ins 
Unendliche ausdehnt. 

Abseits von diesen Untersuchungen liegt eine Arbeit aus dem Jahre 1940, 
in der RELLICH eine besonders reizvolle Fragestellung aufwirft. Er beweist, 
daB eine Differentialgleichung w’= f(z,w), wobei f(z,w) eine fiir alle kom- 
plexen Zahlen z, w analytische Funktion ist, héchstens abzihlbar viele ganze 
Lésungen w(z) besitzt, vorausgesetzt, daB f nicht linear in w ist. Diese Frage- 
stellung ist spiter von Hans Wirticn mit Hilfe der Wertverteilungslehre 
weiter verfolgt worden. 

Seit seinen ersten Jahren in Géttingen hat RELLIcH sich immer wieder 
mit den linearen Operatoren im Hilbertschen Raume beschaftigt. Abgesehen 
von zahlreichen originellen Einzelheiten und aufklirenden Bemerkungen hat 
er ganz systematisch und stetig an einem groBen zusammenhingenden Pro- 
gramm gearbeitet. Seine wichtigste Leistung auf diesem Gebiete, und wohl 
iiberhaupt sein eindruckvollstes Werk, ist in einer Reihe von fiinf Arbeiten 
niedergelegt, welche in den Mathematischen Annalen 1936/1942 erschienen 
sind und in welchen REtLicH die Stérungstheorie der linearen Operatoren 
angreift und entwickelt. Von allen seinen Arbeiten haben diese wohl das 
stiirkste Echo gefunden; sie sollen daher hier ein wenig eingehender beschrieben 
werden. 

Die Frage, die RELLIcH in dieser Theorie behandelt, ist die folgende: Es 
sei A, ein selbstadjungierter Operator im Hilbertschen Raum, der in vorge- 
schriebener Weise von einem Parameter ¢ abhangt; in welcher Weise hingt 
die zugehérige Spektralschar £,(A) von diesem Parameter ab? Diese Frage- 
stellung riihrt von physikalischen Problemen her und spielt vor allem in der 
Quantentheorie eine wichtige Rolle. Obgleich REetticu seine Theorie in ab- 
strakter Form darstellte, war er doch stets darauf bedacht, seine Resultate 
so zu formulieren, da8 sie unmittelbar auf die Differential- und Integral- 
operatoren der mathematischen Physik angewandt werden kénnen. 

Es ist bemerkenswert, daB dieses Problem selbst in dem Spezialfalle einer 
quadratischen hermiteschen Matrix A,= (a;,,(€)), welche analytisch von einem 
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reellen Parameter ¢ abhingt, keineswegs trivial ist. (Es ist zum ersten Male 
von RELLIcH behandelt worden.) In diesem Falle stellt sich heraus, daB die 
Eigenwerte und Eigenelemente durch konvergente Potenzreihen 


A= Ag+ €A,+ 74,4 -°- 
und 
P= Pot E Prt pet -*- 


dargestellt werden kénnen. Unter geeigneten Bedingungen gilt nun dasselbe 
fiir das Verhalten der Punkteigenwerte und der zugehérigen Eigenelemente 
eines jeden selbstadjungierten Operators A, im Hilbertschen Raum, welcher 
analytisch von einem reellen Parameter ¢ abhingt; die Stérung des Punkt- 
spektrums kann niémlich in gewissem Sinne auf den Fall endlicher Matrizen 
zurickgefihrt werden. Aus der Rellichschen Theorie sollen hier noch zwei 
Hauptresultate tiber die Stérung des kontinuierlichen Spektrums fiir den 
einfacheren Fall beschrinkter Operatoren beschrieben werden. 

I. Wenn eine Folge von selbstadjungierten Operatoren {A,} gegen einen 
selbstadjungierten Operator A strebt, so strebt die Folge der Spektralscharen 
{E,,(A)} gegen die Spektralschar EZ (A) von A, wobei A irgendeine reelle Zah] ist, 
die nicht dem Punktspektrum von A angehért. 

II. Wenn eine Folge von selbstadjungierten Operatoren {A,} gleichmaBig 
gegen den selbstadjungierten Operator A konvergiert, so konvergiert {Z,,(A,) — 
— E,,(A,)} gleichmaBig gegen E(A,) — E£(A,), wobei (A,, A,) irgendein Intervall 
der reellen A-Achse ist, dessen Endpunkte nicht zum Spektrum von A gehéren. 
Fir unbeschrankte Operatoren ist das zweite Resultat erst kirzlich von 
Retuicus Schiller ERHARD HeErvz in seiner Dissertation bewiesen worden. 

ReEticus Ziel war die Entwicklung einer strengen mathematischen Theorie, 
welche die linearen Stérungsprobleme der Physik erfaBt. Er versuchte auch, 
seine Theorie auf gewisse Phinomene der Quantenmechanik auszudehnen, 
und hat viel dazu beigetragen, die Forschung in dieser Richtung anzuregen. 
AuBer in den erwihnten Abhandlungen hat RELLicH seine Theorie in mehreren 
Universititsvorlesungen (eine davon in Amerika) dargestellt und ausgebaut. 
Es ist sehr zu hoffen, daB diese Vorlesungen im Druck herausgegeben werden. 

Als junger Student in Géttingen wurde RELLIcH schnell ein Mitglied des 
eng verbundenen Kreises junger Mathematiker und Physiker, welche als 
Assistenten und Dozenten in dem neuen Mathematischen Institut den Ton 
angaben. RELLICHs einzigartiger Charme 6ffnete ihm alle Herzen; seine Origi- 
nalitaét und sein leidenschaftliches wissenschaftliches Interesse machten ihn 
zum ebenbiirtigen Partner auch der ilteren Mitglieder dieser Gruppe. Die 
Vitalitét dieser jungen Géttinger Generation schien die Erwartung zu recht- 
fertigen, daB mit der Institutsgriindung die Kontinuitaét und Stabilitaét der 
glinzenden Géttinger mathematisch-physikalischen Tradition gesichert sei. 
Als im Jahre 1933 diese Hoffnung von Fanatikern und Opportunisten zer- 
schlager: wurde, muBte auch Rexticu seinen Platz in Géttingen verlassen. 
Er hatte vom ersten Augenblick an mit Wiirde und Mut gegen die national- 
sozialistischen Aktivisten in der Universitat Stellung genommen und hat auch 
Math. Ann. 122 12° 
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in spateren Jahren bis zum Ende des Regimes niemals Konzessionen gemacht 
oder seine Einstellung verleugnet. 

Als er dann nach dem Zusammenbruch die Leitung des Mathematischen 
Institutes in Géttingen iibernahm, war er wie kein anderer dazu geeignet, 
etwas von der alten Tradition aus den Triimmern wieder aufzubauen. Die 
Hingabe und Selbstlosigkeit, mit welcher er diese Aufgabe ergriff, ist ein 
leuchtendes Beispiel fiir die Krafte, denen Deutschland seinen Wiederaufstieg 
nach der Katastrophe verdankt. 

Das Wichtigste war zunichst, einer jungen Generation den Zugang zur 
Wissenschaft zu 6ffnen. Als ein begeisterter Forscher, als ein Mann von 
groBer Selbstdisziplin und mit warmem Interesse fiir die jungen Menschen war 
RELLIcH zum akademischen Lehrer ganz ungewdéhnlich befahigt. Seinen 
Schiilern, Anfangern wie Fortgeschrittenen, begegnete er mit herzlicher Natiir- 
lichkeit. Weder schiichterte er sie ein, noch zog er sich hinter die Schutzwand 
professoraler Wiirde zuriick. Die Inspiration, welche von ihm ausstrahlte, 
und die Fruchtbarkeit des Feldes, in dem er als Forscher wirkte, fiihrten zur 
Bildung einer Schule, deren Mitglieder in der Zukunft noch von sich héren 
lassen werden. 

Als Direktor des Mathematischen Institutes war RELLIcH aufs tiefste 
daran interessiert, eine breite, stabile Basis fiir die wissenschaftliche Ent- 
wicklung zu schaffen. Nachdem es ihm gelungen war, Cart L. StrceL nach 
Géttingen zu ziehen, schien die kiinftige harmonische Entwicklung fiir abseh- 
bare Zeit gesichert. Géttingen wurde wieder ein mathematisches Zentrum, 
das alte und neue Freunde anzog. 

Uberall in der Welt, wo die Erinnerung an das alte mathematische Gottingen 
noch lebendig ist, hat RELLicus Tod Bestiirzung und Sorgen ausgelést. Zentren 
der Wissenschaft sind zarte Gebilde, empfindlich gegen den Verlust der trei- 
benden und verbindenden Persénlichkeiten. Wenn das Gliick einen Mann wie 
RELLIcH an den richtigen Platz bringt, dann kénnen solche Zentren in kurzer 
Zeit aufbliihen, wie wir das mit Bewunderung in Géttingen und in anderen 
Stellen in Deutschland gesehen haben. Uberall in der mathematischen Welt 
hofft man, daB die Géttinger Tradition trotz Retiicus Tod lebendig bleiben 
wird. 

Aber ganz abgesehen davon, daB es RELLicH nicht vergénnt war, seine 
erwahlte Mission in Géttingen zu erfiillen, ist sein Tod fiir die Mathematik in 
Deutschland iiberhaupt ein schweres Ungliick, weil er einer der ganz wenigen 
aktiven Vertreter einer Richtung war, welche auf eine Verbindung der Mathe- 
matik mit den Anwendungen hinzielt. 

Man braucht keine prophetischen Gaben, um vorauszusehen, daB in der 
nahen Zukunft die Mathematik eine gréBere Rolle spielen wird, als es bis jetzt 
der Fall war. Physik, Technik und auch die Sozialwissenschaften verlangen ein 
sehr viel gréBeres MaB mathematischer Durchdringung, als man es noch vor 
kurzem getriumt hat. Fiir diese wichtige Rolle der Mathematik in der mensch- 
lichen Gesellschaft scheint der engere Kreis der Mathematiker nicht vor’e- 
reitet. Seit den Zeiten von Gauss und RIEMANN, wo eine scharfe Trennung 
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der theoretischen, ,,reinen“ Mathematik von den Anwendungen nicht exi- 
stierte, haben sich viele Mathematiker von den anderen Wissenschaften allzu- 
sehr isoliert. Es besteht die Gefahr, daB die ,,angewandte“‘ Mathematik der 
Zukunft von Physikern und Ingenieuren entwickelt werden muB und daB8 
professionelle Mathematiker von Rang den AnschluB an die neue Entwicklung 
nicht finden. RELLICH hatte einen offenen Blick und ein lebendiges Interesse 
in beiden Richtungen. Darum scheint sein Verlust so besonders unersetzlich, 
und um so dringender die Notwendigkeit, daB in der jungen Generation 
Mathematiker heranwachsen, welche die Briicke zu den Anwendungen bauen 
kénnen. 


Vorlesungen von Franz Rellich 


Nachstehende Géttinger Vorlesungen sind ausgearbeitet worden: 

Integralgleichungen und allgemeine Spektraltheorie (S. S. 1933). 

Seminar iiber Operatorentheorie (W. 8. 1933/34). 

Seminar iiber Spektraltheorie (S. 8. 1934). 

Partielle Differentialgleichungen (S. 8. 1934). 

Singulare Eigenwertprobleme (S. 8S. 1946). 

Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums (Seminar) (S. 8. 1949 u. W. S. 1949, 
1950). 

Eigenwerttheorie partieller Differentialgleichungen (W. 8S. 1952/53 u. 8S. S. 1953). 

Spectral theory of a second-order ordinary differential operator. Lectures delivered at 
New York University 1950. 

Seminar iiber partielle Differentialgleichungen. H. Werner: Der Abbildungsgrad 
und die Lésbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme und Funktionalgleichungen (W. 8. 
1953/54). 

Neben den allgemeineren Vorlesungen wie z. B. Lineare gewéhnliche Differential- 
gleichungen, Partielle Differentialgleichungen, Funktionentheorie, Elliptische Differential- 
gleichungen, Integralgleichungen u. a. sind vielleicht noch folgende bemerkenswert: 

Spezielle Eigenwertprobleme der Quantenmechanik (W. 8. 1946/47); Stérungstheorie 
der Spektralzerlegung (W. 8S. 1953/54); Seminar itiber mathematische Fragen aus der 
Quantentheorie der Wellenfelder; gemeinsam mit W. Hetsenpere (S. 8. 1952). 


Veréffentlichungen von Franz Rellich 


1. Verallgemeinerung der Riemannschen Integrationsmethode auf Differential- 
gleichungen n-ter Ordnung in zwei Veranderlichen. Dissertation 1930. 
2. Ein Satz iiber mittlere Konvergenz. Nachr. Akad. Wiss. Géttingen 1930. 
, 3. Zur ersten Randwertaufgabe bei Monge-Ampéreschen Differentialgleichungen vom 
elliptischen Typus; differentialgeometrische Anwendungen. Math. Ann. 107 (1932). 
4. Uber die Reduktion gewisser ausgearteter Systeme von partiellen Differential- 
, gleichungen. Math. Ann. 109 (1934). 
5. Spektraltheorie in nichtseparablen Raumen. Math. Ann. 110 (1934). 
6. Uber die v. Neumannschen fastperiodischen Funktionen auf einer Gruppe. Math. 
Ann. 111 (1935). 
7. Zur Konstruktion der Grundlésung fiir eine gemischte Randwertaufgabe einer 
partiellen Differentialgleichung héherer Ordnung. Math. Ann. 112 (1936). 
' 8. Stérungstheorie der Spektralzerlegung I. Math. Ann. 113 (1936). 
9. Stérungstheorie der Spektralzerlegung II. Math. Ann. 113 (1937). 
10. Die Bestimmung einer Flache durch ihre GauBsche Kriimmung. Math. Z. 43 (1938). 
11. Stérungstheorie der Spektralzerlegung III. Math. Ann. 116 (1939). 
12. Uber die ganzen Lésungen einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung. 
' Math. Ann. 117 (1940). 
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13. Darstellung der Figenwerte von 4 u + Au = 0 durch ein Randintegral. Math. 
Z. 46 (1940). 

14. Stérungstheorie der Spektralzerlegung IV. Math. Ann. 117 (1940). 

15. Elliptische Funktionen und die ganzen Lésungen von y” = {(y). Math. Z. 47 (1940). 

16. Stérungstbeorie der Spektralzerlegung V. Math. Ann. 118 (1942). 

17. Uber das asymptotische Verhalten der Lésungen von A u + Au = 0 in unend- 
lichen Gebieten. Jber. DMV. 53 (1943). 

18. Der Eindeutigkeitssatz fiir die Losungen der quantenmechanischen Vertauschungs- 
relationen. Nachr. Akad. Wiss. Géttingen 1946. 

19. Die Randbedingungen der Airyschen Spannungsfunktion bei vorgegebenen Rand- 
verschiebungen. Z. angew. Math. 25/27 (1947). 

20. Das Eigenwertproblem von A u + Au=0 in Halbroéhren. Studies and Essays 
1948 (Festschrift). 

21. Stérungstheorie der Spektralzerlegung. Internat. Congress of Math. 1950, Vol. I. 

22. Halbbeschrankte gewdhnliche Differentialoperatoren zweiter Ordnung. Math. 
Ann. 122 (1951). , 

23. Uber Lésungen nichtlinearer Differentialgleichungen. Festschr. Akad. Wiss. 
Gottingen 1951. 

24. New results in the perturbation theory of eigenvalue problems. Proc. Symp. 
Los Angeles 1953. 

25. Halbbeschrankte Differentialoperatoren héherer Ordnung. Proc. Internat. Con- 
gress of Math. 1954, Vol. ITT. 

26. Linearly perturbed operators. Report of an International Conference on Operator 
Theory and Group Representations, 1953 (erschienen Washington, D. C., 1955). 





(Eingegangen am 10. Februar 1957 ) 
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Existenzbeweise mehrdimensionaler regulirer 
Variationsprobleme 
Von 
Hersert Beckert in Leipzig 


Die Unterhalbstetigkeit der Integrale regulirer Variationsprobleme ver- 
einfacht die Aufgabe, im Bereiche der zugelassenen Funktionenklassen eine 
Minimalfolge des Problems enthaltende, kompakte Teilmengen aufzufinden, 
wesentlich. Geniigt es doch, sich auf die Angabe derartiger Teilmengen im 
Raume der zulissigen Funktionen selbst zu beschrinken. Die Funktionen- 
klasse D, der im Sinne von TonELLI absolutstetigen Funktionen, deren «-te 
Potenzen der ersten Ableitungen summierbar sind, hat sich in Fragen der 
Konstruktion stetiger Lésungen regulirer mehrdimensionaler Variations- 
probleme mittels direkter Methoden als besonders zweckmaBig erwiesen. Fiir 
cas allgemeine zweidimensionale Variationsproblem bei festem Rand: 


(1) Lf iz, ¥,u, p,q) dady— Min 


sind unter geeigneten Regularitaétsannahmen erstmals von L. Tong. [15] 
stetige Extremalen in dieser Funktionenklasse konstruiert worden. C. B. 
Morrey [7, 8] zeigte spiter, daB eine stetige Extremale u(z, y) von (1) hin- 
sichtlich ihrer Ableitungen dasselbe Regularitatsverhalten besitzt wie der 
Integrand f als Funktion seiner Argumente, sofern u(x, y) nach den Variablen 
x,y einer Lipschitzbedingung geniigt. DaB letzteres in gewissen wichtigen 
Fallen wirklich zutrifft, konnte er und spiter M. SHirrMann [12] bestitigen. 
Die Regularitétsuntersuchungen der Lésungen von (1) wurden in jiingster 
Zeit durch 8. Stca.ov [13, 14] weiter verschirft. Die noch offenen Fragen 
haingen zum Teil mit dem noch vollkommen ungeklirten Problemkomplex 
des Verhaltens der Lésungen partieller Differentialgleichungen im Ubergangs- 
gebiet zusammen. Die Fille, in denen die Existenz stetig differenzierbarer 
Extremalen von (1) durch den verschirften Morrey-Shiffmannschen Regu- 
laritaétsbeweis erfaBt wird, gehen nicht wesentlich iiber die Voraussetzung 
hinaus, daB die Koeffizienten der quadratischen Form 


(2) QE, 0, C) = fon + 2 hoe Snt feem + 2 howto +2 foun o + fun o? 


gleichmaBig beschriankt sind, sowie fiir die iibrigen gemischten Ableitungen 
noch gewisse Wachstumsordnungen in |/p* + q* bestehen. Es ist zu bemerken, 
daB die klassischen Resultate von 8. BERNSTEIN [3] unter der zusiitzlichen 
Voraussetzung, daB (2) positiv definit ausfallt, weit weniger verlangen. 
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Die allgemeine Methode von C. B. Morrey [8], die sich auf Variations- 
probleme mit beliebig vielen Funktionen und unabhiangigen Variablen er- 
streckt, erweitert den Kreis zulassiger Funktionen zu der wichtigen von diesem 
Autor definierten Funktionenklasse {*. Die Stetigkeit wird dabei fallen ge- 
lassen. In Y* gelten wichtige auf die Variationsrechnung zugeschnittene 
Kompaktheits- und Unterhalbstetigkeitskriterien. Obwohl die Stetigkeit 
dafiir aufgegeben wird, kann man hoffen, daB die Regularitatsbeweise dadurch 
nicht wesentlich komplizierter werden. 

In dieser Arbeit beschaftige ich mich im ersten Teil § 1 damit, in der 
Funktionenklasse D, das absolute Minimum des Integrals 


(3) Sf te, y, u‘, p'; q‘) dx dy > Min 
: ut : out ; rc 
7" "je Ct" +=1,2,...n 


fiir n gesuchte Funktionen bei vorgegebener Berandung zu konstruieren. Wie 
bei dem Problem (1) bedarf der Fall, in dem man die Summe 


n 
» (p+ (g'*, «> 2 
i=1 
durch den Integranden f/ nach oben abschiitzen kann, keiner weiteren Be- 
trachtung. Jede Minimalfolge ist nach L. ToneLt1 kompakt in D,. Anders 
liegen die Verhiltnisse in den Fallen « < 2. 

Die folgende SchluBweise des ersten Teils zur Konstruktion des absoluten 
Minimums von (3) in D, bedient sich zwar von vornherein der starken Be- 
schrinktheitsvoraussetzungen der zu (3) gehérigen quadratischen Form, mit 
welchen, wie wir vorhin erlauterten, der verallgemeinerte Morrey-Shiffmann- 
sche Regularitatsbeweis im Falle i= 1 arbeitet. Das Verfahren ist dafiir 
von einer bemerkenswerten Allgemeinheit und Einfachheit, was den Uber- 
gang vom Linearen zum Nichtlinearen anlangt. Die folgende Feststellung 
sei in diesem Zusammenhang gemacht: 

Sobald man bei einem reguliren Variationsproblem mit beliebig vielen 
Variablen und beliebiger Dimension unter den oben entsprechenden Be- 
schranktheitsannahmen die Lésung des quadratischen Variationsproblems der 
zweiten Variation bei lediglich meBbaren Koeffizienten in einer Funktionen- 
klasse § ermitteln kann, fiihrt eine sehr einfache SchluBweise zur Konstruktion 
einer zu  gehérigen Lésung des vorgelegten Variationsproblems. Man er- 
kennt hieraus, wie wichtig die von C. B. Morrey verfolgte Richtung ist, die 
Lésungen partieller Differentialgleichungen bei méglichst schwachen Voraus- 
setzungen zu untersuchen. 

Das zu (3) gehoérige Variationsproblem der zweiten Variation wurde u. a. in 
meiner im folgenden mit (D) abzukiirzenden Untersuchung [1] unter der Be- 
dingung meBbarer, beschrankter Koeffizienten gelést. Allerdings enthalt dort 
der Integrand die gesuchten Funktionen nicht. In § 2 werden die Ergebnisse 
von (D) auf den hier benétigten allgemeinen Fall erweitert. Dabei stiitzen 
wir uns auf die SchluBweise von § 1. Diese Uberlegungen beinhalten eine 
einfache allgemeii.» Methode, die Existenz der Lésungen bei quadratischen 
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Variationsproblemen unter schwachen Voraussetzungen fiir die Koeffizienten 
zu sichern. § 2 liefert demzufolge in Verbindung mit § 1 einen Beitrag zu dem 
allgemeinen reguliren Variationsproblem beliebiger Dimension und Variablen- 
zahl. DaB die Extremalen von (3) der Klasse D, im Inneren ihres Definitions- 
bereiches stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, wird hier in 
Abkehr von der Methode Morrey-SuirrMann-SicaLov durch Ubergang zu 
dem Differentialgleichungssystem der ersten Variation in § 3 direkt bewiesen. 
Wir stiitzen uns dabei auf die Abschatzungen in (D). 

In § 4 wird das freie Problem des Variationsintegrals (3) nach der in den 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Methode gelést, falls im Inte- 
granden die gesuchten Funktionen w/ nicht auftreten. Auf den allgemeinen 
Fall sowie auf das halbfreie Problem gehe ich nicht ein. Im zweiten Teil § 1 
wird eine allgemeine Methode zur Konstruktion der Extremalen regulirer 
Variationsprobleme auseinandergesetzt, die nur die Giiltigkeit der 3. Jacobi- 
schen Bedingung voraussetzt. Vom Standpunkt der Lésungstheorie des nicht- 
linearen partiellen Lagrangeschen Differentialgleichungssystems tritt diese 
Methode den bekannten Lésungsverfahren zur Seite, die iiber den Fixpunkt- 
satz von ScHAUDER [11] bzw. die Theorie des Abbildungsgrades vollstetiger 
Funktionaltransformationen von LEray-ScHAUDER [4] laufen. Da _ bei 
Variationsproblemen die Minimumseigenschaften des Variationsintegrals aus- 
geniitzt werden kénnen, bendtigt man fiir die Anwendung unserer Methode 
weniger an Abschitzungen der Lésungen im Linearen als bei den allgemeinen 
topologischen Lésungsverfahren. Die SchluBweise in Teil 1, § 1 ist nur eine 
besondere Variante der von Teil2, §1, wegen ihrer Anwendung in Teil 1, § 2 
wurde sie nicht gleich von vornherein durch die in diesem Paragraphen be- 
sprochene Methode ersetzt. 

Die Abschitzungen linearer elliptischer Systeme zweiter Ordnung von 
C. B. Morrey [9] reichen hin, um nach der Methode von Teil 2, § 1 Existenz- 
sitze bei reguliren Variationsproblemen beliebiger Dimension und Variablen- 
zahl im lokalen Sinn zu beweisen, wie sie zuerst von L. LicHTENSTEIN im Falle 
eines reguliren Variationsproblems mit einer gesuchten Funktion aufgestellt 
wurden. Dies geschieht in § 2. 


Teil I 
§1. Das Variationsproblem mit festen Rindern 


Wir betrachten das Variationsproblem fiir n gesuchte Funktionen w*(z, y) 


(3) Lf fz, y, u', p', q*) dx dy > Min 
du‘ aut . 
pf=>~ ¢= ay i=1,2...n, 


wobei die Funktionswerte lings des Randes S durch u‘(s) = p*‘(s) vorge- 
schrieben sind. £ sei ein einfach- oder mehrfachzusammenhingendes endliches 
Gebiet, dessen Randkurve der Einfachheit halber eine stetig differenzierbare 
Parameterdarstellung besitzt. Die Funktionen g‘(s) seien zweimal stetig 
differenzierbar nach der Bogenliinge von S. Der Integrand f sei nach seinen 
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Argumenten dreimal stetig differenzierbar. Ein fiir allemal sei gesagt, daB 
diese Bedingungen wesentlich verallgemeinert werden kénnen, sowohl was 
den Rand S als auch die Funktionen g‘(s) anlangt. Die Eigenwerte 
A, (2, y, uw’, p’, q) der quadratischen') Form 


(4) Q(E, 0, 5) = fyipe EFE* + 2 fysge Sog* + fa a Ni + 2 fyiue FCF + 
+ 2 fia °C™ + fase l®C* 
seien beschrankt 
L2jA,24,2°:: 4,2 K>9. 
Hieraus folgt sofort die gleichmaBige Beschranktheit simtlicher Koeffizienten 
von Q(é, 7, ¢) 


(4’) {Ifovmel » Morar] » ~~~ Wotutl> -- + Wuswel} SP (L) . 
F bedeutet eine feste nur von L abhaingende GréBe. Um das Variationsproblem 
(3) unter diesen Voraussetzungen zu lésen, betten wir es zweckmaBig in die 
von dem Parameter 4, (0 <A< *) abhangende Problemschar 
(5) a= [If te, y, ut, p’, q') + Af,(z, y) ui dxdy > Min 

wie) = p* (8) lings S 
ein. {,(z,y) sind vorgelegte stetige Funktionen, die wir wie folgt bestimmen. 
Wir gehen von beliebigen, die Randbedingungen befriedigenden, in Z + S 
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen ui‘ (x,y) (i= 1,2...m) aus. Wir 
denken uns die /,(z,y) derart festgelegt, daB die Funktionen u‘(z,y) das 
Variationsproblem (5) fiir A= 1 lésen. Offenbar geniigt es, f;(z,y) als die 
inhomogenen Terme des hierzu gehérigen Lagrangeschen Gleichungssystems 
zu bestimmen. 

Wir betrachten im folgenden die Klasse D, der im Sinne von TonELLI in Z 
absolutstetigen Funktionen, deren erste Ableitungen tiber E + S quadratisch 
integrierbar sind. Mit D‘ bezeichnen wir diejenigen Teilmengen aus D,, 
deren Elemente die Randbedingungen (5) befriedigen. 

Satz 1. Fiir jeden Wert von i, insbesondere fiir 1 = 0, nimmt das Integral (5) 
unter den angegebenen Bedingungen in den Klassen Di der zur Konkurrenz 
zugelassenen Funktionen. sein absolutes Minimum an. 

Die Integrale in dieser Untersuchung sind im Lebesgueschen Sinn zu ver- 
stehen. 

Im Satz 2 § 3 zeigen wir, daB bei gewissen zusitzlichen Voraussetzungen 
iiber die zweiten gemischten Ableitungen des Integranden nach den un- 
abhangigen und abhiangigen Variablen die Extremalen des Satzes 1 in E 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Sie sind nach einem all- 
gemeinen Theorem dort sogar analytisch, falls dies fiir f(x, y,u‘, p',q*) zutrifft. 

Bevor wir Satz 1 beweisen, stellen wir einige einfache Abschitzungen zu- 
sammen, die Folgerungen von (4)’ sind. 


(6) Sf Uf(2, y, Pi, Gul) — fy(x, y. vi, gi, ui) P dx dy 
= FLs So - ph)? + (q, — gy? + (ui — uj dady. 


2) Uber doppelt auftretende Indizes ist nach der bekannten Vereinbarung in der Folge 
zu summieren. 
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Eine analoge Abschitzung besteht fiir die fy, /,.,(i=1,2,...n). Hieraus 
folgt, indem wir p},, qj,, uj, fest wihlen: 


SS fuluy Pg, uw) dedy< 

(7) =. , 

<P, Lf & (Pi + (gi)? + (wi)? dady+ Fy, 
j= 


ebenso fiir die /,,, /,,. F,, F3,... sind feste nur von L und der Wahl von 
yp), 7, uj, abhaingende Konstanten. 

Fir wu‘ (x,y) C D; ist bei (4) die Existenz einer geniigend groBen positiven 
Konstanten M mit 


gesichert. Man erhalt dies sofort nach Entwicklung von J, fiir 
dui ; Out aus jou 


ui, = 37 =’ ud, P= 35 %= 
(8) J,(x, y, pi, gj, ul) — J,(x, y, v2, a3, ud) 
= V,(ug, U4 — Ug) + : ff Q(P: — Po: %— Yor U1 — Up) da dy. 


~ 


Hierbei sind in den Argumenten der Koeffizienten der quadratischen Form Q 
unter dem Integralzeichen in bekannter Weise Zwischenwerte zu nehmen. Es 
gilt: 

V, (uo, Uy — Up) — ff f ps (2, ¥y, Pi, qi, u2) (pi ee Pi) + fa(z, eee u}) (qi mee qi) + 


(9) eM ’ , 
+ fud®, ... Ud) (uy — up) + Af (x, y) (uy — u,)dady. 


Die Differenz (8) fallt bei festgehaltenen uj, falls 
n 
S= [fm (p, — ph)*+ (gi, — 9))* + (uj — u))Pdady 
j= 


geniigend groB, etwa S = S, ist, sicher positiv aus. Denn nach der Schwarz- 
schen Ungleichung gilt: 


(9’) |V, (up, ty — %p)| < F, S*, 

und wegen (4) hat man: 

(10) LS = [f QP1— Po t= I %— u)dzrdy>KS. 
Es folgt aus (8), (9'), (10) fir S = S,— 44 

(11) J, (x, y, Pi, GY, wi) = J, (z, y, ph, gi, uh) 


sowie: 
\J, (2, y, p', q; u})| Ss \J, (x, y, Ph, qi, u},)| + F,St +L Sy 
fir S< 8). 
Aus diesen beiden Bemerkungen ergibt sich die Existenz von M. Die bekannte 
Tatsache, daB in D, das Variationsproblem (3) héchstens eine Lésung besitzt, 
folgt sofort aus (8) in Verbindung mit (4). Seien w/ (x,y), u) (x,y) zwei ver- 
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schiedene Lésungen von J,-> Min bei derselben Randbedingung und etwa 


J, (2, ¥, Pi, q} ui) s J, (2, ¥, Phy %» u ) 
so liefert das Verschwinden der ersten Variation von (3) sofort einen Widerspruch. 
Nach diesen einfachen der Vollstindigkeit dienenden Vorbereitungen 
wenden wir uns dem Existenzbeweis zu. Wir fiihren die bereits in (D) be- 
trachteten konvexen und kompakten Teilmengen M, in einem Raum & der 
n-dimensionalen Funktionenvektoren G = {u/(z,y)} mit w(x, y) C Di, ein, die 
durch eine Ungleichung der Form: 


(12) N (u’) = ob. creme |/ ff x & (5> y+(3e )' dxdy=N 


Zo, ¥CE+S ~ | dy 


= (& — &9)* + (y — yo)? ; O0<a<! 
gekennzeichnet sind. S hat die Norm: 


|B] = by ob. oe ju’(a,y)| . 


j =1 2, yc 
Sei jetzt A ein beliebiger Misc at 0=As1 und VN, eine Folge posi- 
tiver Zahlen NV; < N;,, lim N;— «. Mit m; bezeichnen wir die untere Grenze 
von J, fiir die Funktionen aus My y,. Wir haben 


J, (x,y, P',@, w) =m, > —M, {w'(x,y)} C My, . 
Sei fiir ein festes 7: {u} (x, y)}, x; co eine Minimalfolge in My,: 
Ii 2s Ys Ph Vege Wey) > ™M - 
Wegen der Kompaktheit von My, und der Unterhalbstetigkeit von J, schlieBt 
man in bekannter Weise auf die Existenz eines Lésungsvektors 
{ui (x, y)} CMy,, wofir fen} é; 
Ii, Ys Ply Na Mo) = ™ 
gilt?). Wir bemerken nun sofort, daB, falls fiir einen Index i gilt: 
N (uj) =8 < N, 


d.h. der Lésungsvektor {u? (2, y)} nicht auf dem Rande, sondern im Innern 
von My, liegt, das Integral J,(z, y, Pi, qiiy ui) sein absolutes Minimum m 
annimmt. In der Tat folgt, wenn &*(x,y) n beliebige stetig differenzierbare, 
lings S verschwindende Funktionen bedeuten, daB die erste Variation: 


(13) Vi(uwa, €) = 0 
ausfallt. Da man nach einem bekannten Satz jede Funktion aus D, so im 


quadratischen Mittel durch beliebig oft differenzierbare Funktionen approxi- 
mieren kann, daB auch die fast iiberall vorhandenen ersten partiellen Ab- 


2) Die Unterhalbstetigkeit von J, in D, ist unter unseren Voraussetzungen eine leichte 
Folgerung der Tatsache, da fiir eine in Z + S gleichmaBig konvergente Funktionenfolge 
die zugehérigen Folgen der partiellen Ableitungen erster Ordnung iiber Z + S schwach 
konvergieren. 





~ ff =a 
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leitungen mit im quadratischen Mittel approximiert werden, sieht man, 
(13) gilt auch fiir beliebige lings S verschwindende Variationen aus D,. Man 
beachte hierzu (7). Um (13) zu beweisen, bedenke man, daB fiir die £* (x, y) 
sicher ein Wert 7 > 0 existiert, so daB fiir: |t} < 7 
(14) N (uj, +t&) SN, 
ausfallt. Da J, in My, fiir {u/ 
nach (14) sowohl die Vektoren 
{uj + t £} als auch {uj — tf}, |< 7 

in My, liegen, liefert eine bekannte SchluBweise sowohl 

Ost V,(uy,é) alsauch —t V,(uy, &) 20 

> V,(u@, €) =0 q.e.d. 
Wir brauchen uns also von nun an nur fiir den Fall zu interessieren, in dem 


die Lésungen {uj (2, y)} beim i-ten Schritt stets auf dem Rand von My, liegen. 
Wir bemerken zunéchst: 


ty (% y} seine untere Grenze m, annimmt und 


limm,= m = unt. Grenze von J, 
(15) ico 
m,>™,, j>%. 
Dies folgt, wenn man bedenkt, daB unter den Minimalfolgen in D, sich solche 
finden, deren Elemente zu gewissen My, gehéren®). 


Wir betrachten die Folge der {ui (x, y)} fir «= 1, 2,... inf. und zeigen 
dui, uj, du, Ou, oe 
(16) 2G “es — Fey + (Fe: se dx dy +0 fiir r,s > co, 
woraus bekanntlich : 
(17) ff = i | (ui nad uj. )?dx dy—0 fiir r, 8,—> co 


folgt. Sei jetzt «> 0 velhig vorgegeben. Wir bestimmen / so groB, daB 
m,—m,<e firs > r> 1, was wegen (15) méglich ist. Wir setzen in (8) fiir die 
u},(x, y) die Funktionen ui, (2, y), fiir die w4 (x,y) die Funktionen uj,(z, y) ein. 
Da {uj (x, y)} CMy, liegt, folgt unter thechians der Konvexitét von My, 
wie vorhin 
Vi (Ui), Uy) — Uy) SO. 

Nach (4) und (8) sind daher die Integrale (16) fiir s>r>J1 kleiner oder 
héchstens gleich ¢/K, q.e.d. 

Die Limites der Folgen (16), (17) im Hilbertraum § der quadratisch inte- 
grablen Funktionen werden jetzt mit 


w (x,y), P(x.y), P(x,y) 


*) Es geniigt zu bemerken, daB man die Funktionen aus D‘, und deren erste partielle 
Ableitungen im quadratischen Mittel durch in E + S stetig differenzierbare Funktionen 
aus D‘, approximieren kann. 
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bezeichnet. Wir haben also in 9: 

(18) ui, >, Pi, > p, q,) +7. 

Natiirlich folgt aus der bloBen Giiltigkeit von (18) noch nicht, daB die qua- 
dratisch integrablen Funktionen p’(z,y), 7'(z,y) wirklich als partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung der @(z,y) gedeutet werden kénnen. Hier, wo die 
Funktionen ui, (x, y) die Extremalen des Variationsproblems J, — Min unter 
der Nebenbedisigung {u’(z,y)} CMy, sind, l4Bt sich jedoch dieser bemerkens- 
werte Sachverhalt leicht bestitigen*). Setzen wir in J,(z,y, p’, q, uw’) fiir 
p,q, w formal die quadratisch integrablen Limites der Folgen (18) p’, 7, W 
ein, so ergibt sich aus (8) unter Beachtung von (4), (7), (15), (18) nach An- 
wendung der Schwarzschen Ungleichung: 


(19) lim J, (z, y, Pi, Gn ui) > J, (x,y, PP, W) =m 


roo 
Wir behaupten als nachstes das Verschwinden der ersten Variation: 

V,(%, &) = ff fplz. y, P., W) EL + f(z, .--,W) E+ fale, .. -, W) EF + 
(20) + Ada, y) &'dzdy=0 

fir £&(x, y)C Dy, &(s)=0 lings S. 
Zu diesem Zweck betrachten wir zunichst : 
Vu, u — %) = Lf f(z, y, P. 7, W) (p' — p) + fa(z,.--,W) (gi — 7) 
+ fu, ...W) (uf — U) + Af,(z, y) (ui — W)dady, 

wobei der Vektor {u/(x,y)} zu einer der Mengen My, gehéren soll. Nach der 
SchluBweise von vorhin gilt fiir s > 1 die Ungleichung: 
(21) V,(u;),U — Uy) 20. 


Wegen (6), (7), (18) folgt aus (21) mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 
nach dem Grenziibergang 8 —> co 


(21’) V,(u,u—a=0. 


Diese Ungleichung bleibt nicht nur fiir jeden Funktionenvektor {ui (z, y)} aus 
My, bei beliebigem / richtig, sondern auch fiir deren Limites p4,, q/,, w’, vom 
Typus (18). Ersetzen wir in (21)’ w durch 2 @ — wu’, so ergibt sich nach dieser 
wichtigen Bemerkung: 


(21”) V,(%, @ — u) = —V,(%,u— a) 20, 

woraus in Verbindung mit (21’) 

(22) V,(%, u — %)= 

folgt. Man braucht jetzt nur noch sinngemaB in (22) w= &— #, 7 = 1,2...n 


zu setzen, um die Richtigkeit unserer Behauptung einzusehen. 


4) Wir bendtige-. im folgenden nicht den Fortsetzungsbegriff von Differentialoperatoren 
von K. O. Frrepricu bzw. L. Scuwarrz. 





ain anbiths ae 6 


a SS ff 
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Wir hatten fiir den Parameterwert 4 = 1 das Variationsproblem als gelést 
vorausgesetzt. Es gilt daher: 
Vi(u,,&)=0; fir &(2,y)CD,, &(s)=0 lings S 


fir die in Z + S stetig differenzierbaren Extremalen uj (x, y). Subtrahieren 
wir hiervon die soeben bewiesene Gleichung 


(23) V,(%, &)=0, 
so erhalten wir: 
Sf TontOh ~ BY) 85+ Treltt — 3) 


+ Fei px (p* -~F*) e+ Friel — GF) & soe + (L—A)f, Ef dady=0. 
Hierbei bedeuten: 


(24) 


1 
Foepe = J hom(2, y, P+ t(p, — p),...W+t(w — w)) dt 
fesv Foxg 


1 
= J fase y, P+t(p — p),...W + t(w — w)) dt 


Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen zweiter 
Ordnung von f/ und der quadratischen Summierbarkeit der Funktionen p (z, y), 
q(x, y), W (x,y) sind die beschrinkten Koeffizienten: fips, Fyige - - - fury MeB- 
bar und fast iiberall in +S erklirt, sowie die Matrizen {f,.}; {Fag}; 
{fuiue} Symmetrisch, und die Matrizen: 


{foie 2 Fophs Fowt 2 Efupshs Few 2 (Farge) 
transponiert. Wegen (4) bestatigt man leicht die Abschitzung: 
LE E+ +02 for ESP + 2 fone El mt ofa SK SE yh + CF. 
i=1 i=1 
(24) sind die Variationsgleichungen des quadratischen Variationsproblems: 
~ owt ow > owraw® —~ aw aw* 
tgp = al ba a Seeding 
(25) [fo az ax + “loi Gz ay * fai dy dy 
+ °° fisyeWt W* + 2(1 — 2) f, Widady— Min 
bei der Randbedingung: W‘(s) = 0 lings S. Der Integrand ist eine positiv 
definite quadratische Form mit beschrinkten, meBbaren Koeffizienten. Wie 
aus (D) und dem anschlieBenden Paragraphen hervorgeht, ist das Variations- 
problem (25) eindeutig durch Funktionen W*(z, y) (i = 1, 2,...n) der Klasse 
D, lésbar, fiir die eine Ungleichung der Form: 


N(W4 <Q 


besteht. Hierbei hangen die Zahlen a; 0 <a <1; Q vom Gebiet Z + S, 
den Schranken ZL, K in (4), sowie den Maxima der absoluten Betrige der 
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Funktionen /; ab. Es bestehen fiir diese soeben ins Auge gefaBten Extremalen 
W‘ (x,y) die Variationsgleichungen (24), in denen die Differenzen: 


k 
ps — p* durch Lede 
tk 
qi —@* durch ae k=1,2,...n" 


ut — a durch W* 


zu ersetzen sind. Wir subtrahieren bei fest gewahlten Variationen £‘(z, y) 
beide Variationsgleichungen voneinander und erhalten: 


~ aw* ; ~ aw*\ ,. 
k i k =k 
If foo (i —— ax )e + frigt (ai T q' ay )e 


fan (ot - FP) 85+ foe (t- FP) 
+++ firye(uk — uk — W*) Et dxrdy=0. 
Wir setzen fiir £'(x, y) der Reihe nach die Folge: 
El(ax, y) = u(x, y) — uj (z, y) —Wi(a,y), r=1,2,... inf. 


in (26) ein. Es gilt: &'(s) = 0 lings S, was die Zuliassigkeit dieser speziellen 
Variationen erweist. Offenbar gilt wegen (18) in der Hilbertnorm: 


gi uj — ai Wi 


ag; i zi aw ° 1 9 
eet toe eee i=1,2,...n 
ag ead wealt-d aw: Pa 
iy SS dy -— 


Mit den Abkiirzungen: 


Lk = uk — ut — W* 


aw* 
, . ; 
PY=p - p*-z >; 
aw* 
. k —. 
= he 7 ay 


ergibt sich aus (26) nach dem Grenziibergang r — co sogleich: 
LS Fares PY PE + rie EP + fre PO 

; + frie Li Dk dxady=0. 

Hieraus entnimmt man, es gilt fast iiberall in E + S: 


uk — a = W* 


(27) 


we 
(28) pt — pe = Bul? ... 8. 
awe 
k _—), 
E-f->— 


Die quadratisch integrierbaren Funktionen p*, g* stimmen also bis auf eine 
Nullmenge in E + S mit den ersten Ableitungen der im Tonellischen Sinne 
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absolutstetigen Funktionen: 








u* (x,y) = uj (x,y) — W* (x,y); k=1,2,...n 
‘ a .. a 


iiberein. Nach Konstruktion gilt: u‘(s) = g*(s) lings S. Aus (19) folgt, indem 
k - 

wir dort @* (x, y), P* (x,y), 7* (x,y) durch u* (zx, y), = 4 > ersetzen, daB die im 
Sinne von TonELLI absolutstetigen Funktionen w(x, y) dem Integral J, das 
absolute Minimum in der Klasse D, der zur Konkurrenz stehenden Funktionen 
erteilen. Nachtraglich bestatigen wir, die eingangs betrachtete Folge von 
Nebenproblemen bricht nach endlich vielen Schritten ab, d.h. der zuerst 
besprochene Fall, in dem der Lésungsvektor in das Innere einer der Mengen 
My, (fiir ein gewisses /) fallt, muB notwendig eintreten. Damit ist der Existenz- 
beweis fiir das Variationsproblem (3) beendet. 


§ 2. Das Variationsproblem der zweiten Variation 


In (D) wurde das Variationsproblem : 


ff a, ,(x,y) p'p* + 2 b,,(x,y) pig*® + ,, (x,y) g'g* + e:x(z,y) wiu* 


(1) + x,(z,y) ut dx dy — Min 
_ out du . 
u‘(s) = 0, lings S Mead ts) te $=1,2,..." 


unter den Voraussetzungen gelést, daB die Koeffizienten der positiv definiten 
quadratischen Form unter dem Integralzeichen a, ,, 6;,, C;,, ¢;, in H+ 8 be- 
schrinkt und meBbar, sowie x, quadratisch integrierbar sind. Falls die all- 
gemeine positiv definite quadratische Form in den Variablenreihen p‘, q‘, u‘ 
auftritt, kann man auch durch Ausdehnung der Methoden von (D) zum Ziel 
gelangen. Im Falle stetig differenzierbarer Koeffizienten entnimmt man u. a. 
aus [9] einen Existenzbeweis. Fiir unsere Zwecke benétigen wir einen solchen bei 
lediglich beschrinkten, meBbaren Koeffizienten a;,,. . . f;,.-.€;,- Ich will im 
folgenden diese Erginzung von (D) nachholen. Unsere SchluBweise ist insofern be- 
merkenswert, als sie nicht nur fiir m gesuchte Funktionen mit zwei unabhangigen 
Variablen gilt, sondern auch auf den allgemeinen Fall des Variationsproblems 
der zweiten Variation beliebiger Dimension und Variablenzah] ausgedehnt 
werden kann. Freilich sind in diesem allgemeinen Fall die Abschétzungen der 
Lésungen linearer partieller elliptischer Differentialgleichungssysteme zweiter 
Ordnung noch nicht so weit gesichert, wie wir sie hier benétigen. Wenn es 
gelingt, die Abschitzungen von C. B. Morrey [9] so zu verschirfen, daB wir 
Abschitzungen vom sinngeméBen Typus wie bei der Dimension zwei erhalten, 
liefern die folgenden und friiheren Schliisse sofort einen Existenzbeweis fiir 
die Extremalen des allgemeinen regulairen Variationsproblems der Dimension n 
mit m gesuchten Funktionen unter den analogen Voraussetzungen wie bei der 
Dimension zwei. Insofern bilden die folgenden Betrachtungen einen Beitrag 
zu dem ullgemeinen reguliéren Variationsproblem beliebiger Dimension. 

Math. Ann. 133 14 
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Wir betrachten also jetzt das Variationsproblem: 
E (u,u) =f f au(z,y) p'p* + 2ba (x,y) pig* + cuz, y)g'g* + 2d,,(x, y) piu + 
E 


(2) + 2 f,.(z,y) qiu®+ e;,(x,y) utuk+ y,(x,y) ui dx dy — Min 
u‘(s)=0 lings S. 


Die Koeffizienten a,, . . . d;,, fj, - . . €;, seien in Z + S meBbar und beschrankt. 
Die quadratische Form Q(&, 7, ¢) sei positiv definit 


aS e+ nfs te =] a,, €&*+ 256;, fin ki. ->+e,,C8f* 
(3) i=1 
> aS e+ ft ce, u>od. 


i=1 
Wir erginzen zunichst die Abschitzungen in (D) S.11—14. Die ersten 
Variationsgleichungen von (2) lauten nach Einfiihrung der Hilfsfunktionen 
von Haar: v'(z,y) nebst geeigneten partiellen Integrationen: 


Fo tee get beget dieu — U Radha sett tlh ”) Feb ae} 


dv! . 
(4) —_ Ox =b;, = + Cp > 7. + fig? — - [iden n)- = ~(e, n)dn 


big = by 3; $= 1,23,...%. 


Bei Beriicksichtigung von (3) und der Randbedingungen: u‘(s) = 0 lings S 
leitet man hieraus wie in (D) ab: 


[J Sorecersn [JB (tes (Befece 


<h, / E gdedy 
E i=1 


(5) 


mit festen Konstanten h,,h,. Wie in (D) 8.14 schlieBt man auf eine Ab- 
schatzung der Form: 


© [J (faen ar) acay sn [f 3 (BY aeay 
Ez 


mit einer festen Konstanten h,, die natiirlich von «, 0 < « < 1, einer Schranke 
fir den absoluten Betrag von d,, und vom Gebiet Z abhingt. Beriicksichtigt 
man die Abschitzungen vom Typus (6) auch bei den iibrigen Integralen. 
nachdem man in (4) die Terme 


d,;,u* bzw. f;,u* 
durch 


out out 
dif Fe(E vag bow. far fF x, n) dn 
ersetzt hat, so erkennt man wie in (D) bei Beachtung von (5), (6): 


Mehrdimensionale regulare Variationsprobleme 203 


Jedes zur Klasse D, gehérige Lésungssystem von (4) mit den Rand- 
bedingungen u‘(s) = 0 langs S und den Normierungsbedingungen 
[fv (z,y)dady=c,, j=1,2,...# 
E 


geniigt in E + S einer H-Bedingung nach einem Exponenten a/2; 0 < « <1. 


Es gilt: 
N(w)sR s yj dady 
VE 


Nr) < eV ile ydaxdy, 
E 


wobei die Konstante R von yu, fi, c; und vom Gebiet Z + S abhangt. « ist nur 
von mw, # und £ + S abhingig. Nach dieser Zwischenbetrachtung wenden wir 
uns der Lésung von (2) bei meBbaren Koeffizienten zu. Wir diirfen voraus- 
setzen, daB fiir stetig differenzierbare Koeffizienten bei Giiltigkeit von (3) 
das Variationsproblem (2) gelést ist. Die Lésungen geniigen den Unglei- 
chungen (6’). Wir nehmen an, es existiere eine Folge F,, von Problemen (2) 
mit H-stetig differenzierbaren Koeffizienten a?,, b?,, . . . e?,: 








(6’) 


E,,(u, u) > Min, 
deren quadratische Formen unabhingig von n der Bedingung (3) mit den 
Konstanten 4,> , 0 < 9< mw geniigen. Ferner gelte 


Sf (af, — a,;,)?dxrdy>0 
E 
(7) ik hata Ge Bees vee fiir n + 00 


ff (ee — e:,2*dady>0. 
E 


Wir zeigen, die zu den Problemen F,, gehérigen Lésungen wu’, (x,y) bilden 
eine Minimalfolge von (2) in D,. Nehmen wir an, wir hiatten dies bereits be- 
wiesen; der Existenzbeweis stetiger Lésungen der Klasse D, von E(u, u) ist 
dann sofort erbracht. In der Tat gelten lings der Folgen wu) (z,y) die Un- 
gleichungen (6’) mit j,, “9 statt #, u. Wir betrachten im.Funktionenraum der 
Klasse D, die in § 1 definierten konvexen und kompakten Mengen My mit 


v=R]/ S| [azay. 
j=1 


Wie wir soeben sahen, existiert in My die Minimalfolge u’,(z, y) des Variations- 
problems (2). Da My kompakt und das Integral (2) unterhalbstetig in D, ist, 
folgt in bekannter Weise die Existenz eines die Randbedingungen (2) be- 
friedigenden stetigen Lésungssystems {u/(z, y)} in My, fiir das das Integral (2) 
seine untere Grenze in D, annimmt. Zu beweisen bleibt also nur noch die 
erste Behauptung, die Lésungen u/ (x,y) der Probleme F,, bilden eine Minimal- 
folge von E(u, u). Das erkennen wir wie folgt: Wir schlieBen wie in § 1 und 
gelangen wie dort zu 3n quadratisch integrierbaren Funktionen @’, p’, 7 
(j= 1,2,...m); setzt man fir w’, p’, gq’ die Funktionen @, p’, 7 in (2) ein, so 
14* 
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nimmt das Integral (2) in der Klasse aller zulissigen Funktionen seine untere 
Grenze g an. Die erste Variation verschwindet nach § 1 (22). Wir haben 
offenbar zu zeigen: 


(8) E(u", u") > E(t, ui) =qg. 
Zu diesem Zweck beweisen wir 


ic 
(9) I Gy -P)dxdy+0 n—> oo 


Sf (W-@WPdxrdy>0. 
E 





- p)dxdy0 j=1,2...9 


In der Tat folgt aus (9) sogleich (8); denn das Verschwinden der ersten Va- 
riation des integrals E(u, %) liefert : 
E(u,, u,) — E(u, %) 


(10) = E(u, — i, u,— a) —Sff xui— u‘)dady. 
E 


Wegen (3) und (9) erkennt man aus (10) die behauptete Giiltigkeit von (8). 
Wir miissen also noch (9) beweisen. Das folgt aber leicht aus dem Verschwinden 
der beiden Variationen: 

E(u,é)=0, E,(u,, &)=0. 


Es gilt: 
E(u, &) = E,,(u,; &) = E,(% — Uy, &) ‘ies Sf ki fidudy 
E 
(11) +2 ff (a, — a%) p* & + (b;, — b%,) PE, + --- 
E 
+(e;, — et) a E'dxady=0. 
Wir diirfen nach §1 als Variationen £‘, £1, &),i=1,2...n die Funktionen 


u‘—u', p'— p', 7'— qi, in (11) einsetzen. Wegen .> 0 ist zum Beweise von (9) 
offenbar nur noch einzusehen, daB wegen (7) das Integral auf der rechten 
Seite von (11) nach dieser Ersetzung gegen Null konvergiert. Es geniigt, die 
Terme einzeln zu betrachten. Um z. B. das Integral: 


Jit ff (ain— a?) p*(p'— pi)dxdy 


abzuschitzen, zerlegen wir E + S bei vorgelegten «> 0 in die meBbaren 
Mengen # + S— L, und L,. Hierbei bedeutet L, diejenige Teilmenge von 
E + S, auf der mindestens fiir einen Index i |p| > r ausfallt. Da p* quadratisch 
summierbar iiber EF ist, kénnen wir r so groB wiahlen, daB 


If (pPdrdyse 
Ly 


gilt. Nach dieser Aufteilung des Definitionsbereiches ergibt sich mittels der 
Schwarzschen Ungleichung die Abschitzung: 


Jik< Seyi) iF - wedede 


+ rl SS Gx-—ahPdxdy. | Ti @ — pitdzdy. 
E E 
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M bedeutet eine Schranke fiir |a,,|, \a?,|. Da die Quadratintegrale von jp‘, p* 
unter einer festen Schranke liegen, sieht man, fiir hinreichend groBe n kann 
die rechte Seite von (12) beliebig klein gemacht werden. Indem man mit den 
iibrigen Termen von (11) genauso verfahrt, wird ersichtlich, daB das Integral 
auf der rechten Seite von (11) nach der angegebenen Ersetzung mit wachsendem 
n gegen Null konvergiert. Damit ist der Existenzbeweis des Variationspro- 
blems (2) abgeschlossen. Es ist fiir die Anwendung dieses Ergebnisses auf § 1 
noch der Nachweis zu erbringen, daB tatsichlich eine Folge F,, von Problemen 
der betrachteten Art gefunden werden kann. Ohne auf den allgemeinen Fall 
einzugehen, erkennen wir, daB zur quadratischen Form (4), §1 eine Folge 
von quadratischen Formen der gewiinschten Art existiert. Hierzu braucht 
man nur die Funktionen w’, p’, 7 in den Argumenten der Koeffizienten durch 
eine Folge beliebig oft differenzierbarer Funktionen 
: dus du; 

(*) w(tY), Zp ty 

im quadratischen Mittel zu approximieren. Die quadratischen Formen mit 
den Argumenten (*) leisten dann die gewiinschte Approximation, was man 
mit Hilfe der vorigen SchluBweise erkennt. 


§ 3. Der Regularititsbeweis fiir die Lésungen des Variationsproblems 


Wir wollen jetzt zeigen, daB die in § 1 konstruierten in einer der Mengen My 
gelegenen Lésungen wu/(z,y) des Variationsproblems J, Min in EF H-stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen. Zu diesem Zweck benutzen 
wir das Bestehen der Variationsgleichung °) 


LS bool, ... W) EL + falz,...w) & 


(1) zy . 
—4S fulE'y.--- DARE, wae ELdxdy=0 


fiir jeden lings S verschwindenden Vektor {&*} D,. Sei A, ein beliebiger 
ganz im Innern von £ liegender Kreis mit dem Radius r. Wir betrachten (1) 
fiir alle Variationen aus D,, die in E — K, identisch verschwinden. Aus (4), 
§ 1 und der Tatsache, daB die Lésungen {w/(z, y)} zu einer Menge vom Typus 
My gehéren, folgern wir ahnlich wie bei (6), (7), § 1 die Giiltigkeit der Ab- 
schitzungen: 


[/ fol, y, Pg, Ww) dxdy<Q (2 — 2%)? + (y — y= 

. E ae 

2) [ [ eeurete) dedysQ Te YC E+ 8 
7 
[ [ feds. y.vigw dxdy<Q. 0O<a<l 
- 





= Die Méglichkeit der bei (1) durchgefiihrten partiellen Integration bestatigt man 
leicht durch Approximation. 
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Q bedeutet eine feste Konstante. Bezeichnen G'(z, y, &, n), @""(ax,y, &, n) die 
beiden klassischen Greenschen Funktionen erster und zweiter Art fiir den 
Kreis K, < EZ, so erkennt man leicht aus (1), (2) das Bestehen der Gleichungen: 





., oGl 
[J tebe, w) Se (29s Eom) + fel «0 WYSE (2s s&s) — 
ON [Fal 9. Ly anernae| ant n)dzdy=0 
&, » beliebig Cc K, $=1,2,...n. 
Die Funktionen v‘(z,y) (i = 1, 2, ... mn), definiert durch: 
2 x vi(é, n) l zy 
= : . , 
(4) é, = fe + | tulé',..) + ahead 





+= ™ (2, y, 9) fe dxdy, 
sind in K, Pol wie man aus (2) folgert. Nach einem Theorem von 
L. LicHTENSTEIN [5, 2] existieren fast iiberall in K, die partiellen Ableitungen 


erster Ordnung von v‘(z,y). Es bestehen dort fast iiberall die Differential- 
gleichungen: 


sy mln — | tot Ata! 


dvi 
—z—=fe #=1,2,...m. 


(5) 


Es ist nun leicht, auf Grund von (D) aus (5) unsere Regularitaétsbehauptung 
zu beweisen. Sei h eine hinreichend kleine positive Zahl. Wir betrachten (5) 
in den Punkten z,y und z + h,y von K,. Die Differenz der in diesen Punkten 
gebildeten einander zugeordneten Gleichungen (5) liefert, wenn wir setzen: 
oa» of é — yt 
tli, Astha Xz) 4 of as Sethe —¥i(z,9) 
aAvi ~ @Aut > 0A 
Gy lem Ge tle ay ~+ foiue Au* — 


(6) : a+hy 
= 4 ete Th 
zy 
0A v! o oAu* ~ dAu . 
G2 lam oe + lee oy + fev Aw + fee t=1,2,...m. 


Die Koeffizienten in (6) sind nach den Formeln im § 1 gebildet. (6) gilt fast 
iiberall in einem zu K, konzentrischen Kreis K, von einem Radius r)< r— h. 
Nach (D) lassen sich in jedem zu K,, konzentrischen Kreis K,; mit r; = r,—d, 
d > 0, die Integrale 


[M24 28 ana 
(7) [ev (SS) + (i) \aedy 


V(x — %)®+ (y — yo)? ; 
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fiir ein gewisses a, 0 <a <1, durch das Integral: 


(8) [/ S(Auttdedy, 
j=1 
Kr 


die Schranken L, K und d sowie die power Integrale: 








(9) i 1 _— : - ve ve 
|] rmVh | fu t+ Af dé dudy 
“x 2 | 


abschiatzen. Dabei ist natiirlich h geniigend klein zu nehmen. Man bemerke 
nun zunichst, daB sich das Integral (8) (vgl. D) durch 


[fa (.)'azdy 
i-1 


abschatzen laBt. Ebenso gilt bei Beachtung von (4), § 1 und (D): 


Jf Gow ae? dady < F(L) ob. Gr. [J Zn( = Jdedy 
1 


Ky, 


EE, Foi ae) 424 
Ky, 
[J +, ty / ‘utt) < F(L) ob. Gr. [J Ww dedy 

a ay 


mit einer festen von L abhingenden Konstanten F(Z). Analoge Abschitzungen 
ergeben sich, wenn man das soeben geschilderte Verfahren auf die Differenzen- 
quotienten in der y-Richtung avsdehnt. Man wird dann bei der Aufstellung 
der ersten Variation nach der y-Richtung partiell integrieren und ansonsten 
genauso schlieBen. 

Wir fassen unsere Abschatzungen zu dem nunmebhr leicht zu beweisenden 
Resultat zusammen : 

Satz 1. Fiir hinreichend kleines «, 0 < « <1, bleiben in jedem echten Teil- 
gebiet von E die Integrale vom Typus (7) gleichméfBig beschriinkt, bei Giiltigkeit 
der Voraussetzungen (4), § 1, sowie: 


fpeal> \fez | > Wfptyl> Mferyl S C2 x lel + |q‘| 


Hal 5 03 Ie +t 
i=1 
mit einer festen Konstanten C. 


Aus der gleichmaBigen Beschrinktheit der Integrale (7) in jedem echten Teil- 
gebiet von E folgt bekanntlich, daB die Differenzenquotienten von w/(z, y), 
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vi (x,y) nach der z- bzw. y-Richtung H-Bedingungen mit einer von der Ver- 
schiebung h unabhingigen, festen Hélderkonstanten geniigen [10]. Beriick- 
sichtigt man noch die gleichmaBige Beschrinktheit der Integrale (8), so lehrt 
eine sich auf einen wichtigen Auswahlsatz stiitzende SchluBweise (vgl. D): 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes 1 haben die in § 1 
konstruierten in E + S stetigen Extremalen u’ (x,y) des Variationsproblems (5) 
in jedem echten Teilgebiet von E hélderstetige partielle Ableitungen erster Ordnung. 


§ 4. Das freie Problem 
Wir besprechen noch das freie Problem : 


[ftw p',q')dxdy— Min 


f= =e, $=1,2..." 
unter den gleichen Voraussetzungen wie in § 1. Es ist klar, daB die Extre- 
malen hier, wo die u/(x,y) nicht mit im Integranden auftreten, nur bis auf 
eine willkirliche additive Konstante bestimmt sind. Um das Problem ein- 
deutig zu machen, kénnen wir z. B. vorschreiben, daB in einem beliebigen 
Punkt P(29, yo) die Funktionswerte w’(x9, yy) =c; (j= 1,2...) gegeben 
sind oder etwa: 


gilt 


(1) 


ff w(x,y)dxdy=c;, 
E 


Bei der Lésung von Problem (1) gehen wir genauso wie in § 1 vor. Wir 
betrachten die von dem Parameter 4 abhingende Problemschar : 


(2) J,= Lf hay, p*, g*) + ACh (x,y) p'+ 9:(z,y) 7‘) dx dy > Min. 


f,(x,y), 9;(x,y) bedeuten 2n stetig differenzierbare Funktionen, die so be- 
stimmt werden, daB fiir A = 1 der zulissige etwa in Z + S zweimal stetig 
differenzierbare Funktionenvektor {u/ (x,y)} das freie Problem J,-> Min lést. 
Hierzu ist offenbar hinreichend, daB die wu}, (x,y) das System 


dvi 


= + , 
(3) Me Inf *+=1,2,...n 
— Fz t lat % 


befriedigen, wobei die in E + S zweimal stetig differenzierbaren Funktionen 
v'(z,y) der Randbedingung v‘(s) = 0 lings S geniigen; denn die freie Rand- 
bedingung des Problems J, Min lautet 


(4) f Ent 1 dy + gt gd} dx =0 


fiir beliebige &*(s). Indem wir wie friiher fiir 4 = 1 unser Problem als gelést 
ansehen, zeigen wir nach der Methode von §1, da fiir jeden Parameterwert A, 
insbesondere fiir 2 = 0, das freie Problem in D, lésbar ist. Wir stellen das 
Variationsproblem J,-> Min in den konvexen und kompakten Mengen My, 
von D,. Natiirlich besteht jetzt My, aus der Gesamtheit aller Funktionen- 





a gt. die ee i se 


ss * hee 


wet eee eee 
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— 
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vektoren {u‘(z,y)}, wofiir die Ungleichung (12) § 1 mit N, statt N besteht und 
wu) (Xo, Yo) = c, oder ff w/(x,y)dady =c, gilt. 
B 


Wie in § 1 gelangen wir iiber (16) zu den quadratisch integrierbaren Funk- 
tionen vom Typus (18) p‘(z,y), 7‘(z,y), fiir die das Integral J, seine untere 
Grenze annimmt. Die erste Variation fiir beliebige Variationen &*(z, y) c D, 
verschwindet. Wir gelangen so zu den hier freien Variationsgleichungen vom 
Typus (24). Alles, was wir benétigen, um den Existenzbeweis nach dem 
Muster von § 1 zu Ende zu fihren, ist die Lésbarkeit des freien Problems des 
quadratischen Variationsproblems (5) bei beschrinkten, meBbaren Koeffi- 


zienten : 
- ow’ aw* ow’ aw w. aw aw* 
| [tan Ox Ox +2 frig @x Oy + hee Gy Oy tT 
(5) “ 
+2q-a {2 5 IE A. ~ W"o«| dx dy > Min. 


Hierzu gehéren nach Einfihrung der Haarschen Hilfsfunktionen v‘(z,y) die 
ersten Variationsgleichungen : 
ae »-§ OF , OF 
ay =frim > ax + fosge = ay = + (1 i Afi 
-_* ~ owe aw. 
=fom oz thee oy ay +l - Aa. 


(6) 


Wir haben in pe das Problem gelést, die Lésungen von (6) W‘(z, y), 
vi(x,y) unter den Bedingungen: 


Wi(s) =0 langs S 


(6a) ff v(z,y)dady=c, 
L 


zu konstruieren. Hier benétigen wir die Lésungen von (6) unter den Be- 
dingungen : 
vi(s) =0 lings S 
(6b) Sf Wi(x,y)dzdy=c,. 
E 


Diese lassen sich natiirlich nach der gleichen Methode konstruieren. Die 
Lésungen W‘(zx,y) von (6b) gehéren nach (D) zu einer Teilmenge vom Typus 
My C Dy. Sie sind die gewiinschten Lésungen des freien Variationsproblems (5). 
In der Tat verschwindet die erste Variation fiir beliebige Variationen £ (x,y) < 
- D,. Wegen (6) lautet diese: 


oe ov’ .. 
(7) yw, =f [eS e aray. 
E 


DaB J(W, €) = 0 far €* C Dy, erkennt man nach (D) wie folgt: 

Offensichtlich geniigt es, unsere Behauptung etwa fiir beliebige zweimal stetig 
differenzierbare Variationen &*(x,y) zu beweisen. Wir approximieren die v‘ 
und ihre ersten Ableitungen im quadratischen Mittel durch hinreichend regu- 
lare Funktionen (etwa durch die Mittelfunktionen). Zu dem Zweck gehen wir 
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der Einfachheit halber zu einem E + S umfassenden Gebiet iiber, in das wir 
die &'(z,y) fortgesetzt denken und auf dessen Rand die Aproximations- 
funktionen verschwinden sollen. Langs der Folge haben die Integrale (7) 
den Wert Null, also auch der Limes, q.e.d. Die Lésungen W‘(z,y) von (6b) 
sind also die freien Extremalen von (5). Nachdem wir uns von dieser Tat- 
sache tiberzeugt haben, fiihrt dieselbe SchluBweise wie in § 1 zu dem Nach- 
weis, daB die Funktionen jp‘ (z, y), 7‘(xz,y) die ersten Ableitungen -, ie von 
Funktionen u‘(z,y) der Klasse D, definieren, welche obendrein noch zu einer 
Menge vom Typus IM, gehéren. Damit ist das freie Problem fiir das Variations- 
integral (1) gelést. Den Regularitatsbeweis erbringen wir genau wie in § 3. 

Ich weise schlieBlich auf die Méglichkeit hin, auch halbfreie Probleme mit 
teils festen, teils freien Randern nach unserer Methode zu lésen. Hierzu wire 
lediglich nach dem in (D) beschrittenen Weg ein entsprechendes Problem im 
linearen Fall zu lésen; analoges gilt auch bei anderen Problemtypen. 


Teil II 
§1 

Wir wollen jetzt eine allgemeine SchluBweise zur Lésung von regularen 
Variationsproblemen besprechen, von der diejenige des § 1 (Teil I) nur eine 
spezielle Variante ist. Diese neue Methode hat den Vorteil, einen Weg zur 
Behandlung regularer Variationsprobleme beliebiger Dimension und Variablen- 
zahl ohne die einschneidende Beschrinktheitsbedingung (4) I § 1 zu eréffnen, 
wenn nur die dritte Jacobische Bedingung erfillt ist. Freilich wiirde es 
weiterer Abschaitzungen der Lésungen linearer partieller Differentialgleichungs- 
systeme bediirfen, um zu Existenzsitzen fiir dieses allgemeine Variations- 
problem im GroBen zu kommen. Wie bereits in der Einleitung erwahnt, tritt 
die in diesem § 1 zu besprechende Methode bei Variationsproblemen den be- 
kannten allgemeinen topologischen Methoden von J. ScHaupDER und J. LERay 
zur Seite. Sie zeigt auBerdem, daB sich in der Variationsrechnung bei Bestehen 
der dritten Jacobischen Bedingung der Ubergang vom Linearen zum Nicht- 
linearen einfach gestaltet. 

Um einen festen Fall vor Augen zu haben, halten wir uns an das Va- 


riationsproblem (3) I § 1. 
SS tay, p', 7, uw’) dx dy > Min 
B 
(1) u'(s) = p'(s) lings S. 


Hierfiir mégen die folgenden Voraussetzungen zutreffen: 
la Regularitat: 
die quadratische Form: 
Q(E, . C) = for pe FE" + 2 forge 6 y* + foie n* 
sei in einem mit B bezeichneten Argumentenbereich 
{x, y, w (x,y), p’(x,y), (2, y)} 
der Koeffizienten von Q positiv definit. 
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1b Es gelte fir die Argumente P die Jacobische Bedingung: das Integral 
aw aow* aw aw* 
| tom Fe Fe tle Ge gy thaw Wide dy 


ist fiir alle im Sinne von ToNnELLI absolutstetigen auf S verschwindenden 
Funktionen W*(zx, y) positiv und verschwindet nur fir W‘=0 (i = 1, 2, .. . n). 

Wir betten unser Variationsproblem (1) wie friiher in die Problemschar (5) 
I, § 1 ein und gehen von einer hinreichend reguliren Lésung uj (x, y) von (5) 
fiir den Parameterwert 4 = 1 aus. Wir betrachten jetzt einen Raum &* der 
n-dimensionalen Vektoren, deren Komponenten aus auf S verschwindenden 
im Tonellischen Sinne in E + S absolutstetigen Funktionen der Klasse D, 
bestehen. Hierin geben wir uns eine Folge konvexer und kompakter Teil- 
mengen I,, die den Nullvektor im Innern enthalten, mit den weiteren Eigen- 
schaften vor: 

A. M,C M4, é=i,2,... 

B. Die Metrik von S* ziehe die Unterhalbstetigkeit des Variationsintegrals J, 
nach sich. 

C. Wir betrachten die Gesamtheit 2 aller n-dimensionalen Vektoren, die 
wie folgt definiert sind: 

{wi (x, y} CM +» {wi (x, y)} = {uh(x,y) + v(x, y)}, 
wobei 
{vi (z,y)}}  V=M+M+---+M4+---. 

Dabei soll gelten: 

a) das Integral J, existiert fiir die Funktionen {w/(xz,y)} CA. Der zu A 
gehérige Argumentbereich liegt in D; 

b) sei m, die untere Grenze des Integrals J,, wenn zur Konkurrenz alle 
die gegebenen Bedingungen befriedigenden im Sinne von Tong.w1 absolut- 
stetigen Funktionen zugelassen werden. Es existiere dann eine Minimalfolge 

{ui (x, y)} CA, n=1,2... inf.; 
ce) fiir alle Funktionenvektoren {u/ (x, y)} der Form 
{ui (x, y)} = {uh (x,y) + w(x, y)}; {wi (x, y)} CM, 
sind die ersten und zweiten partiellen Ableitungen des Integranden / ab- 
solut unter einer von IM, abhangigen Schranke gelegen. 

E. Sei 3 = {h/(x,y)} ein Vektor, dessen Komponenten in EZ + S stetig 
differenzierbare auf S verschwindende Funktionen sind, und {w’(z,y)} ein 
beliebiger Vektor, der ganz im Innern von MM, liegt (i =1,2...). Dann 
existiert eine reelle, von % abhiangige, Zahl 7, so daB fiir alle |t} < 7, die 
Vektoren {w’ + ¢ h’} in das Innere von MM, fallen. 

Wir geben jetzt ein hinreichende Bedingung an, da8 das Integral J, sein 
Minimum in 2% annimmt. Zu diesem Zweck lésen wir das Variationsproblem: 


J,=JSftlzy, i+ 4p',g4+ 49, uj+ 4w)+ 
E 
(2) +Aff(x, y) (ui +A u‘)dzdy— Min 











fiir 


{A w}CM,, # fest. 


W2gen B folgt wie friher, daB (2) eine Lésung {7 w’} cM, besitzt. Sei ferner 
der Vektor {A u’} beliebig in M; vorgegeben. Es besteht dann die Ungleichung: 


SS tox, ...w+ Aw) (4 pt—Ap') +--+ fle, y...w+Aw) (4 ui— Du) + 
E 
(3) +Aff(x, y)(4ui—-Audxedy=0, 


was in derselben Weise wie in I § 1 unter Beriicksichtigung von C. c) folgt. 
Nach Voraussetzung sollte gelten: 


(4) LF tod, y, Pp), , .. wi) Et +++ ful, y...w) f+ f,fidxady=0 


fir beliebige Variationen £ mit £‘(s)=0 lings S. Hieraus folgt nach Sub- 
traktion von (4) von (3) wie friiher: 


Lf fomd p (A pt — Ap') + ++ Frm Au (4 ut — Zu*) + 
+(A—1)f,(4ut-—Aujdrdy=0. 


Setzen wir voraus, daB wir das quadratische Variationsproblem 


(5) 


6) | [inmae “ae + «+ Fa WEWE+ 2 (A — 1) fp Wide dy > Min 


mit der Randbedingung W‘(s) = 0 lings S durch einen Funktionenvektor 
(6*) ‘Au w} C Interior M,; 

lésen kénnen, so folgt natiirlich : 

(7) LS Toe» p* (AP ~ Tp) +--+ (4-1) f(A ut — Wa dady =0 

fiir die speziellen Variationen £‘ (zx, y) =A ui —Fut,i=1,2...n. Wir setzen 


fiir A u‘ in (5) Zu ein, was méglich ist, da {A u*} beliebig in M, war; dann folgt 
nach Subtraktion von (5) von (7): 


ff Ip (A p* — A p*) (A pi — Ap) + --- 

+ Fuim(A w* — Dur) (Au —Au) dady <0. 

Nach der Jacobischen Bedingung 1b ergibt sich hieraus: 

Api =Ap', Aqgi=1q'i, Aw=Ta, é=1,2...9. 


(8) 


Wegen (6*) 
{Aw} = {Aw} c Int. M, 
erkennen wir wie in I § 1, daB fiir die Funktionen 
om uh (x,y) + Aw (x,y) 
die erste Variation des Integrals J, verschwindet. Man ziehe hierzu die Vor- 


aussetzungen C. c), E.in Betracht. DaB J, fiir (**) sein Minimum m, annimmt 
ergibt sich mit Hilfe von 1b und C. a). 


> 





Dp 
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Fassen wir zusammen: Damit unter den Voraussetzungen la, 1b das 
Variationsproblem J,-—> Min in eine der Teilmengen I, seine untere Grenze 
annimmt, ist offenbar die folgende Sachlage hinreichend. 

(S) Wir haben das quadratische Variationsproblem (6) fiir IM, zu be- 
trachten, indem wir in den Koeffizienten 


1 
(***) from = S free (2 y +t Mpg +tAg.w+tTw)dt 
0 


von (6) {4 w} alle Vektoren aus M, durchlaufen lassen. Falls dann stets der 
Fall eintritt, daB die entsprechenden Lésungen von (6) in das Innere von IM, 
nicht auf den Rand fallen, nimmt das Problem J,— Min sein absolutes Mi- 
nimum in I; an. Natiirlich muB unser Problem (6) fir {7 w} CM, regular 
sein. Das ist sicher der Fall, wenn fiir die Vektoren {4 w’} c M, die Argumente: 
(x) {z,y, pi + Tp',¢ + Ty, ui + Tw} 
zu J (nach C.a)) 
gehéren. Es gilt nimlich fiir feste Zahlen: &*, n‘ mit Y’ &"+ nf + 0 
tom ER +o Fae nf n* 
=f hyip (2, ... wi +t Tw) & E84 +++ fog (z,... ui +t Tw) nf yf dt 
0 


= foipe (a, y,... wi + typ Aw) ECE + ss t+ fag(z...ui +t4w) ni nt >0 

0<t<1 

wegen des Mittelwertsatzes der Integralrechnung und der Konvexitaét von M,. 

Falls die Argumente (x) zu % gehéren, ist auch die dritte Jacobische Be- 
dingung 1b fiir das Variationsproblem (6) erfillt; denn es gilt 


1 
[| [heme $+) ae teva ts.-.ul + ww" wear a ay 
E 0 


F y aw aw* 
= ff tople, yuh +t Tw) ox —+ 
+ fume (x... ul + to Tw) Wi W*dady 





0 < tj < 1 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Nach Vertauschung 
der Integrationsfolge ist der Integrand des Integrals nach der t-Richtung 
stetig. 

Wir haben unsere Schliisse auf das regulire zweidimensionale Variations- 
problem (6) ausgerichtet. Es braucht wohl kaum erwahnt zu werden, daB 
dieselbe SchluBweise auf das allgemeine Variationsproblem mit m gesuchten 
Funktionen und » unabhingigen Variablen unveraindert anwendbar ist, wenn 
nur die dritte Jacobische Bedingung fiir die quadratische Form der zweiten 
Variation erfillt und das Problem regular ist. Die in unserem Theorem (S) 
ausgesprochene Vorschrift verlangt; je nach der Definition der die Bedingungen 
(A), (B), (C), (E) geniigenden Mengen M,, gewisse Abschitzungen der Lé- 
sungen des linearen Lagrangeschen Gleichungssystems eines allgemeinen 
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quadratischen Variationsproblems. Abschatzungen dieser Art stehen auch an I 
der Spitze der Anwendung topologischer Methoden wie bei dem Fixpunktsatz q 
von ScHAUDER, den Satzen iiber die Gebietsinvarianz bzw. der Schauder- s 
Lerayschen Theorie des Abbildungsgrades vollstetiger Funktionaltransfor- 0 
mationen. Indessen benétigen wir hier bei (S) nicht den Teil des A»schitzungs- d 
komplexes, der sich auf die Stetigkeit einer Funktionaltransformation bezieht. ( 

Wir erkennen sofort, der im Teil I §1 gegebene Existenzbeweis des h 
Variationsproblems (3) unter der Voraussetzung (4) laBt sich auch nach der p 
dem Theorem (S) zugrunde liegenden SchluBweise erbringen. 

Die Mengen M, sind hier identisch mit den Mengen My, §1, nur daB die si 
Komponenten der Vektoren lings S verschwinden. Offensichtlich sind (A), e 
(B), (C), (E) und alle ibrigen Voraussetzungen erfiillt. n 

§2 (: 

Als eine weitere bemerkenswerte Anwendung von (8S) méchte ich noch 
auf die lokale Lésbarkeit des allgemeinen Variationsproblems mit m gesuchten 
Funktionen und » unabhangigen Variablen: I 
4) [o> [ [tle w, 25) ax. .dz > Min 7 

E 
eingehen. Dieses Problem ist nicht nur fir die Existenztheorie im Grofen, 
sondern auch fiir Feldkonstruktionen von Bedeutung. Wir kénnen auf Grund 
von (S) und der kiirzlich von C. B. Morrey [9] hergeleiteten Abschitzungen 
der Lésungen linearer elliptischer Differentialgleichungssysteme zweiter Is 
Ordnung diese Frage ohne besondere Miihe entscheiden. Wir verallgemeinern 81 
hiermit die zuerst von L. LicuTENsTErN fiir regulire Variationsprobleme (1) di 
erzielten Resultate auf den allgemeinen Fall [6]. Ww 

Seien u! (x*) (i = 1, 2... m) m in einem glatten beschrinkten Gebiet E + S ve 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen, deren zweite Ableitungen dort 0 
nach einem Exponenten yp, 0 < « <1, einer H-Bedingung mit einer gemein- la 
samen Hélderkonstanten geniigen. Sie mégen ferner das Variationsproblem: je 

[-- + f (at, wi; ph) + f(a) ul (a*) da. ..da" > Min ' 
(2) ; E j=1,2,...™ a 
ow j In 
axe Pa a=1,2,...m 
unter der Randbedingung: ui (o) = @;(a) lings S, lésen. Die Funktionen f;(2*) V 
seien in 2+ S « — H-stetig. Wir setzen voraus, in der Nachbarschaft U au 
dieser Lésung KF 
(U) jw — wil < hy, |p - SMt| <my, a CE+S 
sei das Variationsproblem (2) regular; darunter verstehen wir, daB in U gilt: 
(3) fof, of, (2, w, ph) Ay Ag st 8* > 0 be 
fiir die reellen Zahlen /,, s‘ mit XY A? + 0, Y(s*)?+ 0. Des weiteren gelte die al 
Jacobische Bedingung fiir das Problem (2) in U: = 


(4) S= ff fot ot Win Whe + 2 fits Wie WE + fase Wi Wedat...d2”. 
J 
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Darunter verstehen wir: ersetzt man die Argumente der Koeffizienten der 
quadratischen Form im Integral (4) durch beliebige in Z + S zweimal uw — H- 
stetig differenzierbare Funktionen aus U, so folgt aus dem Verschwinden 
oder negativen Zeichen des Integrals (4) fiir irgendwelche auf S verschwin- 
dende in E + S stetig differenzierbare Funktionen W‘(z*), dab W‘=0 gilt. 
(i =1,2...m). Unter diesen beiden Voraussetzungen zeigen wir, daB fiir 
hinreichend benachbarte Absolutterme /,(2*) + 4 /,;(2*) das Variations- 
problem (2) stets lésbar bleibt; die Lésungen liegen in U. 

Wir notieren zunichst den Teil des hier benédtigten Existenz- und Ab- 
schitzungssatzes von Morrey. Dieser bezieht sich auf die Lésungen des 
elliptischen, linearen Systems partieller Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung: 
(5) 


a , ; f ; 
aaa (aff Wipe + bi, W!) = cf, What diy W? + f 


f.0=1,2...m, awl,2...n. 


In Ubertragung des Falles i = 1 gilt: Die Tensoren a7? (x), b?,(x) seien in Z + 8 
einmal « — H-stetig differenzierbar, die Tensoren c};(x), d,;(x), {;(2) seien in 
E+S yw — H-stetig. Ferner gelte: 


ar? A, A, & E> 0 fir 27° £+S 
THR+O, TEP +0. 


Ist dann E + S ein beschriinktes Gebiet der Klasse 3, im Sinne von LicuTEn- 
STEIN (der Rand besitze zweimal « — H-stetig differenzierbare Parameter- 
darstellungen), und seien auf S zweimal yu — -stetig differenzierbare Rand- 
werte fiir die W‘(x*) vorgeschrieben, dann existiert hierzu ein Lésungssystem 
von (5), welches in E + S, u — H-stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung besitzt, vorausgesetzt das homogene Problem f/,=0, W‘(c)=0 
lings S, besitzt nur die triviale Lésung W,;=0,i=1,2...m. Wir benutzen 
jetzt den bekannten Satz von St. Banacu: Ist 7' eine beschriinkte, umkehrbar 
eindeutige, lineare Transformation eines Banachraums % auf einen Banach- 
raum %’, so daB das Bild von in B’ mit G’ zusammenfallt, dann ist die 
inverse Transformation 7’ von G’ auf G ebenfalls beschrinkt. 

Wir verstehen unter C,, , den bekannten Banachraum aller m-dimensionalen 
Vektoren U = {W!, W?... W™}, deren Komponenten aus der Gesamtheit aller 
auf S verschwindenden in E+ S zweimal yu — H-stetig differenzierbaren 
Funktionen besteht, und die (u, 2) Norm 


|B) = S’ Max |W*| + Max |D, W*| + Max |D, W‘| + H,, (D, W*) 
i=1 

besitzt. Max |D,w*| bedeutet die Summe der Maxima der absoluten Betrige 
aller s-ten Ableitungen von W‘. H,,(W*) ist die bekannte Abkirzung fir die 
H-Konstante von W‘ in Z + S. Wir verstehen ferner unter C, den Banach- 
raum aller m-dimensionalen Vektoren D’ = {/,, f/, . . - fm}, deren Komponenten 
aus der Gesamtheit aller in Z + S u« — H-stetigen Funktionen besteht, und 
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die (u) Norm besitzt: 
|S"| —2. Max |/,;| + H, (fi) - 


Die durch (5) vermittelte Abbildung von C,,, auf C,, ist offenbar linear und 
beschrinkt. Nach dem soeben notierten Satz von C. B. Morrey ist im Falle, 
das homogene Problem besitzt nur die triviale Lésung, diese Abbildung um- 
kehrbar eindeutig, ferner fallt das Bild von C, , mit C,, zusammen. Daher 
existiert nach dem Satze von St. Banacu eine feste Schranke D, so daB gilt: 


(6) |S] = D|S'| . 
Nunmehr haben wir alles zusammengestellt, um das Variationsproblem : 
a ff J f(a, w’, p)) + {f,(a*) + A f,(x*)} ut (a7) da? .. . da” + Min 

wu (a) = (a) lings S 
nach dem Theorem (S) § 1 zu behandeln. Wir identifizieren die Mengen M, 
von (8) mit den Funktionalkugeln 


|S] s 8, 


im Raume C,,,,, S; bedeutet eine monotone Folge positiver Zahlen. Offenbar 
geniigen diese Mengen unseren Voraussetzungen (A), (B), (C), (E). Ubertragen 
wir die SchluBweise von II, § 1 auf das Problem (7), so folgt, die Forderung 
(6*) § 1 fallt hier mit der entsprechenden fiir das Variationsproblem 
ff ate J fot, 9} Wia Wks + Pe low Wi we 
+2Af,Widz'...da"—> Min, 

Wi(c)=0 langs S 
zusammen. Die Variationsgleichungen des quadratischen Variationsproblems 
(8) sind von Typus (5). Lassen wir nach (S) die Vektoren aus M, die Argu- 
mente der Koeffizienten der Form im Integranden (8) durchlaufen, dann 
haben wir uns zu vergewissern, ob die Voraussetzungen des Existenz- und 
Abschatzungssatzes von C. B. Morrey erfiillt bleiben. Hierzu ist offenbar 
hinreichend, daB S, kleiner als h,, der Konstanten fiir U, ausfiilt. Das erkennt 
man durch eine analoge SchluBweise wie in II § 1. Wir balten fiir das 
folgende M,, d. h. S; fest. Da die Bedingung (4) erfiillt ist, ist das Variations- 
problem (8) fiir alle in Z + S uw — H-stetigen Funktionen A /;,(x, y) eindeutig 
lésbar. Die Lésungsvektoren liegen nach C. B. Morrey in C,,,.. Wir zeigen 
nun, daB die Lésungsvektoren von (8) stets in das Innere von M, fallen, wie 
es (S) vorschreibt, falls fiir die Variationen {A /;} gilt: 
(9) |4 f;| S 6(S;) 
bei hinreichend kleinem 6(S;). Damit wire zugleich unser Existenzbeweis fiir 
das Problem (7) bei Giiltigkeit von (9) erbracht. Unsere Behauptung (9) ist 
eine leichte Folgerung von (6), wenn wir noch ein ebenfalls auf St. Banacu 
zuriickgehendes Theorem beriicksichtigen, daB nimlich fiir ein System be- 
schrankter, linearer Transformationen eines Banachraumes % in einen solchen 


(8) 





— SS  — — 4 pee ee ss 
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r 





%’ eine gemeinsame Schranke existiert, sofern die Transformationen fir jedes 
Element aus % einzeln eine gemeinsame Schranke besitzen. Nach den Morrey- 
schen Resultaten treffen die Voraussetzungen dieses Theorems auf unseren 
Fall zu, so daB wir eine einheitliche Konstante D in (6) fiir M, ausfindig machen 
kénnen. Fir hinreichend kleine 6(S,) in (9) liegen dann nach (6) die Lésungen 
simtlich im Innern von M,. (8) liefert jetzt das gewiinschte Ergebnis: 

Das variierte Problem (2), bei dem die Glieder /;(2*) durch /,;+ A f, mit 
\Af,| <= 6(S;) zu ersetzen sind, besitzt eine in Z + S zweimal uw — H-stetig 
differenzierbare Lésung u‘(x,y), so daB der Funktionenvektor {u‘— uw} zu M, 
gehort. 

Aus dem Beweis erkennt man zusitzlich : die durch die Problemstellung (7) 
definierte Funktionstransformation {f} — {u} ist tiberall dort, wo sie bei Giiltig- 
keit von (3), (4) definiert ist, eine stetige Abbildung von C, in C,,,. Es sei 
weiter bemerkt, daB der allgemeine Existenzsatz von C. B. Morrey fiir die 
Lésungen des linearen Problems (5) sich nicht allein auf die hier benutzten 
Differenzierbarkeitsordnungen beschrankt. Man erhalt danach die gleichen 
Lésungszusammenhiange zwischen 


{f} Cin und {u} C Ce41 


ad 


wie friiher fiir / = 0, falls tiberall die Differenzierbarkeitsordnungen um die 
Zahl 1 erhéht werden. Hier liefert unsere SchluBweise eine stetige Trans- 
formation einer offenen Menge in C,,, auf den C,,,,,. Zur Erlangung von 
Lésungsaussagen fiir das allgemeine Variationsproblem (2) im GroBen, d. h. 
fiir beliebige Absolutglieder, ist durch diese Sitze den bekannten Fortsetzungs- 
methoden der Weg geéffnet. Es ergibt sich auch ganz allgemein die Aufgabe, 
die zuletzt betrachteten stetigen Transformationen von C,,,, auf C,,;,,, weiter 
topologisch zu charakterisieren. 


” 
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Zur Stérungstheorie der Spektralzerlegung 
Von 


Frieprich WILHELM SCHAFKE in Mainz 


Einleitung 
Die vorliegende Note betrachtet die Stérung eines einfachen isolierten 

Eigenwertes eines selbstadjungierten (nicht notwendig beschrinkten) Opera- 
tors 

+ 0% 
im (verallgemeinerten) Hilbertschen Raume. Fir den im Stérparameter « 
analytischen Stéroperator 

G(u) = Dd u"G,, 

n=1 
werden die G, als lineare Operatoren mit dem Definitionsbereich Dg =D, 
und gewissen Abschitzungen 

[Gul sy, (ul, |F ul) 

angenommen. Die Funktionen y, (&, 7) sind fiir 0 < § < ~, 0 < n < =~ stetig, 
nicht-negativ, beziiglich beider Variablen nicht-abnehmend und _ positiv 
homogen vom ersten Grade. Es handelt sich also um Abschitzungen, die 
anpassungsfahiger sind und im allgemeinen schirfere Ergebnisse erméglichen 
als die bei RELLIcH [3] und Nacy [2] benutzten speziellen 


Yn(E, ) = p®—* (a + by). 
Es wird so auch der in einem Spezialfall von Bickner [1] verwandte Ab- 
schétzungssatz mit umfaBt. Die G, sind nicht, wie bei Retiicn und Naey, 
als hermitesch vorausgesetzt. Stér- und Eigenwertparameter werden auch 
im komplexen Gebiet betrachtet. 

Die Verwendung von Abschiatzungsfunktionen der genannten Art geht wohl 
auf J. Scur6per [5] zuriick. Er behandelt jedoch nur den Spezialfall j- 
linearer Stérung: G,,= 0 (n = 2, 3, 4,...). Auch der Vorteil der Normierung 
(y(u). Yo) = 1 (y(u) gestérte, y, ungestérte Eigenlésung) diirfte zuerst von 
J. ScoRODER bemerkt worden sein. 

Die in der vorliegenden Note gewonnenen Konvergenzaussagen und Ab- 
schitzungen fiir die Potenzreinenentwicklungen von Eigenwert und Eigen- 
lésung sind wesentlich schirfer als die von Retiicn und Nacy erzielten. 
Das ist besonders fiir die praktische Anwendung von Interesse. So ist etwa 
im Grenzfall j-linearer Stérung die untere Schranke fiir den Konvergenzradius 
15* 
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des Eigenwerts das Zweifache der von NaGy angegebenen, welche ihrer- 
seits bekanntlich das Vierfache der von RELLICH erhaltenen ist. Dabei kann 
nunmehr gezeigt werden, daB fiir beschrinkte ~-lineare Stérung die hier er- 
haltene Konvergenzradienschranke die bestmégliche ist, die allein vom Ab- 
stand des ungestérten Eigenwerts zum iibrigen Spektrum und von der Norm 
des Stéroperators abhiangt. 

Erméglicht werden diese Verschirfungen dadurch, daB es gelingt, die vom 
Verf. [4] in fritheren diesbeziiglichen Arbeiten fiir spezielle Operatoren- 
klassen F und wesentlich aus der Annahme einer charakteristischen ganzen 
Funktion A(A, ~) gewonnenen Ergebnisse und Methoden vdllig in die all- 
gemeine Theorie zu iibertragen. 

Die Konvergenz- und Fehlerabschatzungen von J. ScHRODER fiir -lineare 
Stérung enthalten auBer der Abschitzungsfunktion y,(&, 7) noch die GréBen 
iG, Yol, \(G.¥e Yo)|. Trotzdem sind sie teilweise weniger scharf als die hier 
ohne Benutzung dieser GréBen aufgestellten und werden nur fiir kleines | G, y, 
besser. 

Die Schranken von ScHRODER haben neben der etwas umstiandlichen Her- 
leitung durch Majorantenrechnungen den Nachteil, daB sie nicht scharf 
werden fiir den trivialen Fall, daB y, Eigenlésung von G, zu einem von 0 
verschiedenen Eigenwert ist, obwohl diese Tatsache in den zur Abschitzung 
benutzten GréBen einfach ausgedriickt werden kann. Diese Griinde lassen 
wohl eine einfache Herleitung entsprechend verschirfter Abschitzungen 
wiinschenswert erscheinen. Eine solche wird im letzten Abschnitt der Note 
gegeben. 

Grundlage der Herleitungen aller hier gewonnenen Abschitzungen ist neben 
der im ersten Teil benétigten funktionentheoretischen SchluBweise aus den 
genannten friiheren Noten des Verf. nur das einfache Iterationsverfahren fiir 
kontrahierende Abbildung. Damit geschieht die Durchfiihrung fast ohne 
Rechnung. Im Vergleich zu den Majorantenbeweisen bei RELLICH, Nacy 
und ScHRODER scheint so neben Verallgemeinerung und Verscharfung auch 
methodisch eine Vereinfachung gelungen zu sein. 

Die entsprechende Untersuchung der Stérung eines mehrfachen isolierten 
Eigenwertes ist prinzipiell méglich und soll einer spateren Note vorbehalten 
bleiben. 


1. Voraussetzungen. Vorbemerkungen 


§ sei ein komplexer Hilbertscher Raum, seine Dimension mindestens 2, 
sonst unbeschrinkt. Es sei 


+ 0 
ein (beschrankter oder unbeschrinkter) selbstadjungierter Operator in 9, EZ, 


seine Spektralschar. A, sei ein isolierter einfacher Eigenwert von F, yo zu- 
gehorige Eigenlésung, |y9\| = 1. Das Intervall 


Ag-—d<A<AdAj+d 
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enthalte auBer 4, keinen Wert des Spektrums von F. d kann als Abstand 
von A, zum restlichen Spektrum gewiahit werden. Die Operatoren 
G,,(n = 1, 2,3, ...) seien linear mit dem Definitionsbereich 9, =D». Dort sollen 
Abschatzungen gelten 

(2) |G, u] S yn(lul, Ful). 


Dabei sind die Funktionen y,(&, 7) fir 0S §< «©, 0S 4 < co stetig und 
nicht-negativ. Man hat fiir sie weiter 


(3) Yn(€s» %) S Yn(Ea Ne) (€,S &2, mS Ma) » 
Wir setzen 
(4) 6=|A|/+d. 
Dann ist 
d | Z 
(5) s2Seup|-*_|, 


wobei alle 2 mit |A — A,| = ¢ und alle 1 aus dem Spektrum von F zugelassen 
sind. Wir kiirzen ab 
(6) ya(l, 6) =Yn- 


Vorausgesetzt sei nun: es existiere ein maximales 9 (0 < 9 < o), derart, daB 


(7) 0< So mst. 
n=1 : 
Damit ist der uninteressante Fall y, (&, 7) = 0 (n = 1, 2, 3, . . .) ausgeschlossen. 


Ferner erhalt damit die Potenzreihe 
(8) G(u) = Yu" G, 
n=1 


fiir gewisse « einen Sinn als linearer Operator in D,, wie wir sofort zeigen. 
Eine Folge von (7) ist jedenfalls die Existenz eines 0, (9 S @)< ~), derart, 
daB fiir jedes p mit 0 < p< Oy 
2’ PB" yn< © 
n=1 


gilt. Setzen wir fir 0 << 0,05 4< © 


(6, n) = max (é, 7), 
so hat man wegen (3) stets 

yn(€, 9) S yn* O(E, H)- 
Danach ist fiir jedes « mit |u| < Q 


D \ul"ynlé, 0) < « 
n=1 
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und mithin wegen (2) fiir |u| < @9, y © Dp die Reihe 


(9) 2d wGay 

n=1 
konvergent. Den Wert der Reihensumme kiirzen wir entsprechend (8) G(u) y 
ab. Wir haben 


(10) |@(u) yl s 5 eel"yn S(lyll, LF yl)» 


wobei die rechte Seite eine Majorante von (9) darstellt. Danach ist die Kon- 
vergenz von (9) gleichmaBig beziiglich « und y, falls 


le] SH< eo, lyl Sa, |\F y| <4 
beschrankt bleiben. 
(10) zieht nach sich, daB aus 


\Ht|< 0, weE De, YEDP, Wer ys Fyn PFy 
stets 
G(u) Yn—> E(u) y 
folgt. 

Wir definieren: Eine Funktion y(A, ~) zweier komplexer Variablen A, 
mit Werten aus $ hei®t in einem Gebiet G des Raumes der (A, ~) holomorph 
(regular analytisch), wenn in Umgebung jeder Stelle (A, ~) von G mit gewissen 
y,(A, 4), y,(A, BL) aus H gilt 


y(A+ A, ut pw’) =ylA, w) + A’y(A, we) + wy, (A, mw) + 0(|2'| + |p’). 


Ist 7’ beschrankter linearer Operator, so ist mit y(A, ~) auch T'y(A, «) holo- 
morph und dabei (7'y),=Ty,, (T'y),=Ty,, wie sofort durch Anwendung 
von T folgt. Ist y(A, ~) holomorph und in Dp, ist zusitzlich F y(A, ~) holo- 
morph, so gilt ebenfalls y,, y,€D,, (F y),=—F y,, (F y),=—F y,. Das zeigt 
sofort die Abgeschlossenheit von F. Unter diesen letzten Annahmen ist auch 
jedes G,, y(A, «) holomorph mit (G,, y),= Gy, (G,¥),.= Gny,- Das folgt durch 
Abschatzung von 


Ga (y(A + 4, w+ pw’) — yA, we) — Wyld, w) — wy, (A, )) 
mit 
Yul0(lA'| + \u'l) » 012 + [n’l)) = o(la'| + |e). 

Die Cauchysche Integralformel liefert auch hier: 

Sind y,(A, u) (n= 1, 2,3,...) im Gébiet G holomorph und gilt dort 
gleichmaBig y,(A, uw) > y(A, “) (n > ), so ist auch y(A, ~) in G holomorph. 

Damit kann schlieBlich gezeigt werden: 

Sind y(A, uw) (€ Dy) und F y(A, ~) im Gebiete G holomorph, ist in G ferner 
|| < Qo, 80 ist auch G(x) y(A, «) in G holomorph. 

Das folgt nimlich mit dem vorstehenden Satz aus der oben genannten 
Tatsache der gleichmaBigen Konvergenz von (9) beziiglich ~ und y in ent- 
sprechenden Teilgebieten. 
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2. 
Unser Ziel ist im folgenden die Lésung des ,,gestérten‘‘ Eigenwertproblems 
Fy—Ay—G(u)y=0 
in Umgebung des bekannten Eigenwertpaares (Ay, 0): 
F y¥o— Ag¥o= 0- 
4, 4 werden dabei im Komplexen betrachtet. Unsere Resultate fassen wir 


zusammen in 
Satz 1: Es existieren Potenzreihen 


A(t) = Agt WA t+ wAgt +++, yY(e) = Hot emt wyet-*:, 
die fiir (mindestens) 
“i <e@ 
konvergieren, derart, dap 
y(u) Dy, Yn Dp (n = 0,1, 2,...), 
Fy(u)=) w"Fy,. | 
n=0 


a (|| < @) 
Gin) yu) = wr Pa Gn yi) | 
n=1 m+len 


(y(u), Yo) =1, Fy(u) — Alu) y(n) — G(x) yu) = 0, 


A(u) — do) SX |!" Yn: 
n=1 
2 |My 
ly(#) — yo] s 
-3 2. Hl" Yn 
Man hat 
A= —(G, Yo: Yo) - 

d 
a 
Eigenlésung, so ist 2A = A(u) und y bis auf einen skalaren Faktor gleich y(j). 

Aus den Abschitzungen fiir |A(u) — Ao|, |y(u) — yol| lassen sich mit Hilfe 
des Cauchyschen bzw. Gutzmerschen Koeffizientensatzes, wie gewohnt'), 
Koeffizienten- und Fehlerabschitzungen gewinnen. Wir kénnen hier darauf 
verzichten. — Wir bemerken noch, daB oft 6 und damit y, durch kleinere 
Zahlen ersetzt werden kénnen, wie (5) und der Beweis unten zeigen. 


Dem eigentlichen Beweise von Satz 1 schicken wir drei Hilfssitze voraus. 
d 


> ° 


Ist (A, u) irgendein Eigenwertpaar mit |u| <, \|A — Aol < y zugehdrige 


Hilfssatz 1: Es gibt kein Eigenwertpaar (A, ) mit |u| < 0, |A — Al = 


Man hatte sonst mit einer zugehérigen Eigenlésung y + 0 


y = R,(G(u) y). 


1) Vgl. etwa die Arbeiten |. c. [5]. Potenzreihen mit Werten in 9 lassen sich offenbar 
analog behandeln. 
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Dabei ist 
+o _ 
R,= f (A-A)d Fj. 


Weiter wire 


(x) 0 + G(u) y = G(u) R,(G(u) y). 
Nun ist 
2 
[Rl <4 
und wegen 


+ co 


a 
R,= — 5 
FR, { 7, oni 


nach Definition von 6 mit (5) ; 


26 
[FR <>. 
So folgt mit (2), (3), (6): 
2 
1G, Ral Syn. 
Damit hatte man aus (x ) 
= 2 
1s 2) |e" 75> 


was aber bei |u| < @ im Widerspruch zur Definition von 9 mit (7) steht. 
Hilfssatz 2: Mit den Abkiirzungen 


z=y—-y%,R,= f (A—-dA) dE, 
AA 25 
und bei Annahme von |u| < Qo ist 


ies 1, 
Fy—iAy—G(u)y=0 
dquivalent zu 
ze€ Dp, 
z= Ry ((A — Ag) 2 + G(u) 2) + B,,(G(u) yo) » 
A= ho— (Gu) (2 + Yo), Yo) - 

Denn die beiden ersten Zeilen der letzten Gruppe bedeuten nach Defi- 
nition von R,, nichts anderes als 

(2, Yo) = 9 





und 
Pz — dgz = [(A — dg) (2 + Yo) + @(u) (2 + yo)] — (L-- -], Yo) Yo- 
Denn R,, a hat keine y,-Komponente, und es ist 
(F—-Al)R,a= ff 1dE,-a=a-— (a, yo) %. 
A—-Al2$ 
Die letzte Zeile der letzten Gruppe bedeutet dann gerade 
({...1 yo) =0. 
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Umgekehrt gilt fiir jedes f ¢ 9, natiirlich 
(F f — dof, yo) = 0. 
Hilfssatz 3: Im (A, u)-Gebiet 
|< @o, 
|A — Ag] + x lHl"yn<d 
besitzt die Gleichung 
z= RA — Ag) 2 + G(m) z) + Ri (G(u) Yo) 
genau eine Lésung z(A, u)(€ Dp). 2(A, w), F z(A, u) (und damit auch G (nu) z(A,n)) 
sind dort holomorph in i, mu . 
Man hat zunichst 
(11) R,,| 


und 


A 


alo &|— 


\F R,, 


A 


Denn offenbar ist 


dsup| "|< lal+d=0, 


wo A das Spektrum von F mit Ausnahme von A, durchlauft. Damit ist 


1G, Ril Sn 
und fiir |u| < 9 
(12) |G (uw) Rl +E \ul"yn- 
n=1 


Ist nun a,€ Dp, b,€ Dp, 
dy= Ry ((A — Ao) a, + G(s) ay) + Ry (E(u) yo); 
be= Ry ((A — Aq) b, + G(u) b,) + Ry (G(u) yo) . 
so wird nach dem Vorstehenden 
JA — Aol fldg— bal] + (2) (ay — bg)]] < 


A—A| + 5 HI" Yn 
= , {|A — Ag] ja, — 5, + || (a) (a, — 8,)]}} - 
Nach Voraussetzung ist der Faktor vor der geschweiften Klammer kleiner als 1. 
Damit folgt zunichst in gewohnter Weise die Existenz héchstens einer 


Lésung. Weiter erhilt man aber die Konvergenz des Iterationsverfahrens 
n+ R,, ((A a Ao) 2_ + G(u) 2,) + R,,(G(u) Yo) (n= 0,1, 2,...) 


ausgehend von z,= 0. Denn man hat nach dem Vorstehenden die Konvergenz 
der Folgen z,, F z,, @(u)z,, und zwar wegen der Abgeschlossenheit von F 
und einer entsprechenden Bemerkung in 1. gegen ein z ¢ Dp, das zugehérige F z 
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und G(u) z. Damit ist z Lésung. Samtliche Konvergenzen sind fiir 
“| SU< 00, 


A—A| + J ul" yn 
i S@<1 





gleichmaBig. Damit hat man auch die behauptete Holomorpltie in A, yu. 
Denn 2, F 2, @() 2 sind entsprechend holomorph (= 0). Und sind fiir 
n2=0 2, Fz,, G(u)z, holomorph, so offenbar auch z,,,, F 2,.,, @(u)Zn41- 
Man beachtet dabei, daB F R,, beschrinkt ist, und die Vorbemerkungenin 1. 
Beweis von Satz 1: Wir betrachten die gemaB Hilfssatz 3 gebildete 
Funktion 
A — Ag+ (G(u) Yo. Yo) + (E(u) z(A, 4), Yo) = ALA, w) . 
Sie ist danach fiir 
\f4| < 00 ’ 
JA — dol + Dll" rn< 
n=1 
holomorph. Man hat 
A(d, 0) =A — Ay. 
Nach dem Satze iiber implizite Funktionen wird daher 4 (A, ~) = 0 um yu = 0, 
4 = 4, durch eine Potenzreihe 
A(u) = Ag+ MA t+ WAY: 
aufgelést. 
Wir nehmen an, ihr Konvergenzradius sei 9, und kleiner als 9, und fiihren 


dies zu einem Widerspruch. 
Nach Hilfssatz 2 sind (A(u), ~) Eigenwertpaare, also nach Hilfssatz | 


d 

|A(u) — Al <z- 
Sei nun ,* eine Singularitét mit |u*| = ,. Dann existiert bei radialer An- 
niherung eine Folge y,,-> u* mit einem Grenzwert A(s,,) > A*. (A*, u*) liegt 


im betrachteten Gebiet wegen |A* — A,| < : , <0, also gilt A(A*, u*) = 0 


und nach Hilfssatz 2 und Hilfssatz 1 sogar wieder |A* — A,| < : . Nach diesen 


Hilfssitzen ist auch gewiB A(A, u*) = 0 als Funktion von 4. Also kann um 
(A*, u*) aufgelést werden durch endlich viele héchstens bei «* endlich ver- 
zweigte Funktionselemente A(u): 
A(A(u), w) =0, A(u*) = a*. 

Wegen der Stetigkeit innerhalb |u| < 9, gehéren dann die Werte A(u) auf 
dem betrachteten Radius fiir ~ nahe w* einem der genannten Funktions- 
elemente an. Es miibte also * eine Verzweigungsstelle sein. Wir kénnen also 
das Funktionselement A(u) auf einem «* einmal umlaufenden Wege und ein 
Stiick lings des betrachteten Radius zuriick analytisch fortsetzen. Wieder- 
holung dieser SchluBweise zeigt, daB man bei analytischer Fortsetzung lings 
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des Radius zuriick wieder héchstens auf Verzweigungsstellen stoBen kann 
und daf man bei Zulassung héchstens endlich vieler solcher Verzweigungs- 
stellen bis zu einem Funktionselement um yu = 0 fortsetzen kénnen miBte?*). 
Das kénnte aber nur das Ausgangselement A(ju) sein. Und dies wiire ein 
Widerspruch zur Tatsache, daB u* eine echte Verzweigungsstelle sein miBte. 
Also ist die Annahme 0, < @ nicht haltbar. 
Wir bilden nun 
y(H) = Yot 2(A(u), 1) - 


Dann ist dies nach Hilfssatz 2 Eigenlésung zu (A(z), ~). Ferner sind y(,), 
F y(n), G(u) y(u) mit A(m) fiir |u| < 0 nee in «. Zusammen mit der 
bemerkten GleichmaBigkeit der Konvergenz von y ia G,y beziiglich » und y 


folgen dann samtliche Behauptung des ersten "Tels von Satz 1. Die Ab- 
schatzung fiir |A(u) — A,| folgt dabei aus Hilfssatz 1, wenn man beachtet, 
da8 man ihn statt auf ; auf jede kleinere positive Zahl anwenden kann. 
Die Abschiatzung fiir | y(#) — yo erhalt man mit (11), (12) so: 


oo 


2) Sq {lA — Aol lel + |@(u) 2] + ~ |" Ynd » 


HI" Yn 
fy ,« w= “ 

|G (4) 2|| = ~ ee 

A—dg + Zu Yn co 

Pe os = oe n= p . . oe a “ ° 
= o| 2 || + |G (mt) 2; = d {|A- A,| ||z "3 |G (u)2| is D ul" Ya} » 


n=1 





n A—ig, + Zeit 
|A — Aol lz + |@(u) zis ¥ |ul" y, 
n=l d— 4—Aq - ar Yn 


d- |A—A,| - _ “un 


Nun zu den letzten Aussagen von Satz 1. Sei also (A, u~) Eigenwertpaar, 
|u| << @, |A — Agl < = , y + 0 Eigenlésung. Dann kann zunichst nicht (y, yp) = 0 
sein. Denn man hatte 

y = Ry ((A — Ao) y + Gu) y), 


2) Hat man eine offene Strecke des Radius mit dem Endpunkt fi und fiir mw auf der 





« ~ ~ d 
Strecke bereits eine stetige Funktion A() mit A(A(u), «) = 0, |A(u) — Ao| < y gewonnen, 


so mu8B — wie oben — ein Grenzwert A(u) +> 7 fiir yt —> fi existieren. Man kann um A, ji 


auflésen und A() iiber # hinaus fortsetzen. Ferner kann niemals a Haufungsstelle von 
Verzweigungen sein. 
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was auf die Ungleichung 


aaa +E el re 
|A — Al yl + |@(#) yl s d {|A — Aol yl + |@() yl} 
fiihren wiirde, die y= 0 ergibe. Also kénnen wir nach Hinzufiigung eines 


geeigneten Faktors (y, yp) = 1 annehmen. Dann ist nach den Hilfssatzen 2 
und 3 





Y= Yot 2(A, H), 
A(A, uw) =0. 
Das aber ergibt 4 = A(u), da man andernfalls um (A, ~) auflésen und wieder 
nach « = 0 hin fortsetzen kénnte, was wie oben einen Widerspruch liefern 
wirde. 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 


3. 


Wir schlieBen einige Bemerkungen an: 
Bemerkung 1: Man kann natiirlich mit 


(y(m), y(@))-# y(u) 
eine fiir reelle ~ normierte Eigenlésung erhalten. Sie ist mindestens fiir 


me d 
é \n\" Yn < 3 
n=1 


holomorph. Das folgt mit 


(y(u), y(H)) = (Yor Yo) + (¥(H) — Yo ¥(H) — Yo) 
aus der Abschiitzung von Satz 1. Damit kann man auch wieder die Potenz- 
reihenkoeffizienten dieser normierten Lésung entsprechend abschatzen. 
Bemerkung 2: Wahlen wir wie bei RELLIcH [3] und Naey [2] — Ab- 
schaétzungen der Form 


yn (é, 9) = p* "(aE + 5y) , 


also 
Yn= p"—Ma + b(\Ag| + d)) =p"? 7, . 
so liefert 
= d 
.) - et "n= > 
n= = 
offenbar 


2y 1 
e-(+%2) 
und — gemai® Bemerkung 1 — 
a lui" pr, < S : 
n=1 


die Schranke?®) 


ni<(p +5 


’ i) = 
3) Man beachte die Verscharfung am SchluB von Abschnitt 4. 








Zur Stérungstheorie der Spektralzerlegung 229 


Dagegen erhalten Nacy bzw. ReELticu fiir beide Konvergenzradien nur die 


Schranken 
4y,\-! 6y,\-1 
(p + + ) bzw. (p + ) , 


Bemerkung 3: Von besonderem Interesse fiir Probleme der Anwen- 
dungen ist der Spezialfall einer in ~ linearen Stérung: 
G,=0 (es ='S, 3,4...) 
Wir lassen dann den Index | bei G,, y,(&, 4), , fort. 
Hierauf beziehen sich die ausfiihrlichen Untersuchungen von J. Scur6- 
DER [5] und fiir spezielle Problemklassen mit ganzer charakteristischer 
Funktion A (A, «) friihere Noten des Verf. [4]. Wahrend letztere hier nur ver- 


allgemeinert und erginzt werden, hat J. Scur6pER andere Schranken er- 
halten. Er zieht zur Abschiatzung noch die GréBen 


a= |G yol, B = \(@ Yo. Yo)| 

heran und erhalt als untere Schranke fiir den Konvergenzradius der Potenz- 
reihen von Satz 1 

wn d 

Oe yt 2Vyat 8B’ 
wobei fiir hermitesches G noch y ya durch « ersetzt werden kann, und ferner 
entsprechende Abschitzungen. Hier ergibt sich demgegeniiber die Schranke 

d 
:~ 


Sie wird offenbar nur fiir sehr kleine «, 8 schlechter also ausfallen, nimlich fiir 


2 | yar B <¥ 
bzw. im hermiteschen Falle 
2a+ p < y- 


Wir werden in 4. noch eine Verbesserung der Schranken von J. SCHRODER 
geben. 


Bemerkung 4: Nachdem gezeigt wurde, daB sich die Schranken von 
RELLIcH und NaGy wesentlich verbessern lassen, ist die Frage von Interesse, 
ob nicht noch eine weitergehende Verschirfung méglich ist. Hier kann ge- 
zeigt werden, daB unsere Konvergenzradienschranke og in gewisser Beziehung 
bestméglich ist. 

Betrachten wir nimlich die ~-lineare Stérung entsprechend Bemerkung 3, 
und zwar mit beschrinktem Operator G. Dann kann d als Abstand von A, 
zum restlichen Spektrum von F und y = |G|) gewahlt werden. Wir fragen 
nach der besten von d und y allein abhingenden unteren Schranke fiir den 
fraglichen Konvergenzradius. 

Diese Schranke muB nach der Struktur des Problems von der Form 

d 
‘ 
y 
sein mit einem Zahlfaktor c. Denn sei f(d, y) irgendeine solche Schranke, so 
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zeigt der Ubergang zum Problem 
(1, F)y— (An) y- (= u) (24) y=0 


mit positivem t,, T,, daB auch 


e f(t4,t27) 


eine mégliche Schranke ist, damit aber auch 


sup “* f(t,d, ty). 


™,,% 1 
Wir kénnen d > 0, y > 0 annehmen, da y = 0 mit der Schranke oo trivial ist. 
Mit #,= 1,d, #.= t,y wird dann die letzte Schranke 

d 

c 

Y 
mit 

a, 

atin (01, Be) 
6,0, “) 


und héchstens besser als f(d, y). 


Es bleibt also die Frage nach der bestméglichen Konstanten c. Hier er- 


weist sich nun das von uns erhaltene c= } als bestméglich. Das zeigt das 


Matrizenbeispiel *) 
. = 01 
‘ j)y- Ay - n(; o)y=0 


mit A,= 1, d= 2, y=1 und den Eigenwerten 4= +)? +1. Hier ist der 


Konvergenzradius 1 und dies gleich 5 , 


4. 
Wir betrachten im folgenden nur die «-lineare Stérung entsprechend Be- 
merkung 3. 
Hier ist klar, daB fiir G ys= 0 
A(u) = Ap. y(t) = Yo 
einen zu 4 gehdrigen Eigenwert und die entsprechende Eigenlésung darstellen. 
Die Schranken von J. ScHRODER ergeben hier in befriedigender Weise 
|A(u) — Aol SO, |y(u) — yo] SO. 
Ebenso ist aber ersichtlich, daB fiir den Fall, daB mit einer von 0 verschie- 
denen Konstanten A, 
(*) G Yo= — AY 
gilt, 
A(u) = Ag+ wAy YU) = Yo 
stets Eigenwert und Eigenlésung zu « darstellen. Dies kommt in den Schranken 
von J. ScHRODER nicht zum Ausdruck, d. h. sie liefern hier nicht 
\A(u) — Ag— w A) S 9, |y(u) — wo SO, 


4) In abnlicher Form bei J. Scur6épER ([4] erste Note). 





n 
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obwohl in den zur Abschitzung benutzten Konstanten unsere Annahme (*) 
mit « = f einfach ausgedriickt werden kann. 

Wir leiten im folgenden Verbesserungen der diesbeziiglichen Schranken 
von J. ScHRODER her, die auch in der eben genannten Hinsicht befriedigen. 
Es zeigt sich, daB einfach « durch 


o =(a2— f)t 
ersetzt werden kann. Zugleich zeigen wir, daB diese Schranken sehr bequem 
mit dem Iterationsverfahren fiir kontrahierende Abbildung erhalten werden. 
Wir kniipfen an Hilfssatz 3 an. Hier kann, da bei R,, die y)-Komponente 
unberiicksichtigt bleibt, 
. o 
| R,, G Yo! Ss d 
abgeschitzt werden. So folgt — man vergleiche die SchluBweise 8. 227 — 
|p! o 
————EE——_E————E 
\z| = d—\A—A,| an uly ’ 


ied <7 . 
|Gz| = d—|A—A,| —\ul y 


Betrachten wir jetzt die Ableitung z,, so gilt fiir sie 
z= R,((A — Ag) + E(u) %) + R,,(z) 
und — entsprechend wie eben hergeleitet — 
\|2\| 
lal g—7-aJ-wpy’ 


y |l2\| 
G —. 
| z,| d — |A—A,| — MY 


IA 


Setzen wir nun 


—p(G2(A, 4), Yo) = P(A, H), —(@ Yo Yo) = Ar» 
und versuchen wir 
A(A, uw) =9 
bzw. 
A— do— w= H(A, #) 
durch Iteration zu lésen. 
Dazu gilt einmal 
9h oS a a ip 

und andererseits 

Pld, w) = — w(G 2% (A, 1), Yo)» | gal, #)| S os yt rie 
Wir beachten nun noch |A,| = 68 und 


|A — Ag] S A — Ag— wA,| + ln] B. 
Sei dann , 
d 


eee ("eee 
y+2)yo+8 


|x| 
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und 
|A— Ag— wA| S p(n), 


wo 





y(\u\) = > (4d — |u| (y + B) — Va — al (y + BY — Fin yo} 
die kleinste Wurzel von 








eyo 
d—y—mbtn * 
ist, dann ist auch 
P(A, w)| S pia) 
und dabei 
(A, mw) Ss etre ¥ 


~ (d— |p| (B+y + yo)? - 
Das bedeutet aber: Das Iterationsverfahren 
A@+D — Jo= wd, = G(A™, nw) (xn = 0, 1,2, ...) 

AM — Ag+ pd, 

liefert die einzige Lésung von 
A—Ag— wA= G(s, u) 
mit 
|A—Ag— wA| Ss pln). 


 F q d 
as¢q<-—— 
i y+2)yo+B 
ist die Konvergenz beziiglich « gleichmaBig, also 4 = A() fiir 
Te d 
[u|< 
y+2)yo+sB 
holomorph. Nach Hilfssatz 2 sind (A(m), «) dort Eigenwertpaar und 
y (mu) = Yor 2(A(m), ») 
zugehGrige Eigenlésung mit (y (4), yp) = 1. 
Fir hermitesche G kann besser 


Fiir 





(G z, Yo) = (2, & yo) 
gesetzt und wegen (z, y¥,) = 0 
(Gz, ¥o)| So |2| 
abgeschatzt werden, analog 
(G %, Yo)| So |z| - 


Hier kann man daher 
d 


{VS y+ 204+ 8 


und 
y(u) = 4 {dd — u(y + B)) - Va — \u\ (y + B))? — 4 \u 07} 
wahlen. 
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Wir fassen zusammen in 
Satz 2. Die Potenzreihen von Satz 1 (G,= 0 (n = 2, 3, . . .)) 


A(u) = Ag+ wAt+ w2Ag+- >: 
y(H) = Yor MY+ WPY¥gt+ °° > 
sind sicher fiir 
Cees, 
yt+2Vyo+ 6 
im Falle eines hermiteschen G fiir 


|p| 


ae Me 
“<> R048 
konvergent. Dort ist 


[A (u) — do wal Sy (lal), Ly) — yol = SO 
mit 
v(\ul) = 2 {@ — \ul(B + v)) — Vd = |ul(B+ r))* — 4\uP v9} 
bzw. im hermiteschen Falle*) 


|A(u) — Ap— Al S ple!) Iya) — yol < vile) 





mit 
y(\m|) = ${@ — |a|(B + v)) —V@— |u| (B+ 7))* — 4\ui* 0%}. 


Wie bei Satz 1 kann man auch hier mit dem Cauchyschen bzw. Gutzmer- 
schen Koeffizientensatz Koeffizienten- und Fehlerabschitzungen erhalten. 
Es muB jedoch betont werden, daB damit nicht, wie im analogen Falle bei 
J. Scur6perR, die Potenzreihen von y(|u!|) und vin) bzw vin) nach |p| 


“ly " |plo 
als Majoranten fiir 


MAgt wPAgt +, MIt MPYet °° 


nachgewiesen sind. Dazu ist wohl eine entsprechende Modifikation des Be- 
weises von J. ScurépER —, die offenbar méglich ist, — nicht zu umgehen. 

Fiir die praktische Anwendung ist die Bemerkung wesentlich, daB auch 
in dem Falle, wo die Schranke fiir den Konvergenzradius von Satz 1 besser 
ausfallt, die Abschiitzungen von Satz 2 fiir entsprechend kleine ,» giinstiger 
sein kénnen, ebenso die danach erhaltenen Abschitzungen fiir einige der 
ersten Koeffizienten. 

Wir bemerken weiter: In Satz 1 kann im Falle -linearer Stérung unter 
Benutzung der GréBe o die Abschitzung der Eigenlésung zu 


ly() — yo S gee 





ad 
2\u\ y 
5) Hier ist natiirlich, damit sofort fiir o = 0 giiltig, 
OU en ee 
wo d—\n\ (y +B) + Vd — |n\ (y +B) — 4 |ulto* 
zu setzen. 
Math. Ann. 132 16 
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verbessert werden. Entsprechend ist geméi®B Bemerkung 1 die normierte 
Eigenlésung (y(), y(%))-* y(“) mindestens fiir 
d 
l“l<t¥6 

konvergent. 

Zum SchluB sei bemerkt, daB man auch unter Verzicht auf Benutzung 
von Hilfssatz 3, fiir den ja schon einmal das Iterationsverfahren angesetzt 
wurde, direkt mit einem einzigen Iterationsverfahren die Gleichung 


z= Ry(u Gz — w(G(z + yo), yo) 2) + Ri,(u G yo) 


behandeln kann. Damit wird der Beweis von Satz 2 wohl noch etwas eleganter. 
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The Riccati Equation: Initial Values and Inequalities 
By 
R. M. RepHeFrFEeR*) in Los Angeles, California 


Let wu = u(x, y) satisfy the Riccati equation and initial condition 
(la) uy= aly) + 2b(y)u+e(y) ut, u(x,2)=0 


and let v = v(z,y), w = w(ax,y) be defined in terms of u by quadrature, as 
follows: 


(1b) vy= b(y) + c(y) w(x,y), v(z,x) = 0 
(le) wy= c(y) ec (»), w(x,x) = 0. 


This system (1) was investigated in [3]. It was found that certain nonlinear 
functional equations are satisfied by (u,v, w) and that there is a notable 
symmetry between y and x. In case a = c the system (1) describes the trans- 
mission and reflection properties of a dielectric slab; and the physical model 
serves as a conceptual aid even when a + c. 

The discussion of [3] may be supplemented in several respects, and the 
need for a sequel was already indicated. The sequel is supplied herewith. 
We consider, first, the effect of replacing the initial condition u = 0 by the 
condition u =k. Next, we show that the functional equations of [3] reflect 
a simple property which applies not only to Riccati’s equation, but to every 
first-order equation admitting a uniqueness theorem. Knowing the depen- 
dence on the initial-value parameter, k, we are enabled to give a new proof 
of the main theorem in [3]. After some algebraic preliminaries we proceed, 
next, to establish certain inequalities, which express a simple geometric 
property of the matrix 

eu 
(° .) . 


In particular, the matrix is found to be unitary when a = — é and Re(b) = 0. 
In conclusion, we give two physical interpretations, which illuminate the 
mathematical discussion and incidentally yield new results both in probability 
theory and in the theory of dielectric media. 

Arbitrary Initial Values. With the exception of Theorem III, the results 
of [3] are confined to the initial value u(2,2) = 0; and yet the original scope 
of the work was intended to encompass the case of arbitrary initial values, 
u(x,2)=k. This deficiency is remedied by the following theorem, which 


*) University of California. — National Science Foundation Fellow at the University 
of Géttingen. 


16* 











236 R. M. REDHEFFER: 


yields a solution of the general initial-value problem in terms of the functions 
u, v, w studied previously : 
Theorem I. Let u,v, w satisfy (1) in some interval I: yo< y < y, which 
contains the point y= x. Then the function 
Qe 
(2) u(x, y,k) = u(x,y) + 5 woes 
satisfies u(x,x,k) = k, and also satisfies 


Us=a+2bu+cu*® 


kw(x, y) 


at every point of I where kw + 1. 

That u(x,2,k) = k is obvious. Moreover, differentiation yields 
ke?" 2(b + cu) KB e*[ce?*) 

1—kw (1—kw)? 
It is verified by inspection that the coefficients of a, b, and c are, respectively, 
1, 2u(x,y,k) and u*(x,y,k). Hence the desired relation is established. 

The condition kw + 1 is certainly satisfied for an interval of y values 
sufficiently near the value y = z, since w(z,2) = 0 and w is a differentiable 
function of y. Inasmuch as 





Fy (zk) = a+ 2bu+ cu? + 


w = fe(s) exp 2/ (b(t) + c(t) u(az,t)| dt ds 


the expression (2) may be used to describe the interval-of-existence for 
u(x,y,k) in terms of u(z,y) = u(z,y,0). One must distinguish two cases, 
according as the representative point for the complex number 1/k does or 
does not lie on the curve traced out by w, as y ranges over I. 

According to (2), the complex number u(z,y,k) is obtained from k, for 
fixed (x,y), by a linear fractional transformation. (This fact is also well 
known from the classical theory of Riccati equations.) If k traces out the circle 


|k| = K, K constant 
then the point u traces out a circle with center 


c: OM ad 
1— K* \w? w 


C=ut+ 





and with radius A given by 
A |w| K = |C — ua. 


As K varies from 0 to oo, the center C moves along the straight line deter- 
mined by the points 
u and u — e?*/w. 

These are inverse points with respect to every circle of the family. 

Closure. We say that a family of curves forms a field in a given region R 
if there is one and only one curve of the family through each point of R. 
For example, let R be a region of three-dimensional Euclidean space, referred 
to coordinates Re(u), Im(u), and y. If (la) admits an existence and uniqueness 
theorem, the curves generated by u form a field in some such region. This is 
the case, for example, when a, b, c are continuous. 
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Theorem II. Let u(x, y, k) be continuous in y for x¢€I, y€ I, where I is 
an interval of real values, and let u(x,x,k) =k. If the family of curves traced 
out by u (with y as running variable) forms a field, then 
(3) u(x,z,k) = u[y,z,u(x,y,k)]. 

For proof, let y, and y, be two fixed values of y on J, and suppose the 


curve generated by u(¥o, y, k), as y ranges over J, intersects the plane y = y, 
in the point k,. Thus, 


(4) k= U(Yo, rk) « 
Consider the curve generated by u(y,,y,%,) as y ranges over J. For y= y, 
we get 

U(Y, Yr» ky) = 
since u(x,2,k) =k by hypothesis. Hence, this curve and the one. formerly 
considered both pass through the point (y,,%,): Since the family forms a field, 
the two curves must coincide; and therefore 


(5) U(Yo, Yk) = u(y, ¥,%,) 5 y¢l. 
If we replace k, by the expression (4) and rename the variables, we see that (5) 
is the desired result. 

The hypothesis of Theorem II might well be stated more explicitly, but 
since the intent is so clear from the proof, we shall not belabor the matter 
here. Instead, we show that Theorems I and II together yield the functional 
equations of [3]. 

If u(x, y,k) in (2) satisfies (3) then 





[» + Pe cfm 
ket ut Tho, 
ths + l—kw,, gs + : ken 

saa [tet |e 


where, as in [3], we write u,, for u(x,z), Ug, for u(y,z), and so on. The choices*) 
k = 0, k = 1/w,, and k = 1/w,, yield, respectively, 





%,e"™ 
(6) “3— “sj — sw, 

Wy, 7" 
(7) 1] —_ U2 We3 > Wis — Wig 

ett e2t 
(8) “3- “s“~—-w. wm” 
If (8) be multiplied by w,, we get 
(9) Wag (Uy3 — Ugg) = €?**— 2 (1 — tg Wy) — €?™ 
upon using (7). Inasmuch as (6) gives 
W gg (Uy3 — Ugg) = Ava ~ om 


12 


; 1) Analytic continuation (with k the complex variable) shows that equivalent relations 
would be obtained by other less simple procedures; e. g., by equating coefficients in the 
Taylor's series, or by reducing both sides to the form (A + Bk)/(1 + Ck). 
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and 
Ure 2 ve 
l1— Uy—9Vg3 = ——__—_ _— 


Uys — Ugg 
substitution into (9) leads to 


(10) Mis Yes, g-ententtn 
Ys 

after simplification. Hence, also, 

(11) 1— Uy2Wo3 = + evi — Vis + ves 


and from (11) and (7), 
Wi, — Ww 

(12) aE ee ee Im. 
By letting y = z in (11) we see that the minus sign is excluded; and hence, 
(10)—(12) are the same as the relations (3) of [3]. 

This discussion requires uniqueness as a separate hypothesis, whereas the 
earlier proof assumes only that (1) holds. On the other hand the present 
treatment furnishes the desired generalization. If u(z,y,k) is obtained from 


an equation 
du 
(13) ay ~ fy), u(x,x,k)=k 


admitting a uniqueness theorem, and if the dependence on the initial-value 
parameter k is given by 
u(x, y,k) a Z Uy (X,Y) kn 
then the coefficients u,, (x, y) will satisfy the functional equations implicit in (3). 
The formal relationship of these considerations with the differential 
equation (13) may be illustrated further by introduction of the Jacobian. 
If the u curves form a field then they reduce to a one-parameter family (the 
parameter being, however, complex) so that z and k occur as 0(z,k), say: 
u(z,y,k) = U[y,O(x,k)]}. 
This leads to J(u,u,) = 0, where J is the Jacobian. On the other hand, 
(13) asserts that u and u, are functionally related, as (x, k) varies; and hence, 
again, J (u,u,) = 0. 
A Binary Operation. The development of our subject leads to an algebraic 
operation which is now to be described. Let u,, t,,w,, and z,; be complex 
numbers satisfying 


Zs\_ of & &%)\ [25 
en (*) cal fi > (*) 

Z\_ [ ty Us\ (2 
(ab) (2) = (0, 2) (2). 
Since there are four equations involving the six unknowns z,, specification 
of any two unknowns generally enables us to determine the remaining four. 
In particular one can express z, and z, in terms of z, and z,, to establish a 
relationship of the form 

2\__ [ty Us) (25 
(15) (*) Ld (S i) (*) 


in view of the linearity. A short calculation shows that the matrix (15) is 


0 
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uniquely determined by (14) if and only if u,w, +1, and then 











a Buy, 
a= Mat Ta uw, 
t 
(16) = os 
fiw, 
Ws = W,+ T-s,~," 


This process associates the number triple [w,, t,,w,] with the triples 
[u,,t,,@,] and [w, f,,w,]; and we are led accordingly to define a binary 
operation * by 

Bu, tty fw, 


1] * a  . Si 8. a i. 
[ey ,t,,0,] * [tg, ta, 10g] = [ta + l—uw,’ I—-uw,’? “* Twn)’ 


Provided the relevant denominators do not vanish the operation * proves 
to be associative. In fact (with the same proviso) the correspondence 


it u/t 


(17) [u, t, wer ( (#—uw)/t 


yields an isomorphism of the * algebra with the algebra of 22 matrices 
having complex entries and determinant 1. To see this, we simply compute 
the product 
( I/t, w/b )( 1/ty Ug/ty ) 
—w,/t, (G —u,w,)/t)) \— wot, (G — uywy)/ty 
5-8 wt 4(G— tH) 
4 ly 4 ty 
Wy, + Wy(GF— yw) — — yg, + (ff — uw) (G — uy wy) 
tty ty ty 








By virtue of (16) the latter matrix turns out to be 


( I/ts Us/ts ) 
—w;/t, (6 —usws)/t;) ° 
The relevance of this operation to (1) rests upon the following fact, which 


is easily verified: The three difference equations?) associated -with (1) are 
equivalent to the single equation 


[u(a, z) , e**), w(ax,z)] 


18 
= = [u(z,y), er, w(x, y)] * [w(y, 2), e%™, wy, 2)]. 


Hence, the role of the * product for the nonlinear system (1) is quite analogous 
to the role of matrix products for linear systems. The relation (18) enables 
us to extend the meaning of ,,solutions” of (1) as will be indicated next. 

Let a, b,c be piecewise continuous on an interval J, y,s y S y,. By this 
we mean that there are points y, 


Yo< YWrx< Yo---< Yn 


4) See Theorem II of [3], or (6)—(8) of the present paper. The result (18) is alge- 
braically equivalent to Theorem VII of [3] 
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such that a,b, and ¢ are continuous in each open subinterval J,: (y,, ¥,+)- 
It is supposed also that the limits of a,b,c exist as y— y,+ OF Y> Yx41—3 
and we agree to take a(y,) = a(y,+), etc., whenever the interval J, is being 
considered. 

In general, the equation (1) has no solution when a, b, c are only piecewise 
continuous. Nevertheless, the equation may usually be solved in each interval 
I,, and one may piece these curves together in such a way that the resulting 
curve is continuous. For instance, we solve (la) for.2 < y < y,, then use 
u(x, y,) as initial value for w when y,< y< y,, and so on. Similarly one 
may construct v and w. When a, b,c are piecewise continuous we shall use 
the word solution in this extended sense, namely, u, v, w are continuous in J, 
and (1) holds except perhaps at a finite point set, {y,}. 

It is readily seen that the functional equation (18) is still valid, when the 
solutions of (1) are extended in this way. Indeed, one may use (18) to con- 
struct solutions of the desired type. As an illustration of this process, let 


YLTSHSyYZY% 


in the above notation. We may construct u(x, y,) and u(y,,y); and similarly 
for v and w. The equation 


(u(x, y,), eX*™, w(x, y,)]* [u(y y), er, w(y,,y)] 
_ [u, (x, y)> en(s, 9) , w, (2, y)] 
defines a function u,(x,y) which satisfies (la) on y,< y < yg. Also u,(z, y;) 
= u(zx,y,), so that the function obtained by piecing together u, and wu at 
y = y, is continuous. Similarly for v and w. Repetition of the same process 
yields an extension u,(z,y) to the interval y,< y < y;, and so on. 

The validity of (18) may also be established as follows. Since a, b,c are 
bounded in each J,, we have uniqueness in J,, and hence we have uniqueness 
in J. Thus, Theorem II applies. Theorem I is valid for the extended solutions 
u(x, y) (the proof is unchanged) and hence (18) follows. 

If the piecewise continuous functions a,b,c be approximated by step 
functions, we are led to an expression, involving the limit of a * product, 
which is entirely analogous to the product integral in linear systems. This 
idea is used in the sequel, though we shall not find it necessary to formalize 
the procedure explicitly. 

Inequalities. Continuing the discussion of the * product, we introduce the 
following definition: 

Definition 1. The triple [u, t,w] is said to be dissipative if the matrix 


(ct) 


does not increase lengths ; that is, if the condition 


(*) ra (\ ‘) (2) (z; complex) 


implies |z,|*+- |z4|*< |z,|*+ |zo|*. When the latter condition is replaced by 
equality (i. e., when the matrix is unitary) we shall say that the triple is lossless. 
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The geometric property is clearly preserved by matrix multiplication. We 
show that it is also preserved by * multiplication: 
Lemma 1. If two triples are dissipative (or lossless, as the case may be) 
so is their * product. 
Indeed, if the triples corresponding to the matrices (14) are dissipative, 
then in (14) we have 
|2a|*+ |2e|*S |z5|*+ [24]? 
lza|*+ |2ql*S |2al*+ [29]. 
Upon adding these inequalities we get 
\za|?+ |26|*S |29|*+ |25]*. 
Since z, and z, are arbitrary, the triple associated with the matrix (15) is 
dissipative. And the latter triple is the * product of the first two, by de- 
finition. 
Lemma 2. The triple [u, t, w] is dissipative if and only if 
It@+ jut 1, |e+ wl? 1, 
tao + Ful (1 — |e}®— |ul2) (1 — [e]®@— feof?) 
The triple is lossless if and only if the foregoing relations are equalities. 
With A = 1 — |t|?— |w|*? and B= 1 — |t|?— |u|*, the inequality 
|2y¢ + 2gul*+ |2yw + zee? S |2,|*+ |29|? 


(19) 


may be written 
\z,|?A — 2 Re[z,2,(t% + wt)] + |z,|*B20. 
Since the argument of z,Z, is unrestricted the foregoing inequality is equi- 
valent to 
|z,|2.4 — 2 |z,| |zq| tt + we] + |z,|?B>O 
and the desired result is evident from this. 

These lemmas are obtained, chiefly, for use in the next section. We shall 
use them here, however, to establish the following simple theorem: 

Theorem III. Let u, v, w satisfy (1) on an interval I, and let a, b, c be piece- 
wise continuous. Let k,= u(x,y, k) be the continuous solution of (la) (in the 
sense explained above) which satisfies u(x,x,k) =k. 

(a) If [w, e*, w] is dissipative, then the circle |k| << 1 is mapped into the 
circle |k,| < 1. 

(b) If [u, e”, w] is lossless, then the circle |k| < 1 is mapped onto the circle 
|k,| < 1. 

Since e*+ 0, and since (19) holds, we have |w| < 1. Hence the expression (2) 
is meaningful; and by uniqueness, this expression is actually k,. Similarly, 
it is seen that the objectionable case u,w,=— 1 in (16) does not arise when 
we are dealing with dissipative triples having ¢ + 0; for then (19) gives 
uy w,| < 1. 

Consider the product 

[k, t, k) * [u,e*,w] =| k,, — »k+ aS 
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where 

t= k[} — |k-2p/. 

Since the first factor is lossless when |k| < 1, Lemma | shows that the product 
is dissipative or lossless according as the second factor is dissipative or lossless. 
Hence, by Lemma 2, 

it 2 ez" 

Kl? S 1-7 per 
with equality if both factors are lossless. This inequality is stronger then the 
statement (a). Also by letting |k| > 1 we obtain (b), since ¢ > 0 as |k| > 1, 
and since the image of the circle |k| < K is again a circle. 

We have seen incidentally that u(x, y, k) can be obtained by taking the * 
product of [w, e’,w] with any triple whose first member is k. The interest 
of Theorem III depends largely on the results of the following section, where 
the condition that [u, e’, w] be lossless or dissipative is characterized in terms 
of a,b,c. In the course of the discussion we shall require an alternative form 
of Lemma 2: 

Lemma 3. [f the triple [u, t, w] is associated with the matrix 

VU VU 
(20) (ve) \walm) 
by the isomorphism (17), then [u, t, w] ts dissipative when and only when 
1+(UPs|VP, 1+|Wes|PP 
U - Wes 0 + |UP— |p) (1 + |W |VP). 
For proof it suffices to divide the relations (19) by |t|*. Since (18) is an iso- 
morphism, Lemmas | and 3 show that (21) is preserved by matrix multipli- 
cation, if the matrices have determinant 1. 

The Main Theorem. The following result is a consequence of the preceding 
algebraic considerations: 

Theorem IV. Let a, b, c be piecewise continuous on a given closed interval I, 
and let u, v, w be continuous solutions of (1) for x < I, y < I, in the sense explained 
above. Then 

(a) The triple [u,e’,w] is dissipative throughout the region x<I, y« I, 
y => x if and only if 
(22) lja+é/+2Re(b)<0, yel 

(b) The triple is dissipative throughout the region x <I, ye I, ys x if and 
only if 
(23) la+é|—2Re(b) <0, yel 

(c) The triple is lossless if and only if both (22) and (23) hold; that is, 

a+é=Re(b)=0, yel. 

Corollary: Let k be a complex number with \k| <1. If the hypothesis of 
Theorem IV (a) holds, then the solution u of the problem 

Fy =a + 2bu + cut u=k wheny=«x 
can be extended throughout the interval y € I, y > x. 


(21) 








The Riccati Equation 243 


The theorem will be established first when a,b,c are constant. It was 
shown in [3] that the quantities 
U=ue*, V=e-*, W = —we-", S=e"”— uwe-* 
satisfy 
U,=bU+aV, Vy=-cU-bV 
W,=-bW-cS, Sy=aW+d8 
and we shall work with this system rather than (1). Without loss of generality 
we may take x = 0, so that U(0) = 0, V(0) = 1, W(0) = 0, S(0) = 1. A short 
calculation then yields 
U =(ajh) sinhhy, V=coshhy — (b/h) sinh hy 
W =(—c/h)sinhhy, S =coshhy + (b/h) sinhh y 
where h?= b?— ac + 0. (The relations for h = 0 can be found by continuity.) 
Our aim is to find conditions on a, 6, and c which ensure (19) or, equivalently, 
(21). 
As y > 0 we get 


U~ay,V~1l—by+thy, W~-—cy, S~l+by+i hy 


(24) 


apart from terms in y*®. Hence (21) becomes 
lal? y*< — 2 Re(b) y + [b|2y*+ Re(h*) y* 
(25) lcl*y®< — 2 Re(b) y + |bjty*+ Re(h*) y* 
ja + |? y? < 4 [Re(b)}*y* 


apart from higher-order terms. The first inequalities show that 


(26) y Re(b) < 0 (for small y) 
is necessary, and the third shows that 
(27) ja + é| = 2 |Re(b)| (for small y) 


is also necessary. These relations also follow from (1), in that (1) gives 


u=aAy,e=1+v=1+bAy, w=cAy (Ay=y—z=0). 


To discuss the sufficiency, suppose at first that a, b, c satisfy (26) and (27) 
with strict inequality. In this case (25) gives the dominant terms of (21) as 
y 0, so that (21) holds for |y| < 46, say. To obtain the result for large y, 
we divide the interval (0, y) into a number of subintervals each of length < 6. 
The desired inequality holds for each subinterval, it is preserved by the * 
product*), and hence, it holds for the whole interval [see (18)]. 

If we have strict inequality in (26), but equality in (27), we change a 
slightly so that (27) is again an inequality. Since uw, v, w depend continuously 
on the coefficients a, b,c in the closed interval J (for small variation of the 
coefficients) the desired result is obtained in this case also. 


3) Since (21) is preserved by matrix multiplication, this use of the * product could 
be replaced by a similar use of matrix products if desired. 











244 R. M. REDHEFFER: 





When we have equality in both (26) and (27) we are required to establish 
equality in (21). We therefore use the exact solution, (24), taking c= —@ 
and b =i B. Since 

h?= |a/?-— B 


the constant A is pure real or pure imaginary; and there is no difficulty in 
showing that, in either case, (21) holds as an equality. 

So far we have assumed a, b,c constant. In the general case, let a, b, c 
be approximated by step functions a,, },,c¢, which themselves satisfy the 
appropriate condition (22) or (23). In each interval of constancy we have 
the desired inequality (19); and hence the inequality may be obtained for 
the whole interval by the rule of composition, (18). Passing to the limit as 
a,,—> a, b, > b, ¢,> ¢ yields the desired result. Discussion of the lossless case 
is similar. 

It remains to establish the converse. Suppose that (22) fails at some 
point y, of J. In that case there is an interval with y, as left-hand end point, 
or with y, as right-hand end point, throughout which (22) fails. And hence 
there is a point y, such that (22) fails in an interval with y, as left-hand end 
point. We choose z= y,, and consider the behavior of the system when 
y > x but y — x>0. Now, the solutions of the given equation are asymptotic 
to those of the equation with constant coefficients a(x), b(x), c(x). The latter 
solutions do not satisfy the desired inequalities, as y > x; see discussion of (26) 
and (27). Hence, the solutions of the given equation do not satisfy these 
inequalities either. Discussion of (23) and of the lossless case is similar. The 
corollary follows from Theorem I. 


Physical Interpretation. Let a stratified dielectric medium (or a four- 
terminal network) have right-hand reflection coefficient u, transmission 
coefficients e°= ¢t, and left-hand reflection coefficient w. Then (2) gives the 
over-all reflection, when this network is backed by a reflection k on the left 
rather than by a matched line. That the resulting transformation of the 
complex variable k maps circles into circles is a familiar fact of transmission- 
line theory. 


Between the network and the source of reflection k is a cavity; and the 
condition for resonance of this cavity is that wk be positive real. If |wk| = 1, 
the cavity has an infinite “Q’’, that is, a resonance bandwidth of 0. The 
behavior of such a cavity at resonance is undetermined; we get one result 
if the cavity is kept on resonance as Q-> co, and we get another result if 
Q — oo first, with the adjustment for resonance made afterward. This inter- 
pretation shows why the condition wk = 1 should be (as it is) troublesome. 

A similar interpretation applies to (16), the cavity being formed now by 
a network with coefficients u,,¢t,,w, and a second network with coefficients 
Ug, tp, W,. The condition u,w,= 1 means again that we have resonance and 
infinite Q@. The resulting indeterminacy is reflected in the linear system (14); 
when u,w,= 1 a certain 4™ order determinant associated with the system is 0° 
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The other algebraic results‘) also correspond to simple properties of net- 
works [4], and in particular, the terms “dissipative” and “lossless” agree 
with engineering usage. 

We shall use the foregoing analysis to solve a simple but interesting 
problem in the theory of dielectric media. Let the medium be bounded by 
two planes perpendicular to the y axis at 0 and y, and let the dielectric con- 
stant e = e(y) and permeability « = u(y) depend on y only. Associated with 
such a medium are six real functions of y, 


(28) 7, To b, to, @, Oo 
defined by 
right-hand reflection: w= re‘ 
(29) transmission : e” = tetts 
left-hand reflection: w= e'e. 


Suppose, now, that six functions (28) are prescribed. In what circumstances 
can they be realized as coefficients (29) of a dielectric medium ? This question 
will be discussed here. For simplicity the medium is assumed lossless ; that is, 
é and yu are assumed real. 

By piling up plates of different materials one can construct dielectric 
media in which ¢ and y have simple discontinuities. We can suppose, however, 
that ¢ and yu have only finitely many discontinuities, and none of the second 
kind. Thus, 

e€D, wEeD 


where D is the class of piecewise continuous functions introduced previously. 

On physical grounds one expects ¢ and yu to satisfy other conditions, such 
as e > 0, « > 0; in fact, most materials have ¢ = &, u = fy. The situation 
may be described by saying that (e, ~) must belong, for every value of y, 
to some specified region R of the (e, u) plane. Since (34) and (35) yield « 
and yu in terms of the coefficients, 


&=f (7, Tt), H= G(T, To bo) 
the condition (e,u)¢€R might be postulated as an extra requirement for 
realizability. We prefer, however, not to complicate the statement of the 
theorem in this way. 

Since r, and go, are undefined when r= 0, the following convention is 
adopted. At limit points of the set in y where r + 0, an expression containing r, 
Or @» is defined by continuity. (The existence of the relevant limits will be 
implied by the hypothesis.) On the other hand at interior points of the set 
r= 0 we have r’=0, where the ’ stands for d/dy. Our expressions will be 
meaningful if we agree that p cosrs= p sinrg= p 0)= 0 whenever p=0. With 
these preliminaries, we can state the following theorem: 

Theorem V. The functions u, e*, and w of (29) can be realized as coefficients 
of a lossless dielectric medium if and only if u,v, and w are continuous and satisfy 


*) Observe that the product defined in (4) of [4] is the * product of the present paper. 
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ty € D together with 


(30) 1-r=f=1- ?? 

(31) 2tot (2n + 1) %=—-19+ Op (r + 0, an integer) 
(32) r’ coST9+ Fr 09 SinT>= 0 

(33) r’ sinry— r og cosrgé D. 


If the function (33) be denoted by y < D, the dielectric constant and permeability 
are uniquely determined by 

(34) (2 a/A) eleg= ty — (p/t?) (r cosry— 1) 

(35) (2 2/A) u/Mo= to — (y/t®) (r cosrg+-1) . 

Suppose that the functions (29) are the coefficients of a lossless dielectric 
medium with e ¢ D, u € D. Then®) wu, v, and w are continuous solutions of (1), 
with z = 0 and with 

a=c=(ri/A) (e/eg— m/Mo) = 1% 
b =(x iA) (e/egt+ uluo) = * B . 
Here « and £ are defined by the equations. Since « and # are real Theorem IV 
gives (30) and (31), which enable us to express (1) in terms of r, ro, and fy. 


Separating (1) into real and imaginary parts yields six real equations for 
r, Yo, and f), namely, 


—rrosinry+ 1 cosry= —2 Brsinry— ar? sin2r, 
rry cosTy+ 1’ sinrg= a + 2 Breosry+ a rcos2r, 
rr’=arsinry (#@= 1 — r*) 
(36) th = B+ arcosry 
(37) r= afsinr, 
(38) r 09 = — afcosr,y (09 = 2 t — 19) 


where the ’ stands for d/dy. It is easy to see that this system is equivalent 
to the three independent equations, (36)—(38); and (37), (38) in turn are 
equivalent to a system in which the coefficient of « does not vanish: 


(39) at—=r’ sinry— 7 04 COS Ty 

(40) 007 sinryg+ 7’ cosrya= 0. 

These yield (32) and (33). Equations (34) and (35) follow from (36) and (39). 
Also, since r cosr,= Re(u) is continuous, (36) gives t) ¢ D. 

If r = 0 throughout an interval then u = u,= 0, so that (1) implies « = 0, 
B=. This result is also given by (34) and (35), and hence the proof of the 
necessity is complete. Inasmuch as (36), (39), and (40) are equivalent to (1), 
the converse presents no difficulty. That «¢ D, 6 « D follows from (34) and 
(35), since as before r cos r, is continuous. 

a See [5], for example. The expression for ¢ in (16) of [5] should be preceded by +, 


not —. 
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Another Interpretation: Probability. According to one’s preferences, the 
foregoing remarks are concerned with geometrical optics, physical optics, 
tapered transmission lines, distributed-parameter networks, or with a boundary- 
value problem in electromagnetic theory. (The distinction between these 
various topics virtually disappears when there is as much symmetry as we 
have assumed.) Another physical model, which has little in common with 
any of the foregoing, is given by [1]. Since the methods of the present paper 
enable us to generalize the results of [1], a summary of those results is pre- 
sented in the following paragraph. 

A material endowed with mass is distributed on a line; and a molecule 
moving on this line may be reflected, transmitted, or absorbed. These pheno- 
mena are assumed to be random, and independent with respect to nonover- 
lapping segments. Indeed, the probabilities associated with a given segment 
depend only on the direction of motion of the molecule and on the mass of 
material in the segment. The probabilities of transmission, reflection, and 
absorption for a segment of mass x are designated respectively by p(x), q(z), 
r(x) for a molecule moving from left to right, and by P(x), Q(x), R(x) for 
a molecule moving from right to left. Evidently, 


p+qt+r=P+Q+R=1 
so that r and R can be dispensed with. It is shown that 





_ —P(=) Ply) _ 

(41) p(x+y)= 1— Qz)e@ 
P(x) q(y) 
(42) q(x + y) =g(2) + FO as 


and each equation has a counterpart, obtained by interchanging small and 
capital letters. The authors exhibit the complete solution subject to the 
requirement that all variables p, q, . . . lie on [0, 1]. 

There is a remarkable analogy between this random-walk problem and 
the theory of transmission lines. The structure of (41) and (42) is identical 
with the rule of composition for nonbilateral networks studied in [4]; and 
the derivation given in [1] is equivalent to the multiple-reflection derivation 
of the basic equations in [2]. The fact that amplitudes are multiplied by 
transmission (or reflection) coefficients in [2] corresponds to the use of com- 
pound probability in [1]; the fact that amplitudes may be added in [2] corre- 
sponds to total probability in [1]. 

The analysis in [1] is concerned chiefly with the nonbilateral case; that is, 
p+ P. It was shown in [4], however, that this case can be reduced to the 
bilateral case by the change of variable t = (pP)'/*. Indeed, if one inter- 
changes x and y in the counterpart of (41), multiplies the resulting equation 
by (41), and takes the square root, one gets 


t(x)t(y) 
1 — Q(x) q(y) ° 


(43) t(ix+y)= 
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On the other hand (42) is 


t(x) q(y) 


(44) q(z + 9) =9(2) + 7— Oca) q@ 


with a similar expression for the counterpart. These relations*), unlike (41) 
and (42), are a special case of (18). 

The assumption [1] that the probability depends only on mass is very 
restrictive. In our notation, it implies that u,v, w are functions of y — z, 
and hence that a, b,c are constant in (1). To generalize the physical model 
let the probability depend not only on the mass but on the composition of the 
material; and let the material be inhomogeneous. There is now no question 
of an additive measure; the probabilities associated with a segment (z, y) 
depend on (z, y), not merely on y — x. Just as in [1] it is found that (18) 
holds where z < y < z and where 


u = probability of reflection if incident from the right 
e’=t = probability of transmission 

w = probability of reflection if incident from the left. 
In view of the foregoing remarks we confine our attention to the bilateral 
case; cf. derivation of (43) and (44). 

To interpret the matrix associated with wu, t, w let a molecule have proba- 

bility z, to be incident from the left and probability z, to be incident from the 
right. The molecule may emerge from the right in two mutually exclusive 


ways: by being incident from the left and then transmitted, or by being 
incident from the right and then reflected. Thus, 


(45) Zg= tz, + UZ, 

where z, is the probability of emerging from the right. Similarly the proba- 
bility of emerging from the left is 

(46) %= Wy, + ty 

so that the matrix has the physical meaning suggested by 


z, t u\(z 

(2)=(c #)(2)- 
It is possible to give a probability interpretation also to the system (14), 
with z,, 23, 2, the probability of left-to-right incidence at the right of, between 
and at the left of two adjacent segments, and z,,z,,z, the corresponding proba- 
bilities for right-to-left incidence (cf. [2)). 

Since we must ensure that our various probabilities lie between 0 and 1, 
we introduce the following definition: 





*) The system (43)—(44) was obtained in [5] for the problem of a homogeneous 
dielectric medium and solved on the assumption that w’(0) exists. It was shown that (1) 
holds with a,b,c constant. The analysis of [1] also leads to a Riccati equation; and 
since the solutions desired in [1] are monotonic, the existence of a derivative was proved, 
rather than assumed as in [5]. Equations (41) and (42) were formulated by C. Rytt- 
NaRDZEWSKI and presented to the Soc. Polonaise de Math. on Jan. 29, 1954. 
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Definition 2. The triple [u, t, w] is p dissipative if the conditions z,>= 0, 
Z,= 0 in (47) imply z,2= 0, z,= 0 and 
(48) Mt mS A+ 2. 
If (48) is replaced by equality the triple is p lossless. 

It is thought that the physical interpretation is sufficiently obvious; in 
particular, the lossless case corresponds to “0 probability of absorption’. 

Lemma 1. When two triples are p dissipative (or p lossless, as the case 
may be) so is their * product. 

Indeed if in (14) we have 

tt MS et My, Mt yS%wt 2s 

then it follows that z,+ z,< z,+ z,; and Lemma | is readily established. The 
next Lemma follows by inspection of (45) and (46) (and cf. also the proba- 
bility interpretation): 

Lemma 2. The triple [u, t, w] is p dissipative if and only if t=>0, u = 0, 
w = 0 and 
(49) t+usl, t+wesl. 


It is p lossless if and only if t > 0, u > 0, w > 0, and equality holds in (49). 

The physical situation enables us to postulate the initial conditions in (1); 
that is, it seems reasonable to suppose that the probability of reflection 
approaches 0, and of transmission approaches 1, as the thickness approaches 0. 
Theorem IV of [3] asserts then that (1) holds, if we assume that u, v, and w 
are differentiable on the line y= 2. When these derivatives are of class D 
so are a, b,c; and we can proceed from relations “in the small” to those ‘in 
the large” just as in the proof of Theorem IV. 

The inequalities of Lemma 2 become, in the previous notation, 


T=0,U20,Ws0,1+UsV,1-WsV 
or, choosing y small in (24), 
ay20,cy20, (a+ b)y<0, (c+b)ys0. 

Since these inequalities imply acy’< 6? y* the parameter fA in (24) is real, 
just as one would expect. In the lossless case a = c = — b and the system (1) 
may be solved explicitly. — These considerations yield the following: 

Theorem VI. Let a,b,c be piecewise continuous on a given interval I and 
let u,v, w be continuous solutions of (1) for x¢ I, y€ J in the sense explained 
above. Then 

(a) The triple [u, v, w] is p dissipative in the region x€I, yell, y2x if 
and only if a > 0, c > 0 and 
(50) a+6s90, b+ces0 

(b) The triple is p lossless in the same region if and only if a=0,c20 
and equality holds in (50). We have, then, 


-1 
1 wae mt —wa|t+ f away| 


Math. Ann. 133 
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(c) Similar results hold for y < x, with all inequalities reversed. 

In view of [3] (Theorem IV) already cited, the foregoing result solves the 
diffusion problem associated with the inhomogeneous one-dimensional medium. 
It would be interesting to drop some of the continuity restrictions. On the 
one hand the physical model is meaningful if there are mass points, and on 
the other hand, the expression (b) satisfies (18) when the integral is replaced 


by a Stieltjes integral. 
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Uber Differential-Differenzengleichungen 
mit anomalen Lésungen 
Von 


Wo.reane Haun in Braunschweig 


1. In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) habe ich einen neuen Beweis 
fiir den Satz mitgeteilt, daB die simtlichen Lésungen Y(z) einer linearen 
Differential- Differenzengleichung 


a,Y‘)(z) + a,-, Y-) (zx) Pare | 
+ a, ¥(x) + ag+ b,Y%x—h)+---+b,V(x—-—h)=0 
der Beziehung 
(2) lim Y(z)=0 fir 2++ 00 


geniigen, wenn fiir alle Nullstellen r;= u,;+ iv, der charakteristischen Funktion 


(1) 


(3) A (8) = a,8?+ a,_,8?-1+ +++ + a8 + gt e~** (b,87+ +++ + dg) 

die Ungleichung 

(4) Rer;= uj< —a<0 

mit festem « > 0 besteht. Es gilt dann sogar genauer 

(5) Y (x) = o(e(-*+#)#) 

fiir jedes positive «. Der Ausnahmefall, daB (4) durch die schwiachere Forderung 
(6) Rer;< 0 

ersetzt wird, ist bisher noch nicht untersucht worden. Dieser Fall wird nach- 
stehend behandelt, und zwar unter der Annahme, daB die r, der imaginiren 
Achse wirklich beliebig nahe kommen. Ich beweise, daB (2) richtig bleibt, 
wenn man den Begriff ,,Lésung‘‘ im Sinne der in A, §. 159 gegebenen Defi- 
nition versteht. Es laBt sich aber zeigen, daB neben den exponentiell ab- 
klingenden Lésungen bei gewissen Klassen von Gleichungen des betrachteten 
Typs auch ,,anomale“ Lésungen auftreten, die einer asymptotischen Beziehung 
der Form 

(7) lima’ Y(x) = K+0 (6 >0) 
geniigen, wenn z in geeigneter Weise gegen co geht. Ob das fiir alle Diffe- 
rential- Differenzengleichungen des vorliegenden Typs gilt, laBt sich dem mit- 
geteilten Beweis nicht entnehmen. 





1) Haun, W., Zur Stabilitat der Lisungen von linearen Differential-Differenzenglei- 
chungen mit konstanten Koeffizienten. Math. Ann. 181, 151—166 (1956). Bemerkupg 
dazu. Math. Ann. 182, 94 (1956). Diese Arbeit wird im folgenden mit A zitiert. Vgl. 
auch E. M. Wricut, The linear difference-differential equation with constant coefficients. 
Proc. Roy. Soc. Edinburgh A 62, 387—393 (1949). 
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2. Aus A, 2a” folgt, daB die geforderte Verteilung der Nullstellen nur ein- 
treten kann, wenn p=q ist. AuBerdem muB die ,,Vergleichsfunktion“ 
s(F* + e-™) unendlich viele rein imaginire Nullstellen haben; dazu muB8 


\a,| oa \b,| sein. Wir wollen nur reelle Koeffizienten betrachten und kénnen 
ohne Einschriinkung der Allgemeinheit a,= 1, 6,= + 1 und auBerdem h= 1 
setzen. Wir schreiben (3) in der Form 

R 
(8) A(s) = Q(s) (e-*s 1+ aur): 
Der Grad k des Polynomes R(s) ist héchstens gleich g— 1. Aus (8) ergibt 
sich, daB fiir eine Nullstelle r= u + iv von A(s) die Beziehungen 








(9) etm 1F2ReS+(S), 
F |Q\* — Re(R Q) 
(10) cetgv= — Tm(RQ) 


bestehen. Dabei ist r als Argument zu setzen. Wir entwickeln in (9) die 
linke Seite nach Potenzen von u und die rechte Seite nach Potenzen von v-. 
Es ist fiir groBe Werte von |r| 

(11) e-2u¢— ] — 2u + O(u?). 

Ferner ist 


Rir) _ R(r) Q(r) __ &o(u + iv) (u — iv) + c,(u + ivf (u — dil, aaeed 


(12) 





Qn) QQ) - d,(u + iv) (u — ivy +>: 

mit gewissen Konstanten ¢», ¢,,...,d ,... . Wenn k — q gerade ist, tritt 
im Zahler von (12) die Potenz v*+¢ mit reellem Koeffizienten wirklich auf: 
die héchste Potenz von v, die in dem reellen Nenner erscheint, ist v?¢. Es ist 
daher im Fall k — q gerade mit geiinderter Bezeichnung der Konstanten 


R_ chvtte+ O(vtte-t) 

Reo =~ Gee +O) = 0 

Dabei haben wir benutzt, daB nach Voraussetzungen u— 0 geht. Ist k — ¢ 

ungerade, so tritt im Zahler von (12) keine Potenz von v mit reellem Koeffi- 

zienten auf, die einen héheren Exponenten als k + q — 1 hat. Beachtet man 
(9) und (11), so erkennt man, daB die folgenden Beziehungen bestehen 


(13) u= Kv*-2+4 O(vt-¢-1) (k — q gerade) , 
(14) u= K,v'+ O(vt-}) ((sk—q-—1, k-—q ungerade). 








vt-4 4 O(vt-a-1) , 


In gleicher Weise laBt sich die Gleichung (10) behandeln. Ihre rechte Seite ist 
O(v*-*) bei ungeradem k — g und O(v’-**+*) mit t’=> 1 bei geradem k — gq. 
Wir setzen nun v = (2n + €) a + w(n). Dabei soll n eine hinreichend groBe 
ganze Zahl sein, und ¢ ist gleich 1 oder 0, je nachdem in (8) das obere oder das 
untere Vorzeichen gilt. Es ist dann 
ctgv = oe + O(w(n)), 


w(n) 
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und aus den abgeleiteten Beziehungen findet man analog zu (13) und (14) 


<5 ee (q — & ungerade) 
K,n-@-)- + O(n-(a-") -€ =1) (t! > 1,q—k gerade). 


Man kann die Ergebnisse in die folgende Aussage zusammenfassen: Fiir Null- 
stellen mit hinreichend groBen Absolutbetriigen besteht bei passender Nume- 
rierung eine Darstellung der Gestalt 


(15) r,=+(2n+e)mi-—an-*sibn-7 + R,. 


Dabei sind a und 6 reelle Konstanten, und zwar ist wegen (6) a > 0. Ferner gilt 


(16) R,= Ri,+ ik; mit Ri, =O(n-'-), Ry = O(n-7-), 

und es ist 

(17) y-l2f21 (q — k gerade) , 
B2y+1l22 (q — k ungerade) . 


3. Wir betrachten jetzt Lésungen der Funktionalgleichung (1), die die 
Form 
(18) Y (x)= S n-¢ Re e'n* (d = 2) 

n=1 
haben. Aus den Ergebnissen von A folgt, daB (2) fiir alle Lésungen richtig ist, 
wenn diese Beziehung fiir (18) bewiesen ist, da (18) fiir d = 2 das schlechteste 
Konvergenzverhalten zeigt, das iiberhaupt auftreten kann. Zur Vereinfachung 
der Rechnung wiahlen wir eine Zahl a’ > 0 so, daB \e".*| < exp(— a’xn-*) ist, 
und betrachten an Stelle von (18) die Reihe 
(19) Dd n-*exp(—a’xn-*). 
n=l 

Es sei 9 eine durch 0 < @ < 1 festgelegte, im iibrigen beliebige positive Zahl. 
Die von x abhangige ganze Zahl N sei durch die Ungleichung 


(20) N* < g-9< (N + 1/9 
bestimmt. Fiir den Anfangsabschnitt (1 < n < N) der Reihe (19) gilt 


N os 
’ n-4 exp(—a'xn-*) < exp(—a’'xN-*) ¥ 
Pp xp a 


— 
n 1 i= 


n-4 = O(exp(—a'xN-*)), 
1 
und da nach Definition z N-* = O(2*) ist, erhalt man 


y 
(21) Dd n-*exp(—a'xn-*) = O(exp(—a'r*)). 


n=1 


Den Reihenrest schitzen wir dadurch nach oben ab, daB wir iberall 
exp(— a’xn~*) durch 1 ersetzen, und erhalten 


oo x ’ 


1-d 
9« ’ = i > be (1 —6) 
(22) dy n-texp(-a'en)< SY n-4*=Olz 8 ). 
n=N+1 n=N+1 














co ; ~6 1-d 
oe exp(—a’xn-*) = of 2" ” ), 


und da (18) durch (19) majorisiert wird, ist die Behauptung (2) bewiesen. 
Wenn k — q gerade ist, kann man das Abnehmen der Reihe bei wachsendem 
x genauer studieren. Wir lassen x ganzzahlig bzw. geradzahlig gegen oo 
wachsen, so daB der dem Summanden (2 n + ¢«) 2 i entsprechende Bestandteil 
von r, in (15) bestaéndig den Wert 1 hat und unberiicksichtigt bleiben kann. 
An Stelle von (18) betrachten wir zunachst eine Reihe mit dem allgemeinen 
Glied 
(23) g(n) = n-* exp(—azxn-*) cos(brn-*) ; 
der dabei entstehende Fehler wird spiter noch abgeschiatzt. Weil k — q gerade 
ist, ist B< y. Daraus folgt, daB die Ausdriicke (23) fiir n > N positiv sind, 
falls x groB genug gewahlt wird; denn der letzte Vorzeichenwechsel von (23) 


1 
=) ein, und fiir groBe x ist (wegen f < y) sicher 





tritt far n= N,= ( 


7 1-6 


N,=(=*)"<Nse7. 
i 4 





Wir wollen die Reihe >’ g(n) mit dem Integral { g(y) dy vergleichen. 
N+1 N+1 
Wenn h(y) eine monotone positive Funktion ist, so gilt bekanntlich 


| m, k=m, 
(24) fh(y)dy-— SX hk) 
m, 


S |h(m,) — h(m,)|. 





Der Integrand g(y) ist fir y> N+ 1 positiv. Seine Extremalstellen be- 
friedigen die Gleichung 

ybay’tg(bry-’)=d-—apry’. 
Setzt man bxy-”’ = w und schreibt die Gleichung in der Form 

ne 728 2 

ywtgw=d-apb *x2 wr, 
so erkennt man durch Betrachtung des graphischen Bildes dieser Gleichung, 
daB sie im Bereich 0<w< = nur eine Wurzel hat. Diesem Bereich ent- 


spricht der Bereich N,< y < co, der das Integrationsintervall (N + 1, co) um- 
faBt. Der Integrand g(y) hat also im Integrationsintervall héchstens eine 
Extremalstelle y,, die nahe bei N, liegt. Um das Integral mit der Summe zu 
vergleichen, mu8 man die Formel (24) auf die Intervalle (N + 1, y,) und 
(y%, 00) bzw. auf (N + 1, 0c) anwenden, wobei noch zu beriicksichtigen ist, 
da8 y, keine ganze Zahl zu sein braucht. Die Fehlerglieder sind O(g(y,)) bzw. 
O(g(N + 1)); sie sind also sicher o(exp(— a2®), so daB 


(25) 2 9(n)= f gly) dy + o(exp(—a2")) 


Ne=n+ 
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ist. Zur Berechnung des Integrals fiihren wir die neue Integrationsverinder- 
liche z = x y~* ein und erhalten 

N; 


1 1—d on ae a a 
(26) Bt B Jf exp( a2) cos (62 i a8) 2 B dz. 


Die neue obere Grenze ist 
B 
N,= 2(N + 1)-# = o( 2! -¥). 
Wenn «x iiber alle Grenzen wiichst, geht (wegen £ < y) das Integrations- 
intervall gegen unendlich; das Integral bleibt aber beschrinkt. Es folgt 


1-—d 


Take ~ tone B , 
N41 


und wegen (25) gilt die gleiche Aussage fiir den Reihenrest 5° g(n); denn das 
N+1 


Fehlerglied in (25) nimmt exponentiell ab. Beachtet man noch (21), so sieht 
man, daB die Beziehung 
oo 1-—d 
(27) Dd g(n) ~ konst.x 7 
n=1 
gilt, und es ist nun nur noch der Fehler abzuschitzen, der beim Ubergang 
von (18) zu (23) entstanden ist. Dabei interessiert nur der Reihenrest, da der 
Reihenanfang sowieso exponentiell abklingt. Wir kénnen den Fehler als Reihe 
mit dem allgemeinen Glied 
G(n) = n-*exp(— axn-*+ixbn-’) (1 — exp(xR,)) 
schreiben. Da nur groBe n in Frage kommen, kann man den letzten Faktor 
durch «R,= xR}, + ixR;{ ersetzen. Die Reihe § G(n) kann also als Summe 
zweier Reihen dargestellt werden, die sich bis auf einen Faktor x einzeln 
wie )" g(n) verhalten. Es ist nur n~¢ in n-4~-*—! bzw. in n-4*~-”-! umzuiandern. 
Wenden wir auf diese beiden Reihen die Formel (27) an, so zeigt sich, daB 


1—d—y-1 


1+. 


sie ol « 8 ) bzw. ols fd ) sind. Beide Ausdriicke sind 


1-d 
he 7), und (27) gilt auch fiir die urspriingliche Reihe (18). 

Damit ist die Behauptung (7) im Fall eines geraden g — k und bei ganz- 
bzw. geradzahliger Annéherung von x gegen co bewiesen. 


( Bingegangen am 3. Dezember 1956) 





Barr, R. 
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Engelsche Elemente Noetherscher Gruppen 


Von 
REINHOLD Baer in Frankfurt 


Sind x und y Elemente einer Gruppe G, so wollen wir ihren Kommutator 
xoy= x-!y-'zy nennen. Die iterierten Kommutatoren 2 oy werden dann 
induktiv durch die Formeln 

roy = yy, z@+*Doy= ro[x Dy] 
definiert. 


Definition L: Das Element a der Definition R: Das Element a der 
Gruppe G heiBe links-engelsch, wenn Gruppe G heiBe rechts-engelsch, wenn 
fiir jedes x aus G die 1 in der Folge _ fiir jedes x aus G die 1 in der Folge 
a® o x vorkommt. x oa vorkommt. 


Es ist klar, daB ein 7 | engeleches Element a aus G auch ein 
rechts 





links 
ms 
engelsches Element einer jeden a enthaltenden Untergruppe von @ ist und 
daB Epimorphismen derartige Elemente auf gleichartige Elemente abbilden. 

Zur Erlauterung dieser Begriffe mége folgende Bemerkung dienen. Ein 
Gruppenelement ¢ induziert die eindeutige Abbildung x — to x von G in sich; 
und die i-te Potenz dieser Abbildung bildet das Element z auf toz ab. Die 
von links-engelschen Elementen induzierten Abbildungen sind also in einem 
ganz bestimmten Sinne nilpotent; die entsprechende Deutung der rechts- 
engelschen Elemente ist naheliegend, wenn auch nicht ganz so anschaulich. 

Zum Aussprechen unserer Resultate miissen wir an solche Begriffe wie 
, absteigende Zentrenkette“ und ,,endliche Klasse“ erinnern. Sind A und B 
Teilmengen der Gruppe G, so sei unter Ao B die von allen Kommutatoren 
aob mit a in A und 6 in B erzeugte Untergruppe von @ verstanden. Ist NV 
ein Normalteiler der Gruppe G, so sei die absteigende Kette der Normalteiler 
Go WN von G induktiv durch die Formeln 


GOoN=N, G&+*VON = Go[GMoN] 


erklart. Der Normalteiler N ist von endlicher Klasse in G, wenn die 1 in der 
Reihe der Go N vorkommt. Dies ist aiquivalent mit der Bedingung: N ist 
in einem (endlich indizierten) Glied der aufsteigenden Zentrenreihe von G 
enthalten. Anstatt zu sagen, daB G von endlicher Klasse in @ ist, sagen wir 
kiirzer, daB G von endlicher Klasse ist. 

Die Klasse der zu a in G konjugierten Elemente werde mit a® bezeichnet, 
so daB {a} der kleinste a enthaltende Normalteiler von G ist. 
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SchlieBlich sei noch daran erinnert, daB eine Gruppe Noethersch heiBt, 
wenn alle ihre Untergruppen endlich erzeugbar sind; diese Eigenschaft ist 
aquivalent mit dem Obergruppensatz und der Maximalbedingung. Wir werden 
im folgenden meist Gruppenelemente a betrachten, die einen Noetherschen 
Normalteiler {a°} aufspannen. 


Satz L: Ist {a%} Noethersch, so ist a Satz R: Ist {a%} Noethersch, so ist a 
dann und nur dann links-engelsch inG, dann und nur dann rechts-engelsch inG, 
wenn {a°} von endlicher Klasse ist. wenn {a} von endlicher Klasse in G ist. 


Ehe wir an den Beweis dieser Hauptresultate herantreten, sei noch auf 
einige einfache und interessante Folgerungen hingewiesen. 

Bekanntlich ist das Produkt zweier Normalteiler endlicher Klasse ebenfalls 
ein Normalteiler endlicher Klasse; siehe etwa BaER [4], 8. 406, Lemma 4. Ist 
also G eine Noethersche Gruppe, so ist auch das Produkt F(G) aller Normal- 
teiler endlicher Klasse eine charakteristische Untergruppe endlicher Klasse, die 
im Falle endlicher Gruppen natiirlich mit der Fittingschen Untergruppe 
iibereinstimmt. — Sind A und B Normalteiler der Gruppe G, so ist 
Go(A B)= (Go A) (Go B), woraus durch eine naheliegende Induktion auch 

#0 9(A B) = (@ 0 A) (@ o B) folgt. Sind also die Normalteiler A und B von 
endlicher Klasse in G, so ist auch ihr Produkt von endlicher Klasse in G. Ist ins- 
besondere G eine Noethersche Gruppe, so ist also das Produkt H (G) aller Normal- 
teiler, die von endlicher Klasse in G sind, eine charakteristische Untergruppe, die 
von endlicher Klasse in G ist und die offenbar mit dem Endglied der auf- 
steigenden Zentrenkette von G iibereinstimmt, im Falle endlicher Gruppen 
also grade das Hyperzentrum ist. Offenbar wird H(G@) < F(@). 

Unter Benutzung dieser Begriffsbildungen erhalt man nun aus den Satzen L 
und R sofort die folgenden Resultate, die zwar priignanter, aber auch schwicher 
als diese Sitze sind. 


Satz L’: Ist G eine NoetherscheGruppe, Satz R’: Ist G eine Noethersche Gruppe, 
so ist F(G) genau die Gesamtheit der so ist H(G) genau die Gesamtheit der 
links-engelschen Elemente aus G. rechts-engelschen Elemente aus G. 


Weiter ergibt sich aus den Siatzen L und R sofort die folgende wichtige 
Tatsache. 

Folgerung N: Ist {a%} Noethersch und a rechts-engelsch, so ist a auch links- 
engelsch. 

Es scheint eine offene Frage zu sein, ob rechts-engelsche Elemente stets 
auch links-engelsch sind ; siehe in diesem Zusammenhang Folgerung A unten. — 
Folgerung N legt es nahe, Elemente, die links- oder rechts-engelsch sind, kurz 
als engelsch zu bezeichnen. 

Satz N: Eine Noethersche Gruppe ist dann und nur dann von endlicher 
Klasse, wenn sie von ihren engelschen Elementen erzeugt wird. 

Dies folgt miihelos aus Satz L’ und Folgerung N, wenn man sich nur daran 
erinnert, daB F'(G) fiir Noethersches G von endlicher Klasse ist. 
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Aus Satz N folgt auch die — freilich viel schwaichere — Aussage, daB eine 
Noethersche Gruppe dann und nur dann von endlicher Klasse ist, wenn jedes 
ihrer Elementepaare eine Untergruppe endlicher Klasse erzeugt. 

Es ist eine offene Frage, ob es méglich ist, in Satz L und R die Voraus- 
setzung, daB {a°} Noethersch ist, durch die schwaichere Annahme zu ersetzen, 
daB {a“} endlich erzeugbar sei. Gleichwertig hiermit ist die Frage, ob endlich 
erzeugbare, von ihren engelschen Elementen erzeugte Gruppen von endlicher 
Klasse sind. Satz A unten wie auch die Uberlegungen des Abschnittes G 
liefern Resultate, die in diese Richtung deuten. 

Zusatz: Die Gesamtheit der engelschen Elemente endlicher Ordnung in einer 
Noetherschen Gruppe ist eine endliche, nilpotente, charakteristische Untergruppe. 

Dies folgt sofort aus Satz L’ und Folgerung N, wenn man sich nur daran 
erinnert, daB die Elemente endlicher Ordnung in einer Noetherschen Gruppe 
endlicher Klasse eine endliche und nilpotente Gruppe bilden; siehe etwa 
Baer [3], S. 300, Satz D. 

Was fiir Gruppen gilt, die von engelschen Elementen erzeugt werden, 
gilt a fortiori von Gruppen, deren simtliche Elemente engelsch sind, so daB 
unsere Sitze mancherlei bekannte Resultate als Spezialfialle enthalten. — 
Ob im allgemeinen die Gesamtheit der engelschen Elemente einer Gruppe eine 
Untergruppe ist, ist freilich auch noch eine offene Frage. 

Satz L und Satz N hat ScHENKMANN fiir den Spezialfall endlicher auflés- 
barer Gruppen bewiesen. Ebenso hat SCHENKMANN den obigen Zusatz fiir 
endliche Gruppen bewiesen. 

Das Hinreichen der in Satz L und R ausgesprochenen Bedingungen 
folgt ohne weiteres aus den fraglichen Definitionen. Der Beweis der Not- 
wendigkeit dieser Bedingungen wird in mehreren Schritten ausgefiihrt werden, 
weitgehend durch Zuriickfiihren allgemeiner Situationen auf speziellere. 

A. In diesem Abschnitt wollen wir die Lage engelscher Elemente in auflés- 
baren Gruppen erértern. Es sei daran erinnert, daB wir unter einer auflésbaren 
Gruppe (in Verallgemeinerung bekannter Begriffsbildungen) stets eine Gruppe 
verstehen, deren von eins verschiedene homomorphe Bilder immer von eins 
verschiedene abelsche Normalteiler besitzen; fiir eine Diskussion dieses Be- 
griffs sei auf Barr [4], 8.420 verwiesen. Insbesondere sei daran erinnert, 
daB eine Noethersche Gruppe dann und nur dann auflésbar ist, wenn eine 
ihrer Ableitungen gleich 1 ist. 

Folgerung A: Ist {a%} auflésbar und a rechts-engelsch, so ist a auch links- 
engelsch. 

Beweis: Wire dies nicht wahr, so gibe es ein Element z in G derart, daB 
die 1 nicht in der Folge der a“ oz mit positivem i vorkommt. Aus dem 
Maximumprinzip der Mengenlehre erschlieBen wir dann zunichst die Existenz 
eines maximalen Normalteilers K von {a%}, der keines der Elemente ao x 
enthalt; und wir erinnern daran, daB jedes a“oz in dem a enthaltenden 
Normalteiler {a°} von G@ liegt. Es folgt insbesondere, daB H = {a%}/K ein 
von 1 verschiedenes homomorphes Bild der auflésbaren Gruppe {a%} ist. 
Es existiert also ein abelscher Normalteiler A + 1 von H. Wir setzen a*= Ka; 





oC ae -— ! he? 


— 
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und wir erschlieBen aus A + 1 und der Maximalitaét von K die Existenz einer 
positiven ganzen Zahl k derart, daB y = K (a) oz) in A liegt. 

Ist s ein Element aus A, so liegen s und a*-'sa* beide in dem abelschen 
Normalteiler A von H. Also wird 


(a* s-1)oa* = sa*—!a*—1q* s-1a* = sa*-!s-1a* = a*-13-1a*s = a*os. 


Ist ¢ ein weiteres Element aus A, so liegen s, ¢ und a*-'ta* simtlich in dem 
abelschen Normalteiler A von H. Also wird 


(a*s—)ot = sa*-'t-1a* s-1t = a*-!t-“a*t = a*® ot. 
Hieraus ergibt sich durch eine naheliegende Induktion, daB 
(a* 8) oa*= at*Mo8 


fiir jedes positive i und jedes s aus A gilt. 

Mit a ist auch a* rechts-engelsch. Also gibt es eine positive ganze Zahl h 

derart, daB (a* y)™ oa*= 1 ist. Da y in A liegt, so folgt nun, daB 

K [a®*% 02) = K [ao (ao z)] = a*%oy= (at¥y")oat= 1 
ist und daB also a“*” o x zu K gehért im Widerspruch zu unserer Wahl von K. 
Aus diesem Widerspruch ergibt sich dann, daB a links-engelsch ist, q.e d. 

Satz A: Endlich erzeugbare, von ihren engelschen Elementen erzeugte, auflés- 
bare Gruppen sind von endlicher Klasse und also Noethersch. 

Bemerkung: Dieser Satz A ist ein Gegenstiick zu dem in der Einleitung 
genannten Satz N. Er enthilt als Spezialfall ein Resultat von K. W. Gruen- 
BERG, S. 378, Theorem 1. 

Es wird bequem sein, dem Beweis von Satz A einen Beweis des folgenden 
auch an sich interessanten Resultats vorauszuschicken. 

Hilfssatz 1: Ist N + 1 ein Normalteiler der Gruppe G, die von ihren links- 
engelschen Elementen erzeugt wird, ist weiter die von G in N induzierte Auto- 
morphismengruppe Noethersch und von endlicher Klasse, so ist N-\ Z(G) + 1. 

Hier wie stets sei unter Z(G) das Zentrum der Gruppe G verstanden. 

Beweis: Es sei K der Zentralisator von N in G. Dann ist K ebenfalls ein 
Normalteiler von G und G/K ist im wesentlichen mit der von G in dem Normal- 
teiler N induzierten Automorphismengruppe identisch. Hieraus und aus 
unserer Voraussetzung folgt dann, daB G/K Noethersch und von endlicher 
Klasse ist. Ist K = G, so ist 1 << N <= Z(G), ein Fall, den wir im folgenden 
ausschlieBen kénnen. 

Ist U eine Untergruppe von G, so sei L(U) die Gesamtheit der in U ent- 
haltenen links-engelschen Elemente aus G. Wir betrachten nun eine Unter- 
gruppe U von G, die den folgenden Bedingungen geniigt : 

KsU<G und U= K{L(0)}. 
Da G/K Noethersch und von endlicher Klasse ist, so existiert eine endliche 
Kette von Untergruppen U (i) mit folgenden Eigenschaften: 
U = U(O), U(i) ist ein Normalteiler von U(i+ 1), U(k)=G. 
Da U < G und G = {L(G@)} ist, so gibt es eine ganze Zahl j derart, dab 


L[U(j)\= L(U) < L[{U(j + 1)) 
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ist. Es sei e ein Element aus L[U(j + 1)], das nicht in L[U(j)] liegt. Da e 
dem Normalisator von U (j) angehért, und da links-engelsche Elemente durch 
Automorphismen wieder auf links-engelsche Elemente abgebildet werden, so 
gilt : 
e!Ue=e"'K{L(U)}e= Ke U{L[U(j)}}e= K{L[e! U(j) e}} 
= K{L[U (j)}} = K{L(U)} = U; 

und damit haben wir die Existenz eines links-engelschen Elementes e dar- 
getan, das zwar dem Normalisator von U, aber nicht U selbst angehért. 

Durch wiederholte Anwendung des eben erzielten Resultats konstruiert 
man nun eine endliche Kette von Untergruppen K(i) mit folgenden Eigen- 
schaften: 

K = K(0), K (i) ist (echter) Normalteiler von K (i + 1), K(m) = G; 

K (i) = K{L[K (i)}}; 

K (i + 1) = K (jt) {e(¢)} fiir geeignetes links-engelsches e (7). 

(DaB diese Kette wirklich nach endlich vielen Schritten in @ endet, folgt 
natiirlich daraus, daB G/K Noethersch ist.) 

Wir bilden weiter den Durchschnitt H(i) von N mit dem Zentralisator 
von K(i). Da die K(i) eine aufsteigende Kette von Untergruppen bilden, 
so bilden die H (i) eine absteigende Kette von Untergruppen. Da K = K (0) der 
Zentralisator von N ist, so ist H(0)= N; und aus G= K(m) folgern wir 
H(m)= NOZ(G@). 

Nach Voraussetzung ist H(0)= N+ 1. Wir kénnen also die Induktions- 
annahme H(i) + 1 machen. Da K (i) ein Normalteiler von K(i + 1) ist und 
da N ein Normalteiler von G ist, so liegt K (i + 1) im Normalisator von H (i). 
Ist x irgendein von | verschiedenes Element aus H (i), so liegen alle Elemente 
der Folge e(i)” ox in H(i). Da e(i) ein links-engelsches Element ist, so ist 
die 1 in der Folge e(i) ow enthalten. Da schlieBlich e(i)%ox = x + | ist, 
so existiert eine ganze Zahl r derart, daB t= e(i)o2-+ 1 ist, wihrend 
e(t)ot = e(t)"* Yoxa= 1 ist. Also ist t ein von 1 verschiedenes Element aus 
H(i), das nicht nur mit jedem Element aus K (i), sondern auch mit e(i), und 
also mit jedem Element aus K (i) {e(i)} = K(i + 1) vertauschbar ist. Also 
gehért ¢+ 1 zu H(i+ 1). Damit haben wir durch vollstandige Induktion 
gezeigt, daB alle H(i) + 1 sind. Insbesondere ist N ~\ Z(G) = H(m) + 1, q.e.d. 

Hilfssatz 2: Ist die endlich erzeugbare Gruppe G nicht von endlicher Klasse, 
so gibt es unter den Normalteilern X von G, deren Faktorgruppe nicht von end- 
licher Klasse ist, einen maximalen. 

Ein Beweis dieses Resultats findet sich bei Barr [4], 8. 410, Lemma 4. 

Beweis von Satz A: Es sei G eine endlich erzeugbare auflésbare Gruppe, 
die von ihren engelschen Elementen erzeugt wird. Aus Folgerung A ergibt 
sich, daB G sogar von seinen links-engelschen Elementen erzeugt wird. 

Wire @ nicht Noethersch und von endlicher Klasse, so wire G nicht von 
endlicher Klasse, da ja, wie schon bemerkt, endlich erzeugbare Gruppen 
endlicher Klasse stets Noethersch sind. Aus Hilfssatz 2 folgt dann die Existenz 
eines Normalteilers M von G@ derart, daB G/M nicht von endlicher Klasse ist, 
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wahrend jedes echte homomorphe Bild von G/M von endlicher Klasse und also 
auch Noethersch ist. 

Da G auflésbar ist, so existiert ein abelscher Normalteiler A/M + 1 von 
G/M. Der Zentralisator B/M von A/M in G/M enthalt natiirlich den abelschen 
Normalteiler A/M. Als echtes homomorphes Bild von G/M ist also G/B 
Noethersch und von endlicher Klasse. Wir bemerken weiter, daB G/B im 
wesentlichen mit der Gruppe der von G/M in A/M induzierten Automorphismen 
identisch ist. SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB G/M mit G endlich 
erzeugbar ist und von seinen links-engelschen Elementen erzeugt wird. Da- 
mit ist die Anwendbarkeit von Hilfssatz 1 dargetan. Hieraus folgt ins- 
besondere, daB Z(G/M) + 1 ist. Als echtes homomorphes Bild von G/M ist 
aber (G/M)/Z(G/M) von endlicher Klasse, so daB auch G/M von endlicher 
Klasse ist. Dies widerspricht unserer Wahl von M; und aus diesem Wider- 
spruch folgt, daB G Noethersch und von endlicher Klasse ist, q.e.d. 

B. Beweis der Tatsache, daB ein Element aus einer endlichen Gruppe dem 
Hyperzentrum dieser Gruppe angehért, wenn es rechts-engelsch ist und einen 
auflésbaren Normalteiler aufspannt. Wire dies nicht wahr, so giibe es eine 
Gruppe G kleinster endlicher Ordnung mit folgenden Eigenschaften : 

(B. 1) Es gibt ein rechts-engelsches Element a in G, das nicht im Hyper- 
zentrum von G liegt, obwohl {a%} auflésbar ist. 

Aus der Minimalitaét von G folgt sofort die folgende Tatsache: 

(B. 2) Ist X + 1 ein Normalteiler von G, so liegt Xa im Hyperzentrum 
von G/X. 

Angenommen, X + | sei ein X -\{a%} = 1 erfiillender Normalteiler von G. 
Dann folgt aus (B. 2), daB X {a%}/X im Hyperzentrum von G/X liegt; und dies 
ist gleichwertig damit, daB 

GMof{a% sX 
fiir hinreichend groBes i gilt. Da aber {a%} ein Normalteiler von G ist, s0 ist 
dann sogar Go {a9} < Xn {a% =1; 
und daraus wiirde also folgen, daB a im Hyperzentrum von G liegt. Dies 
widerspricht (B. 1); und damit haben wir folgendes bewiesen : 

(B. 3) Ist X + 1 ein Normalteiler von G, so ist X > {a%} + 1. 

Aus (B. 3) folgt insbesondere, daB {a%} jeden minimalen Normalteiler von G 
enthalt. Sind nun A und B zwei verschiedene minimale Normalteiler von G, 
so ist Ar, B= 1. Aus (B. 2) folgern wir wieder, da8 {a%}/A im Hyperzentrum 
von G/A und {a%}/B im Hyperzentrum von G/B liegt. Dann gibt es aber eine 
positive Zahl j derart, daB 

G%o{a s AN B=1 
ist; und hieraus folgt wieder, daB a im Hyperzentrum von G liegt. Aus diesem 
Widerspruch mit (B. 1) ergibt sich dann, daB 

(B. 4) es einen und nur einen minimalen Normalteiler M von G gibt. 

Aus (B. 3) schlieBen wir, daB M in {a%} liegt. Aus (B. 1) folgt die Auflésbar- 
keit des minimalen Normalteilers M von G; und hieraus ergibt sich weiter 
die folgende Tatsache: 
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(B. 5) M ist eine elementare abelsche p-Gruppe und M < {a®}. 

Als niachstes wollen wir zeigen, daB G = {a%} ist. Ware dies nicht wahr, 
so wire A = {a%} eine von ihren rechts-engelschen Elementen erzeugte auflés- 
bare Gruppe, deren Ordnung kleiner als die von G wire. Aus der Minimalitat 
von G wiirde dann folgen, daB A sein eigenes Hyperzentrum ist, daB also A 
nilpotent ist. Als nilpotente Gruppe ist dann A das direkte Produkt einer 
p-Gruppe und einer Gruppe B, deren Ordnung zu p teilerfremd ist. Da B 
alle Elemente aus A enthalt, deren Ordnung zu p teilerfremd ist, so ist B 
eine charakteristische Untergruppe des Normalteilers A und also selbst ein 
Normalteiler von G. Aus (B. 5) folgt M7 B= 1. Da aber M nach (B. 4) in 
jedem von | verschiedenen Normalteiler von @ enthalten ist, so wird B= 1, 
so daB A eine p-Gruppe ist. Eine p-Gruppe liegt aber bekanntlich dann und 
nur dann im Hyperzentrum, wenn ihre Elemente mit allen Elementen von 
zu p teilerfremder Ordnung vertauschbar sind; siehe etwa Barr [1], S. 38, 
Theorem 1. Folglich gibt es ein Element g von zu p teilerfremder Ordnung 
in G, das nicht mit allen Elementen aus A vertauschbar ist. Dann ist g auch 
nicht mit allen Elementen aus dem Erzeugendensystem a® von A vertauschbar ; 
und wir kénnen o. B.d. A. annehmen, daB a und g nicht vertauschbar sind, 
daB also gOa + 1 ist. 

Wire nun {A, g} + G, so wire a ein rechts-engelsches Element aus der 
Gruppe { A, g}, deren Ordnung kleiner ware als die von G. Aus der Minimalitat 
von G folgt dann, daB a im Hyperzentrum von { A, g} liegt. Da die Ordnungen 
von a und g teilerfremd sind, so wiirde daraus die Vertauschbarkeit von a 
und g folgen, eine Unméglichkeit. Folglich ist G = {A, g} = A {g}. 

Aus (B. 2) folgt, daB A/M Teil des Hyperzentrums von G/M ist; und aus 
(B. 1) folgt, daB A nicht im Hyperzentrum von G liegt. Also liegt insbesondere 
M nicht im Zentrum von G. Da das Zentrum der p-Gruppe A eine von | ver- 
schiedene charakteristische Untergruppe von A und also ein von | verschie- 
dener Normalteiler von G ist, so liegt M nach (B. 4) im Zentrum von A. Folg- 
lich liegt A im Zentralisator von M. Aus G = A {g} folgt nun, daB ein Element 
aus M dann und nur dann im Zentrum von G liegt, wenn es mit g vertauschbar 
ist. Lage aber ein von I verschiedenes Element aus M im Zentrum von G, 
so wire der minimale Normalteiler M im Zentrum von G enthalten, eine von 
uns bereits ausgeschlossene Méglichkeit. Damit haben wir gezeigt, daB g mit 
keinem von | verschiedenen Element aus M vertauschbar ist. 

Wir haben friiher darauf hingewiesen, daB A/M im Hyperzentrum von 
G/M liegt, so daB also jedes Element aus der p-Gruppe A/M mit jedem Element 
von zu p teilerfremder Ordnung vertauschbar ist (siehe wieder BAER [1], S. 38, 
Theorem 1): Also sind insbesondere Ma und Mg miteinander vertauschbar, 
so daB das Element gOoa+ 1 in M liegt. Dann liegen natiirlich auch alle 
Elemente goa in M. Haben wir bereits gezeigt, daB g”)oa+ 1 ist, so er- 
innern wir uns daran, daB g mit keinem von | verschiedenen Element aus M ver- 
tauschbar ist. Also ist auch g’* ”Oa = go[g)0 a] + 1; und wir haben gezeigt, 
daB die 1 in der Folge der g 0 a nicht vorkommt. Dies widerspricht aber der Tat- 
sache, da8B a ein rechts-engelsches Element ist. Aus diesem Widerspruch folgt 
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(B. 6) G = {a®}. 

Wegen (B. 1) ist G = {a%} eine von ihren engelschen Elementen erzeugte, 
auflésbare, endliche Gruppe. Eine solche Gruppe ist aber nach dem ad A 
bewiesenen Satz A nilpotent, so daB a im Widerspruch zu (B. 1) im Hyper- 
zentrum von G liegt. Dieser Widerspruch zeigt dann die Giiltigkeit des fol- 
genden, im Anfang dieses Abschnitts B angekiindigten Spezialfalls von Satz R: 

Ist a ein rechts-engelsches Element aus der endlichen Gruppe G@ und {a®} 
auflésbar, so liegt a im Hyperzentrum von G. 

C. Aus Bakr [2], 8. 93, Satz 4 und 8S. 90, Satz 3 folgt miihelos die Giiltig- 
keit der folgenden Tatsache: 

(C. 1) Der endliche Normalteiler N der Gruppe G ist dann und nur dann 
von endlicher Klasse in G, wenn {z, g} fiir jedes x aus N und jedes g aus G 
eine Gruppe endlicher Klasse ist. 

Es sei nun a ein rechts-engelsches Element aus G und {a%} ein endlicher 
auflésbarer Normalteiler von G. Ist dann g irgendein Element aus G, so 
induziert g in dem endlichen Normalteiler A = {a%} einen Automorphismus 
endlicher positiver Ordnung n. Dann liegt g" im Zentrum von B = {A, g}, 
so daB B/Z(B) sicher eine endliche Gruppe ist. Ist u irgendein zu a in G 
konjugiertes Element (also ein Element aus a%), so ist Z(B)u ein rechts- 
engelsches Element der endlichen Gruppe B/Z(B), das in dem auflésbaren 
Normalteiler Z(B)A/Z(B) von B/Z(B) enthalten ist. (DaB B selbst auflésbar 
ist, sei im Vorbeigehen erwihnt.) Aus dem Resultat des Abschnittes B folgt 
nun, daB Z(B)u im Hyperzentrum von B/Z(B) liegt. Also liegt Z(B)A/Z(B) 
im Hyperzentrum der endlichen Gruppe B/Z(B). Da mit B/A auch 
| B/Z(B))\/(Z(.B)A/Z(B)| zyklisch ist, so ist damit die Nilpotenz der 
endlichen Gruppe B/Z(B) dargetan. Also ist B/Z(B) eine Gruppe endlicher 
Klasse; und dies ergibt natiirlich, daB B selbst eine Gruppe endlicher 
Klasse ist. 

Ist 2 ein Element aus {a%} und g ein Element aus G, so ist {z, g} als Unter- 
gruppe von {a%, g} eine Gruppe endlicher Klasse. Anwendung von (C. 1) ergibt, 
daB {a”} von endlicher Klasse in G ist. Damit haben wir folgendes gezeigt: 

Spannt das rechts-engelsche Element a in G einen endlichen und auflésbaren 
Normalteiler {a%} von G auf, so ist {a%} von endlicher Klasse in G. 

D. Durch Spezialisieren von Barr [3], 8S. 325, Hauptsatz 3 erhailt man 
leicht das folgende Resultat : 

(D. 1) Der auflésbare und Noethersche Normalteiler N der Gruppe @ ist 
dann und nur dann von endlicher Klasse in G, wenn fiir jeden in N enthaltenen 
Normalteiler X mit endlicher Faktorgruppe N/X der Normalteiler N/X von 
endlicher Klasse in G/X ist. 

Es sei nun a ein rechts-engelsches Element der Gruppe G derart, daB der 
von a aufgespannte Normalteiler N = {a%} von G auflésbar und Noethersch ist. 
Ist X ein in N enthaltener Normalteiler von G, dessen Faktorgruppe N/X 
endlich ist, so ist N/X ein auflésbarer und endlicher Normalteiler von G, 
der von den zu Xa konjugierten Elementen erzeugt wird. Xa ist rechts- 
engelsch in G/X. Aus dem Resultat des Abschnitts C folgt dann, daB N/X 
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von endlicher Klasse in G/X ist. Wir wenden den Satz (D. 1) an und sehen, 
daB N = {a®%} selbst von endlicher Klasse in G ist. 

E. Beweis von Satz N: Sei also G eine von ihren engelschen Elementen 
erzeugte Noethersche Gruppe. Ware G nicht von endlicher Klasse, so giibe es 
einen maximalen Normalteiler W, dessen Faktorgruppe H = G/W nicht von 
endlicher Klasse ist. Diese Gruppe H hat dann offenbar die folgenden Eigen- 
schaften: 

(E. 1) H wird von seinen engelschen Elementen erzeugt. 

(E. 2) H ist Noethersch. 

(E.3) Jedes echte homomorphe Bild von H ist von endlicher Klasse, 
wiahrend H selbst nicht von endlicher Klasse ist. 

Ware der Normalteiler X + 1 von H auflésbar, so wire die Noethersche 
Gruppe eine Erweiterung der auflésbaren Gruppe X durch die nach (E. 3) 
ebenfalls auflésbare Gruppe H/X. Also wire H selbst auflésbar. Aus (E. 1), 
(E. 2) und Satz A folgte dann aber, daB die auflésbare Gruppe H von endlicher 
Klasse ist. Dies widerspricht (E.3). Also gilt: 

(E. 4) 1 ist der einzige auflésbare Normalteiler von H. 

Ist U eine Untergruppe von H, so sei E(U) die Gesamtheit der in U ent- 
haltenen engelschen Elemente aus H; es geniigt also nicht fiir ein Element 
aus £(U), daB es engelsch in U sei. Ist die Untergruppe U von H eine Gruppe 
endlicher Klasse und U = {£(U)}, so wollen wir U als E-Untergruppe von H 
bezeichnen. Natiirlich ist 1 eine Z-Untergruppe von H. Da H eine Noether- 
sche Gruppe ist, die von ihren engelschen Elementen erzeugt wird, ohne von 
endlicher Klasse zu sein, so liegt jedes engelsche Element aus H in einer 
maximalen £-Untergruppe von H; und es folgt aus (E. 4), daB von | ver- 
schiedene E-Untergruppen, insbesondere also alle maximalen Z-Untergruppen 
von H, sicher nicht Normalteiler von H sind. 

(E. 5) Sind X und Y zwei verschiedene Z-Untergruppen von H und ist 
X < Y, so enthalt der Normalisator von X ein nicht in X enthaltenes Element 
aus E(Y). 

Um dies einzusehen, erinnern wir zunichst daran, daB Y eine Gruppe 
endlicher Klasse ist und daB jede Untergruppe einer Gruppe endlicher Klasse 
von ihrem Normalisator verschieden ist. Da weiter Y als Untergruppe von H 
Noethersch ist, so gibt es also eine endliche Untergruppenkette K,; mit fol- 
genden Eigenschaften : 

X = K,, K, ist ein Normalteiler von K;,,, K, = Y . 
Aus {£(X)} = X < Y = {E(Y)} folgt natiirlich auch F(X) < E(Y). Also gibt 
es eine nicht negative ganze Zahl k < n derart, daB 
E(X) = E(K,) < E(K,.,). 
Ist x ein Element aus K,,,, so liegt z im Normalisator von K,, woraus sofort 
x7 B(X) x= 21 HE(K,) «= E(K,) = E(X) 
folgt; und hieraus ergibt sich dann auch x! X x= X. Wahlen wir fiir z 
irgendein nicht in E(X) enthaltenes Element aus £(K,.,,) < E(Y), so haben 
wir den Beweis von (E. 5) erbracht. 
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(E. 6) Sind X und Y zwei E-Untergruppen von H, so gilt 
E(X)\E(Y)= E(XnY). 


Ein Beweis dieser einfachen Formel eriibrigt sich. 

(E. 7) Der Durchschnitt verschiedener maximaler E-Untergruppen von H 
enthalt kein von 1 verschiedenes engelsches Element aus H. 

Ware dies nicht wahr, so gabe es ein Paar U,V maximaler Z-Unter- 
gruppen von H derart, daB U + V, die Untergruppe D={E(U - V)} 
von 1 verschieden und maximal unter allen diesen Z-Untergruppen ist. 
Als von 1 verschiedene E-Untergruppe von H ist D, wie schon bemerkt, kein 
Normalteiler von H. Ist weiter X irgendeine Z-Untergruppe von H derart, daB 
E(UAV)< E(U/% X) ist, so liegt X in einer maximalen Z-Untergruppe 7 von 
H, da ja H Noethersch ist. Dann ist aber auch E(U™ V)< E(UN\T) 
und D<{E(U,/\T)}; und aus der Maximalitét von D folgt U = 7, so dab 
X <U ist. Entsprechend enthalt V jede H-Untergruppe R derart, daB 
E(U\ V)< E(VA\R) ist. 

Den Normalisator von D in H wollen wir mit D* bezeichnen; und 
D*< H, da ja D kein Normalteiler von H ist. Da D< U ist, so folgt aus 
(E. 5), daB E(U -\ V) < D* -\ E(U) ist. Wir setzen U*= {D* -\ E(U)}. Dann 
ist natiirlich auch D< U*. — Ebenso ist E(UV)< D*-\E(V) und 
D< V* = {D*-\ E(V)}; und U* und V* liegen beide in D*. 

Ware nun V* im Normalisator von U* enthalten, so wire U* V* eine 
Untergruppe von D*, die von engelschen Elementen aus H erzeugt wird, da 
dasselbe von D* und V* gilt. Weiter ist U* V* eine Erweiterung der Gruppe U* 
von endlicher Klasse durch die Gruppe U* V*/U*, die als homomorphes Bild 
von V* ebenfalls von endlicher Klasse ist — man erinnere sich daran, daB U 
und V ja als #-Untergruppen von endlicher Klasse sind. Es folgt, daB U* V* 
eine auflésbare und Noethersche Gruppe ist, die von ihren engelschen Ele- 
menten erzeugt wird; und eine solche ist wegen Satz A von endlicher Klasse. 
Dann ist U* V* also sogar eine E-Untergruppe von H. Da 


E(U AV) < E(U* V*)0 E(U) 


ist, so ist U* V*< U nach einer friiheren Bemerkung. Ebenso sieht man 
aber auch U* V*< V ein, so daB U* V*< UX V und also 


E(UQ V) < E(U* V*) < E(UAV) 


ist. Dies ist unméglich. Also ist V* nicht im Normalisator von U* enthalten; 
und ebenso sieht man ein, daB U* nicht im Normalisator von V* liegt. 

Es gibt also in D* ~\ E(V) ein Element v, das nicht im Normalisator von U* 
liegt ; und ebenso gibt es ein Element u in D* ~\ E(U), das nicht im Normalisator 
von V* liegt. Insbesondere liegt also weder u noch v in E(U ~ V). 

Wire die 1 nicht in der Folge der wu‘? ov enthalten, so wire uw nicht links- 
engelsch und v nicht rechts-engelsch; und wire die 1 auch in der Folge der 
vow nicht enthalten, so wire wu nicht rechts-engelsch und v nicht links- 
engelsch. Da aber u und v beides engelsche Elemente sind, so muB die | in 
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wenigstens einer der beiden Folgen enthalten sein; und wir kénnen 0. B.d. A. 
annehmen, daB die 1 in der Folge der wu? ov vorkommt. 

Da u® ov = v nicht im Normalisator von U* liegt und die 1 in der Folge 
der u“ ov vorkommt, so gibt es eine nicht negative ganze Zahl r derart, daB 
u®ov=t nicht im Normalisator von U* liegt, wihrend wot = u* ov im 
Normalisator von U* liegt. Da u zu U* gehdrt, so gehért auch u(uot) = t-! ut 
zum Normalisator von U*. Mit u und v liegen auch alle uw ov in D*. Also ist 
{U*, tut} eine Untergruppe von D* und eine zyklische Erweiterung von U*. 
Es folgt, daB { U*, t-' ut} eine Noethersche und auflésbare Gruppe ist, die von 
ihren engelschen Elementen erzeugt wird; und als solche ist {U*, tut} nach 
Satz A sogar von endlicher Klasse und also eine E-Untergruppe von H. Wir 
haben oben gezeigt, daB jede E(U~\V)< E(U\X) erfillende 2-Unter- 
gruppe X in U enthalten ist. Aus E(U~V)< E(U*) folgt aber, dab 
{U*, tut} eine solche Z-Untergruppe von H ist und daB also t-' ut ebenfalls in 
U liegt. Da aber t-!ut in D* liegt, so liegt dieses Element sogar in U*. Da ¢t im 
Normalisator von D und E(U,/\ V) liegt, so enthalt der Durchschnitt 
U* -\t“U*t sowohl E(U-\ V) wie auch das nicht zu E(U 7 V) gehérige 
Element ¢-!ut. Also ist t-! U*t ebenfalls eine E(U ~™ V) < E(U 4 X) erfiillende 
E-Untergruppe X von H, woraus wir wieder t-! U*t < U folgern kénnen. Da t 
in D* liegt und U*= {D*-\ E(U)} ist, so folgt hieraus zunichst t+ U*t < U* 
und dann natiirlich auch U*= t-'U*t, so daB ¢t im Normalisator von U* 
liegt im Widerspruch zu unserer Wahl von [r und] ¢. Unsere Annahme, daB 
(E. 7) falsch sei, hat uns also zu einem Widerspruch gefiihrt, aus dem die 
Giltigkeit von (E. 7) folgt. 

Da H nicht von endlicher Klasse ist, aber von seinen engelschen Elementen 
erzeugt wird, so enthalt H ein engelsches Element a + 1; und da H Noethersch 
ist, so liegt a in einer maximalen H-Untergruppe A von H. Wiiren alle zu a 
in H konjugierten Elemente in A enthalten, so wire {a”} als Untergruppe von A 
ein von | verschiedener auflésbarer Normalteiler von H, was (E. 4) wider- 
spricht. Also gibt es ein zu a konjugiertes Element 6 in H, das nicht in A 
liegt. Lage b im Normalisator von A, so wire { A, 6} als zyklische Erweiterung 
von A sicher Noethersch, auflésbar, von engelschen Elementen aus H erzeugt, 
da ja 6 mit a engelsch ist. Anwendung von Satz A ergiibe, daB die echte 
Obergruppe {A, 5} von A ebenfalls eine Z-Untergruppe von H wire, was der 
Maximalitat von A widerspriche. Folglich liegt 6 sicher nicht im Normalisator 
von A. 

Ist a nicht links-engelsch, so ist a und das zu a in H konjugierte Element b 
rechts-engelsch. Also ist die 1 in der Folge ab sicherlich enthalten. Da 
a ob = 6 nicht im Normalisator von A. liegt, so gibt es eine ganze Zahl 
ce =0 derart, daB aob=d nicht im Normalisator von A liegt, waihrend 
aod = a*ob dem Normalisator von A angehért. Der Normalisator von A 
enthalt mit a und aod auch dad. Da A eine E-Untergruppe von H ist, 
so ist die zyklische Erweiterung {A,d-1ad} von A sicher eine auflésbare, 
Noethersche, von engelschen Elementen (aus H) erzeugte Gruppe, die nach 
Satz A von endlicher Klasse und also eine E-Untergruppe von H ist. Aus der 
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Maximalitét von A folgt dann, daB dad zu A gehért. Da aber d nicht im 
Normalisator von A liegt, so ist A + d-! Ad; und der Durchschnitt A ~d— Ad 
dieser maximalen Z-Untergruppen von H enthialt im Widerspruch zu (E. 7) das 
engelsche Element d-'ad + 1. Aus diesem Widerspruch folgt die Unméglich- 
keit unserer Annahme der Falschheit von Satz N; und damit ist der Beweis 
von Satz N voll erbracht. 

F. Es ist klar, daB Satz L ein Spezialfall des ad E bewiesenen Satzes N ist. 
Sei nun a ein rechts-engelsches Element aus G und {a%} ein Noetherscher 
Normalteiler von G. Dann ist {a%} eine von engelschen Elementen erzeugte 
Noethersche Gruppe; und eine solche ist nach Satz 1 von endlicher Klasse. 
Da also {a°} Noethersch und auflésbar ist, so kénnen wir aus D erschlieBen, 
daB der Normalteiler {a°} von endlicher Klasse in G ist. Damit ist auch der 
Beweis von Satz R voll erbracht. 

G. Die Resultate von Abschnitt A sind nicht als Spezialfille in den Satzen 
enthalten, die wir in der Einleitung aufgezihit haben. Wir wollen deshalb 
eine Gruppenklasse einfiihren, die es gestattet, umfassendere Siatze aus den 
schon gewonnenen Resultaten herzuleiten. 


(A-N) Jedes nicht-Noethersche homomorphe Bild von G besitzt einen von 1 
verschiedenen abelschen Normalteiler. 

Gruppen mit der Eigenschaft (A-N) werden wir als A-N-Gruppen be- 
zeichnen. Es ist klar, daB sowohl Noethersche wie auch auflésbare Gruppen 
A-N-Gruppen sind. Mit dem Begriff der A-N-Gruppen verwandt ist der 
der fast-auflésbaren Gruppen (siehe etwa BarEr{[5]). Es ist unbekannt, ob 
diese beiden Begriffe sich unterscheiden, da es ja noch unentschieden ist, ob 
alle Noetherschen Gruppen fast-auflésbar sind. 

Satz A-N: Endlich erzeugbare, von ihren engelschen Elementen erzeugte 
A-N-Gruppen sind Noethersch und von endlicher Klasse. 

Beweis: Es sei G eine endlich erzeugbare A-N-Gruppe, die von ihren engel- 
schen Elementen erzeugt wird. Wire G nicht Noethersch und von endlicher 
Klasse, so ware G nicht von endlicher Klasse, da ja endlich erzeugbare Gruppen 
endlicher Klasse Noethersch sind. Aus Hilfssatz 2 folgt dann die Existenz 
eines Normalteilers M von G derart, daB G/M nicht von endlicher Klasse ist, 
wahrend jedes echte homomorphe Bild von G/M von endlicher Klasse ist. 
Nach Satz N sind Noethersche Gruppen, die von ihren engelschen Elementen 
erzeugt werden, von endlicher Klasse. Da aber G/M mit G von seinen engel- 
schen Elementen erzeugt wird, so ist G/M auch nicht Noethersch. Da G eine 
A-N-Gruppe ist, so existiert ein abelscher Normalteiler A/M + 1 von G/M. 
Da G/A ein echtes homomorphes Bild von G/M ist, so ist G/A von endlicher 
Klasse und also G/M auflésbar. Nach Satz A sind aber endlich erzeugbare, 
auflésbare Gruppen, die von ihren engelschen Elementen erzeugt werden, 
Noethersch und von endlicher Klasse. Da schlieBlich G/M mit G@ endlich 
erzeugbar ist und von seinen engelschen Elementen erzeugt wird, so ergibt 
sich, daB G/M Noethersch und von endlicher Klasse ist, ein Widerspruch, aus 
dem unser Satz folgt. 

18* 
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Satz L’’: Ist {a%} eine A-N-Gruppe, Satz R”: Ist {a%} eine A-N-Gruppe, 
so ist a dann und nur dann links- so ist a dann und nur dann rechts- 
engelsch, wenn {a,a02x} fiir jedes x engelsch, wenn {a, x} fiir jedes x aus G 
aus G von endlicher Klasse ist. von endlicher Klasse ist. 


Beweis: Das Hinreichen der in diesen beiden Sitzen ausgesprochenen 
Bedingungen liegt auf der Hand. 

Sei zunichst a ein links-engelsches Element aus G. Ist dann z irgendein 
Element aus G, so ist {a,a0 x} = {a, xaz} eine endlich erzeugbare, von 
ihren links-engelschen Elementen erzeugte Untergruppe der A-N-Gruppe {a} 
und also selbst eine A-N-Gruppe. Anwendung des Satzes A-N zeigt, dab 
{a, a© x} Noethersch und von endlicher Klasse ist, womit Satz L” bewiesen ist. 

Sei zweitens a ein rechts-engelsches Element aus @ und zx irgendein Element 
aus G. Sei X die von allen Elementen 2(oa erzeugte Untergruppe von 
{a, x}. Da a rechts-engelsch ist, so ist die 1 in der Folge der 2 oa enthalten, 
so daB also insbesondere X endlich erzeugbar ist. Man iiberzeugt sich weiter 
davon, da8 jeder a enthaltende Normalteiler von {a, x} auch X enthalt. Aus 

a (xoa) x= (xa) (xf**P 0a) 
folgt sofort 2-1 X 2 < X. Weiter bemerken wir, daB 
2(xoa) a? = (x 0a) [a(x@*% 0a) x4) 

ist. Da a rechts-engelsch ist, so gibt es eine ganze Zahl j derart, daB x) oa = 1 
ist; und dann gehért natiirlich auch x(x oa) 2 zu X. Haben wir schon 
gezeigt, daB x(2(*+Y oa) x! zu X gehért, so folgt aus obiger Gleichung, daB 
auch 2z(x(oa)a-! in X liegt. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, daB 
Xa 1< X ist, daB also sogar X = x1 Xz ist. Da aber a in X liegt, so sehen 
wir, daB X ein Normalteiler von {a, x} ist. Nach dem friiher bemerkten ist 
also X der kleinste, a enthaltende Normalteiler von {a, x}. Folglich wird X 
von zu a konjugierten Elementen erzeugt. Also ist X als Untergruppe von 
{a} eine A-N-Gruppe, die endlich erzeugbar ist und von ihren rechts-engel- 
schen Elementen erzeugt wird. Wir wenden Satz A-N an, um zu zeigen, 
da8& X eine Noethersche Gruppe endlicher Klasse ist. Da die Noethersche 
Gruppe X der kleinste, das rechts-engelsche Element a enthaltende Normal- 
teiler von {a, x} ist, so folgt aus Satz R, daB X von endlicher Klasse in {a, x} 
ist. Da a im Normalteiler X von {a, x} liegt, so ist {a, x}/X zyklisch; und da 
X in {a, x} von endlicher Klasse ist, so folgt schlieBlich, daB {a, x} selbst 
von endlicher Klasse ist, q.e.d. 

Folgerung A-N: Ist {a%} eine A-N-Gruppe und a rechts-engelsch in G, so 
ist a auch links-engelsch in G. 

Dies folgt sofort durch Vergleich der Satze L” und R”. 

H. Wir wollen zum SchluB noch auf einige interessante Zusammenhinge 
zwischen dem Begriff des engelschen Elements und dem der nachinvarianten 
Untergruppe hinweisen. Diesen letzteren Begriff wollen wir in einer Form 
benutzen, die etwas allgemeiner ist als H. WreELANDTs urspriingliche Definition. 
Zunichst soll Normalkette der Gruppe G eine jede nicht leere Menge X von 
Untergruppen von G genannt werden, die die folgenden beiden Eigenschaften hat : 
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(N. 1) Ist X + G@ eine Untergruppe in 2, so gibt es eine Untergruppe Y 
in 2 derart, daB X < Y und X ein Normalteiler von F ist. 

(N. 2) Ist 6 ein Turm von Untergruppen aus 2, so gehért auch die Ver- 
einigung von @ zu &. 

Hierbei sei unter einem T'urm 6 eine nicht leere Menge von Untergruppen 
mit folgender Eigenschaft verstanden: gehéren X und Y zu 86, so ist entweder 
X < Yoder Y= X. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB G in jeder Normalkette vorkommt und da8B 
jede Normalkette 2 mit irgendeiner Untergruppe X eine wohlgeordnete, X 
enthaltende Teilnormalkette enthalt. SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB 
die Bedingung (N. 2) gebraucht wird, um das Maximumprinzip der Mengen- 
lehre anzuwenden. 

Samtliche Glieder von Normalketten werden als nachinvariante Unter- 
gruppen bezeichnet. Natiirlich sind Normalteiler nachinvariante Unter- 
gruppen; und jede nachinvariante Untergruppe einer nachinvarianten Unter- 
gruppe ist eine nachinvariante Untergruppe. 

Glieder endlicher Normalketten heiBen auch nachinvariante Untergruppen 
von endlichem Index; und dieser letzte Begriff deckt sich genau mit dem 
Wielandtschen Begriff. Es ist klar, daB eine jede nachinvariante Untergruppe 
einer Noetherschen Gruppe auch von endlichem Index ist. 


Lemma L: [st {a} fiir jedes x ausG Lemma R: Ist {x} fiir jedes x aus G 
eine nachinvariante Untergruppe von eine nachinvariante Untergruppe von 
{a,x}, so ist a ein links-engelsches {a,x}, #0 ist a ein rechts-engelsches 
Klement von G. Element von G. 


Beweis von Lemma L: Wire etwa {a} eine nachinvariante Untergruppe 
von {a, x}, obwohl keines der Elemente a‘ o x = 1 ist, so lige auch keines der 
Elemente a‘ o x in {a}. Es gibt eine Normalkette X von {a, x}, die {a} enthilt ; 
und wegen (N. 2) gibt es in Y eine maximale, a enthaltende Untergruppe M, 
die keines der a‘ oz enthilt. Dann ist M < {a, x}; und es gibt wegen (N. 1) 
eine Untergruppe N in 2, die M als echten Normalteiler enthalt. Wegen der 
Maximalitét von M enthilt N eines der ao; und daa in M liegt und M 
ein Normalteiler von N ist, so liegt auch aof[al?o2]=a+t%oz in M. Aus 
diesem Widerspruch folgt Lemma L. 

Der ganz ahnliche Beweis von Lemma R sei dem Leser iiberlassen. 

Das Interesse dieser beiden einfachen Lemmata beruht auf der Schwiche 
der dort angegebenen Bedingungen, die dafiir hinreichen, daB ein Element 
engelsch ist. 


Zusatz L’: Ist {a%} Noethersch, so Zusatz R’: Ist {a%} Noethersch, so 
ist a dann und nur dann ein links- ist a dann und nur dann ein rechts- 
engelsches Element von G, wenn {a} fiir engelsches Element von G, wenn {x} 
jedes x aus G eine nachinvariante fiir jedes x aus G eine nachinvariante 
Untergruppe von {a, x} ist. Untergruppe von {a, x} ist. 
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Die Beweise dieser Zusiitze ergeben sich sofort aus den obigen Lemmata L 
und R in Verbindung mit den Siatzen L” und R”’. 
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Zur Theorie der analytischen Mannigfaltigkeiten 
im Raume von n komplexen Verinderlichen 


Die Fortsetzung analytischer Mengen vom Rande eines Gebietes her ins Innere 


Von 


Wo .reaneé Rorustetn in Marburg a. d. Lahn 


A. Zusammenfassung 


1. In [3] wurde schon das Problem der Fortsetzung einer analytischen 
Menge g* vom Rande eines Gebietes des C" (n > 3) her ins Innere behandelt, 
aber noch nicht vollstandig gelést. Im folgenden soll eine méglichst umfassende 
Lésung gegeben werden. 


Betrachten wir zunichst das entsprechende Problem bei der Fortsetzung 


von Funktionen /(z,,..., Z,) mit nm >2. Die Grundlage ist hier der Konti- 
nuitaétssatz oder ein gleichwertiger Satz von Hartocs. Bezeichnet man die 
Koordinaten mit (z,, ... , Z,-;, w) und sind Z, c Z Polyzylinder des z-Raumes, 


W,< W beschrinkte Gebiete der w-Ebene, so lautet dieser Satz von Harrocs: 

I. Ist { holomorph in der Vereinigung von (Z,,W) und (Z,W—W,), so 
existiert in (Z,W) die holomorphe Fortsetzung von f. 

Aus I. laBt sich fiir beschrinkte Gebiete G,c G des C", deren Rand zu- 
sammenhangt, der Satz von Hartoes und Oscoop herleiten: 

II. Ist f in G — G, holomorph, so existiert in G die holomorphe Fortsetzung 
von f.*) 

Dariber hinaus gilt, wenn S =(—d< 2,< +d;j=1,...,n—1; w be- 
liebig), z = x + iy ist: 

III. Der Rand von G schneide aus S ein einziges Gebiet heraus. Ist nun 
f in Sc\(G@ — G4) holomorph, so existiert in SG die holomorphe Fortsetzung 
von f.*) 

2. Das Ziel dieser Arbeit ist es, méglichst allgemeine Analoga zu I.—III. 
fiir Mengen g* abzuleiten. Die wesentliche Grundlage ist das in [3] bewiesene 
Analogon zu I (vgl. [3], Satz 10 und 10a). Das Hauptergebnis dieser Arbeit 
ist eine Verallgemeinerung davon. (2, ...., 2), Wy,---- » We; p + q = n) seien 
die Koordinaten, Z’ ein beliebiges Gebiet des z-Raumes und Z das Zylinder- 
gebiet Z =(z¢Z'; w beliebig). Weiter seien G, ¢ G beschrankte Gebiete 
des C". Es gilt nun der 


1) Zu I. und II. vergleiche: BeuNke-THULLEN [1], 4. Kap., § 1. Dort weitere Literatur- 
angaben. 
*) Vgl. K. Stern [4]. 
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Existenzsatz. Voraussetzungen. 1) G ist r-konvex*). 2) g* ist in Z\ (G—G,) 
analytisch und irreduzibel und kommt dem Rand von G beliebig nahe. 3) k + r= 
=n+p. 4) ZAG ist zusammenhiingend. 5) Z'— (Z'\Go,) ist nicht leer 
(Go, ist die z-Projektion von G,). 

Behauptung. a) Es gibt genau eine in Z -\ G analytische irreduzible Menge g\.. 
welche g* enthilt. b) In einer passenden Umgebung des Randes von G ist gk = g*. 
(vgl. BI, 2.3). 

Es ist charakteristisch fiir die Flichentheorie, daB daneben noch ein 
Identitatssatz besteht. Der analoge Satz bei Funktionen ist so selbstverstand- 
lich, daB er gar nicht erwahnt wird. Bei Flachen g* ist er aber nicht trivial; 
und es ist wichtig, daB er mit weniger Voraussetzungen als der Existenzsatz 
auskommt. 


Identitiitssatz*). Voraussetzungen. 1) gi, g5 seien in ZG analytisch. 
2) g* = gs in Z-\(G — Gy). 3) k= p. 4) wnd 5) wie oben. 

Behauptung. In Z-\ G ist g* = g* (vgl. B II). 

Im Existenzsatz sind die Bedingungen 1) und 3) entscheidend (vgl. unten 
3. und 4.). ,,@ ist r-konvex™ bedeutet, daB G von innen durch ,,analytische 
r-Polyeder P“ approximierbar ist. Es ist P = n P,(A=1,..., 1) und jedes P, 


darstellbar in der Form P,= Menge der Punkte mit min(|q@,,|, . . . , |@sa|) < 1, 
s=n-—r, @ holomorph in P. Der Rand von P kann also einspringende 
Kanten haben, an denen aber immer héchstens n — r Hyperflichen |q| = 1 
beteiligt sind. 

Die beschrankten analytischen r-Polyeder, also auch die r-konvexen Gebiete, 
haben einen zusammenhangenden Rand (auch fiir r = 1). Denn wire das nicht 
der Fall, so gibe es zwei Randkomponenten&, und &, mit folgender Eigenschaft : 
R, berandet ein beschrinktes Gebiet H, und &, liegt ganz in H. Sei nun R 
ein Punkt auf®,. Es gibt dann s = » — r Funktionen ,, holomorph in H, mit 
|m,(R)| = 1 so, daB in H min(|q,|,..., |@,|) < 1 ist. Die analytische Menge 
O= ~ — 9, (R)=---= Y,— Y,(R) ist jedoch mindestens eindimensional und 
mu8 daher den Rand von H schneiden, erst recht in H Punkte aufweisen. 
Das ist ein Widerspruch. 

An dieser Eigenschaft der r-konvexen Gebiete liegt es vor allem, daB in 
den Beweisen nicht die groBen topologischen Schwierigkeiten auftreten, 
die vom Beweis des Satzes von Hartrocs und Oscoop her bekannt sind. 

Im Identitiatssatz sind keine Konvexitaétsbedingungen erforderlich. 


Der Existenzsatz, das Analogon zu I, enthalt die Analoga zu II. und III. 
Ist namlich Z’ nicht beschriinkt, so ist die Bedingung 5) von selbst erfiillt. 
Und Bedingung 4) kann man fortlassen, wenn man nur den Satz auf jede der 
Komponenten von Z -\G@ anwendet. So erhalt man das 

Analogon zu III. Voraussetzungen. 1) G ist r-konvex. 2) g* ist eine in 
SO (G — Gy) analytische, irreduzible k-dimensionale Menge, die dem Rand von 


3) Zur Definition siehe unten und [3], § 6. 
*) Anwendungen dieser Satze folgen in einer weiteren Note. 
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G beliebig nahe kommt (S= (—d<2,<+d;j=1,...,p; wy,...,w, be- 
liebig)). 3)k+retn+ p. 
Behauptung. a) Es gibt genau eine in S‘\G analytische irreduzible Menge 
gi, welche g* enthilt. b) Es gibt ein Gebiet G, ¢ G, so daB gt = g* in G — G, ist. 
Setzt man in diesem Satz p = 1 und d = , so hat man das 


Analogon zu II. Ist G r-konvex, g* in G — G, analytisch und irreduzibel und 
ist die Dimensionsbedingung k + r > n + | erfiillt, so gilt: Wenn g* dem Rand 
von G beliebig nahe kommt, so lépt g* sich zu einer in G analytischen Menge g* 
fortsetzen. Uberdies gibt es ein Gebiet G, < G, so dag gt = g* in G — G, ist. 

Das ist die in [3] angekiindigte Verschirfung des Satzes 7 aus [3]. Dort 
hieB die Dimensionsbedingung k > 2n — 2r. Sie stimmt nur fir r= n— 1 
mit k + r =n + 1 tiberein. In diesem Falle ist G holomorphkonvex, also Holo- 
morphiegebiet. 

3. Man méchte nun natiirlich wissen, ob die Dimensionsbedingungen not- 
wendig sind. In der Tat laBt sich zeigen, daB der Existenzsatz mit der abge- 
schwiichten Dimensionsbedingung k + r =n + p — 1 falsch ist, und zwar auch 
dann, wenn die weniger wichtige Behauptung b) fortgelassen wird. Der Be- 
weis folgt unter 4. Ebenso ergibt sich, daB das Analogon zu II (Harrogs- 
Oscoop) mit der Dimensionsbedingung k + r > n — 1 falsch ist; jedoch kann 
man so nicht entscheiden, ob hier k + r => n ausreicht oder nicht. Mit Hilfe 
des in [2] bewiesenen Satzes ergibt sich fiir k = n — 1, daB k + r => n wirklich 
geniigt. Gleiches gilt fiir beliebige k > 2, wenn man die Verallgemeinerung 
des zitierten Satzes auf Mengen g* mit k > 2 zugrunde legt. Man hat also 
den Satz: 


Das Analogon zu II (Hartocs-Oscoop) gilt schon mit der Dimensions- 
bedingung k + r =n, aber nicht fiirk +r=n-— 1. 


Zum Beweis, daB k + r=n-—1 nicht geniigt, konstruiert man ahnlich 
wie unter 4. ein Gegenbeispiel. Es ist dann noch zu zeigen: Wenn k + r= n 
ist, so 14Bt sich g* zu einer in G analytischen Menge fortsetzen. Der Beweis 
sei skizziert: Wird G durch analytische r-Polyeder von innen approximiert, 
und geht man dann wie im Beweis zu Satz 6 in [3] zu einem héherdimen- 
sionalen Raum iiber, so sieht man: Es geniigt, den Satz fiir analytische 
r-Polyeder G zu beweisen, deren Randhyperflichen von der Form |z,| = 1 
sind (die Koordinaten seien z,,..., z,). Statt dessen darf man, was noch 


n 
etwas bequemer ist, auch Hyperflichen der Form g,= |z,|?+ a3 |\z,/?= 1 
I 


(a > 0) nehmen (vgl. Beweis zu Satz 5 in [3]). Das sind ,,normale Hyper- 

flachen‘*. G wird dann folgendermaBen beschrieben: Gegeben sind | Systeme 

von je s = n — r Funktionen q,,,..., Yas. Fir jedes 4 bilde man die Punkt- 

menge G,: min(@,;,..., Yas) < 1. @ ist nun eine Komponente von 9 G,. — 
a 


Die fiir den Beweis entscheidenden .Eigenschaften sind: 1. G ist sternartig. 
2. Ist R Randpunkt von G und F eine in der Umgebung U(R) analytische 
Menge durch R von der Dimension n — r, so schneidet F das AuBere von G. 
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Da G@ von innen approximiert wurde, kann angenommen werden, dai g* 
auf dem Rande ® von G noch anaiytisch ist. R schneidet das zu g* gehérige 
analytische Gebilde § in endlich vielen (2 k — 1)-dimensionalen Zyklen o,. 
In [2] wurde fiir k= n—1 gezeigt, daB jeder Zyklus o, auf § berandet. 
Genauer: Zu jedem a, gibt es ein beschrénktes Stiick §, von §, dessen Rand o, 
ist. Entsprechendes gilt allgemein fiir k > 2. Die Behauptung ist nun voll- 
stindig bewiesen, sobald gezeigt ist, daB die G, im Inneren von G liegen. 
Angenommen, §, schnitte das AuBere von G. Da G sternartig ist, kann 
man es zu einem Gebiet G ausdehnen, fiir welches gilt: 1. Alle Punkte von g, 
liegen im Inneren oder auf dem Rande von G. Die Randpunkte von g, liegen 
im Inneren von G. 2. Auf dem Rande von 
UY ss G gibt es Punkte von g,. — Das widerspricht 


I der Eigenschaft 2. von G, die auch G besitzt. 

? q. e. d. 
Mo yA Bei allen Beweisen fiir die globale Fort- 
g setzung analytischer Mengen spielt der ProzeB 
des Zusammenziehens oder Ausdehnens von 
Gebieten — z. B. von G im letzten Beweis — 
eine wesentliche Rolle. Ist nun ein beschrank- 

















» tes Gebiet G des C" durch G= —§ (y,< 0) be- 
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Fig. 1. Zur Konstruktion von g* 


stimmt, gy,=0 Hyperflichen mit Index =r, 
so ist nicht bekannt, ob G r-konvex ist. Die 
bisher bewiesenen Sitze sind infolgedessen nicht anwendbar. Wenn wieder 
G, ¢ G, g* in G — G, analytisch ist und dem Rand von G beliebig nahe kommt 
(k +r Zn), so reduziert sich die Frage, ob g* sich zu einer innerhalb G analy- 
tischen Menge fortsetzen la8t, auf Grund von [2] zu der anderen: Gibt es ein 
(n — r)-dimensionales analytisches Fliachenstiick, welches das Aufere von G 
schneidet, dessen Rand aber in G liegt? Das ist eine noch offene Frage, deren 
Beantwortung nicht leicht zu sein scheint. 


4. Zum Beweis, daB der Existenzsatz mit der Dimensionsbedingung k + r 
= n+ p-—1 falsch ist, konstruieren wir ein Gegenbeispiel. Es sei p= 1, 
q= 4, n=p+q=5, r=2 und k= n—r=3. Die Koordinaten seien (z, 
W,, Wa, W3, W,). Dann werden Gebiete W,c W des w-Raumes bestimmt: 


W = (min (|2,}, |w9|, |ws|) < 1; max (|2,|, |e], ||, |e4|) < 2) 
und 
W= (min (|w,|, |w9|, ||) < ¢; max(|w,|, |wg}, |ws|, |e4|) < 2 2) 


mit spater festzulegendem t < 1. 


Gesucht wird eine Flache g* mit den Eigenschaften : 

1) g® ist in (\z} << 1; W — W,) und in ({z| < 3}; W) analytisch und kommt 
dem Rand von W beliebig nahe. 

2) g® ist nicht zu einer in (|\z|< 1; W) analytischen Flache fortsetzbar. 
3) P= (1, 1,1, 1, 1) liegt auf g’. 
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Konstruktion. a) u,+u,+ u,+u,=4 ist die dreidimensionale analytische 
Tangente der Kugel w,- %, + ug: %,+ us %,+ uy: Z,= 4 im Punkte (1, 1,1, 1). 


Also trifft die Fliche Z = z + 2% + —+ + — 4= 0 des (z, w,, w,, w,)-Raumes 
Ww, 2 Ws 
| | 
das abgeschlossene Gebiet max (ic, | ns ; |, + ) <1 nor in (1,1,1,1) 
Ww, 2) 3 
raed | | 1 | | 2 


und liegt sonst ganz in max (2), | > ol? lei) > 1. Die Flache des 
Ww, 2 3) 


O: P= (L = a? — 1= 0) geht durch P, trifft aber sonst das Gebiet 
H= (max(je), | lol? mae x )s1 ; |w| < 3 2) nicht. 

b) Jedes beliebige Stiick von f*, welches P enthalt, schneidet offenbar 
das Gebiet |z| < 1. f* hat also in der Nahe von P die in der Figur angedeutete 
Lage. Man bestimme nun einen Polyzylinder $B: |w;— 1| < 6; j= 1,...,4; 
z beliebig; mit dem Rand ® so, daB g = f? \R das Gebiet |z| < 1 schneidet. 
f?® ist offenbar ein einziges Flachenstiick und hat g als Rand. Endlich 
fixiere man eine Umgebung V von g, die H nicht trifft. 

c) U = F(Z) bilde |Z| < 6 auf das Innere einer Jordankurve der U-Ebene 
konform ab, die innerhalb |U| < ¢ gelegen und nirgends reell-analytisch ist 
(0= F(0)). F ist dann in |z| < 6 holomorph und schlicht, auf dem Rande 
stetig, nicht iiber den Rand fortsetzbar, und es ist |F| < e. 

Wir nehmen nun die dreidimensionale analytische Flache 








g-(L+ 3 Y’ F(w,-— 1)= wy - 1-0). 
i= ao 

Sie ist im Polyzylinder B analytisch und geht durch P. Ferner ist sie nicht 
iiber den Rand von G fortsetzbar. Denn wenn es auf dem Rand von $ einen 
inneren Punkt R von g* giibe, so miiBte auch im Inneren einer der Rand- 
hyperflachen |w,— 1| = 6; |w,— 1|= 6 oder |w,— 1|= dein solcher Punkt vor- 
handen sein. R liege etwa im Inneren von |w,— 1| = 6. Dann sind die Funk- 
tionen F(w, — 1), F(w,— 1) in R holomorph, F(w,— 1) in R aber singular. 
Offenbar ist dann aber g* itiber R hinaus nicht fortsetzbar im Widerspruch 
zu der Annahme. 

Wenn « ausreichend klein ist, liegt der Rand von g* in V. Es ist noch 
festzustellen: P laBt sich innerhalb |z| < 1 durch eine Kurve auf g* mit einem 
(in |z|< 1 gelegenen) Randpunkt von g* verbinden. Anderenfalls namlich 
waren nur zwei Fille denkbar: (1) Auf g* ist in einer Umgebung von P iiberall 
\z} =>1. Dann aber muB nach dem Maximumprinzip g* auf |z| = 1 liegen. 
Das ist nicht der Fall. (2) Es gibt ein Teilflichenstiick ‘g* mit Rand auf 
|z| = 1, das in |z| < 1 liegt. Auch das widerspricht. dem Maximumprizip, an- 
gewandt auf die Funktion | : z. 

d) Wir bestimmen nun ¢ < 1 so groB, daB in (|z| < 1, W— W,) kein Punkt 
von V, also auch keine ates von g? liegt. g* hat dann die geforderten 
Eigenschaften 1)—3). 


Das Beispiel zeigt klar die Rolle der Hyperfliche |z| = 1. An ihr liegt es, 
da8 die Dimensionsbedingung schirfer sein muB als beim Analogon zum 
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Satz von Hartoes und Oscoop. Beim letzteren zeigt eine entsprechende 
Konstruktion, daB die Bedingung k + r=>mn-— 1 nicht ausreicht. Es wird 
nvn auch deutlich, daB der Teil 2. des Beweises zu Satz 10 in [3] wesentlich ist. 


B. Beweis des Existenz- und des Identitatssatzes 
I. Der Existenzsatz 
1. Verallgemeinerung von Satz 10 aus [3] 


1.1. Die Grundlage ist Satz 10a aus [3]. Er soll neu formuliert werden, 
da die Voraussetzung iiber die Dimensionen versehentlich zu scharf angegeben 
wurde. Wegen des Beweises sei auf [3] verwiesen. Jedoch sind dort folgende 
Korrekturen anzubringen: Wir schreiben 9 statt £ Dann heiBt es auf S. 137, 
ame 2 von oben, k > p + (q — o) anstelle von k > p + (n — q’), und in Zeile 14 


— 
nt n "derek n zu ersetzen. SchlieBlich ist in Zeile 11 statt ,,q’-Polyeder* zu 


ides . RAY siniader ahnliche o-Polyeder“. 


Formulierung des Satzes. Die Koordinaten des C" seien z,, . . . , Zy, Wy, ...We 
Im w-Raum seien zu einander ahnliche o-Polyeder /7,>J/,>//, gegeben 
(1 < @ <q — 1), welche nur von Hyperflachen |w,| = const. begrenzt werden. 
Sie sind also wie folgt erklart: (A= 1,...,1; o=1,...,q—@) 


IT, = " U (\gic(w)| < dj); dy< dy< dy; gag = Cyg* Wj A,0) - 


Weiter seien Z,¢ Z, Polyzylinder des z-Raumes. Es ist leicht zu sehen, daB 
man in Satz 10 Z(e), Z(1) durch Z,, Z, ersetzen darf. 

Satz 1 (vgl. Satz 10a in [3]). g* sei eine in der Vereinigung von (Z,, /7,) 
und (Z,, /7,—J1,) analytische, irreduzible k-dimensionale Menge. Weiter sei 
k+o2n(= p+q). Dann gilt: 

1. Es gibt genau eine in (Z,, //,) analytische irreduzible Menge gi, die g* 
enthalt. 2. In (Z,, /7,— /7,) ist gk = g*. 

Zusatz. Sind g,,g, in (Z,,/7,—//;) analytische k-dimensionale Mengen 
(k + o = n) und ist g,= g, in (Z,, /7, — IT), so gilt g,= g, auch in (Z,, /7, — I). 
(Das ergibt sich wie der zweite Teil des Beweises von Satz 10a.) 

1.2. Satz 1 ist auf allgemeinere 9-Polyeder des w-Raumes zu iibertragen. 
Dazu seien W,¢ W beschrankte Gebiete des w-Raumes, W, ein beziiglich W 
analytisches 9-Polyeder, eine Komponente von M U (\g,,(w)| < d,),g holo- 

Ao 


morph in W(A=1,..., l;ao=1,...,q—@). Ferner sei W,(i= 2,3) der 
Durchschnitt von " U (\Gacl < d;) und W,; (d, > d, >d;). Die W; bestehen 


aus endlich vielen o- Poly edern, W, ist selbst ein solches. Offenbar ist W,c Ws. 
Es gilt nun 

Satz 2. g* sei eine in der Vereinigung von (Z,, W,) und (Z,,W,— W,) ana- 
lytische, irreduzible k-dimensionale Menge und k + 9 = n. Dann gilt: 


1. Es gibt genau eine in (Z,, W,) analytische irreduzible Menge g*, die g* 


enthilt. 2. In (Z,,W,— W,) ist gt = g*. 
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Zusatz. Sind gt, gi in (Z,,W,—W,) analytische Mengen (k + 9 =n) und 
ist gf = g in (Z,, W, — W,), so ist g* = gt auch in (Z,, W, — W,). 

Beweis. Wir verfahren ahnlich wie im Beweis des Satzes 6 in [3]. 

1. Es sei A;< A,< A,< A, und A, so groB, daB W, ganz im Polyzylinder 


q 
N ({w,;| < A,) enthalten ist und auBerdem in W, noch |g,,,(w)| < A, ist. 
1 


2. W,, W,, W, werden die q-dimensionalen analytischen Flachenstiicke 
W,= {w € W,; u,.= 9,,(w)} im (w, u)-Raum zugeordnet. Nach 1. und nach der 
Erklarung der W, liegt I, in J7,, wenn 


TT.= 1 (\03\ < Ad 0 Alte < 4d 0 0 U (lel < 4) 
j ,o 


gesetzt ist. Es ist /J,>/7,>/7,. Den inneren Punkten von W,— W, und 
W,— W, entsprechen innere Punkte von /7,— /7, und J7,— /7,. Randpunkte’ 
gehen in Randpunkte iiber. 

3. Der Menge g* des (z, w)-Raumes ordne man g* = {(z, w) € g*; u,,= g,,(w)} 
im (z, w, u)-Raum zu. g* ist eine in der Vereinigung V von (Z,, /7,) und (Z,, 
IT,— IT,) gelegene analytische, irreduzible k-dimensionale Menge. Auf sie 
treffen die Voraussetzungen des Satzes 1 zu. Also gibt es eine in (Z,, W,) 
analytische irreduzible Menge g‘, welche in V mit §* iibereinstimmt. 

4. gi ist k-dimensional und hat auBer den angegebenen Eigenschaften noch 
folgende: 

a) Die (z, w)-Projektion gf von gf liegt in (Z,, W,). 

b) gj ist analytisch und k-dimensional und stimmt in der Vereinigung von 
(Z,, W,) und (Z,, W, — W,) mit g* iiberein. 

Beweis. a) Es ist zu zeigen, daB auf gi die Beziehung w ¢ W, besteht. 
Dort gilt nun jedenfalls u¢€ 9 Y (|u,,| < d,). Diese Relation zieht die Be- 

Ae 


hauptung nach sich, wenn (*) : u,,= g,,(w) ist. Auf g*= g* -\ V ist (*) erfillt. 

Also bleibt (*) nach dem Identititssatz auf g richtig, solange die g(w) holo- 

morph sind. Sei C ein abgeschlossenes Kurvenstiick auf §*. Es liegt ganz in 
N U (\u,,| < d,). Bei der analytischen Fortsetzung von g(w) langs C bleibt w 
Ae 


wegen «= g(w) im Inneren eines kompakten Teiles von W,. Dort ist aber 
g(w) holomorph. Also liegt auf C sicher keine Singularitaét von g(w). Folglich 
ist auf gf w= g(w) und dann w ¢ Wy. 

b) Wegen der Relation u,,= g,,(w) auf gi trifft jede Ebene z,— 2) = - -- 
= Z)— = w,— w}=-+--= w,— w? = Odie Fliche§} nur in isolierten Punkten. 
Zu jedem Punkt P(z°,w®,u®) auf g* gibt es daher nach dem Einbettungssatz 
eine Polyzylinder-Umgebung U = (U,,,, U,,) und eine in ihr analytische Menge 
'§ = {(z,w) € Gp; u= g(w)}, deren (z,w)-Projektion gp in U,,, analytisch ist 
und dort mit der (z,w)-Projektion von gf iibereinstimmt. In U,,,(P)  U,,,(Q) 
ist also sicher gp= Gg. Die Vereinigung der gp ist folglich eine in (Z,, W,) 
analytische Menge gi. In der (z,w)-Projektion von V, das ist die Vereinigung 
von (Z2, W,) und (Z,, W, — W,), ist gt = g*. 
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5. Diejenige Komponente von g*, die g* enthilt, ist die gesuchte Menge g4. 
Beweis des Zusatzes. Wire die Behauptung falsch, so erhielte man bei 

dem Ubergang zum (z, w, u)-Raum (siehe oben unter 2.) zwei in (Z,, J7,— IT) 

analytische Mengen, die in (Z,, /7,—//,) tibereinstimmen, wihrend das in 

(Z,, 1T, — I7,) nicht gilt. Das verstéBt gegen Satz 1, Zusatz. 


2. Der Existenzsatz 


Bisher wurde der C” in einen z-Raum und einen w-Raum aufgespalten. 
Jetzt werden beschrinkte Gebiete G > G, > G, > G, des (z, w)-Raumes zugrunde 
gelegt. G, sei ein beziiglich G analytisches r-Polyeder, eine Komponente von 
NU (lgac(z,w)| < d,) mit A= 1,..., lund g=1,...,n—,r. Es ist zu be- 

Ae 


achten, daB o bei den o-Polyedern des w-Raumes von | bis q — @ lauft, hier 
aber natiirlich von 1 bis n — r. Es sei weiter G;= G1 NU (\gac(z,w)| < 4); 
d, < d, < ds. sa 
2.1. Der Schnitt von (z= a) G, mit YU fA (\g,,(a,w)| < d) besteht aus 
Aa 


endlich vielen (r — p)-Polyedern des w-Raumes. Ihre Vereinigung heiBe 
W (a, d). Zu jedem (a, d) mit d < d, gibt es ein 5(a, d) so, daB (|z — a| < d(a,d); 
W (a,d)) ganz in G liegt). 6(a,d,) mége tiberdies so bestimmt sein, daB erstens 
(jz — a| < d(a,d,)) A G, in (\z — a| < (a, d,); W(a, d,)) und zweitens (|z — a| < 
< d(a, d,); W(a, d,)) ganz in G, enthalten ist. Das letzte hat zur Folge, daB 
fiir alle z’ aus |z — a| < d(a, d,) gilt: W(a, d,) ¢ W(z’, d,). 
Hilfssatz. Voraussetzungen. 1) gt ist analytisch in (|z| < 6*) > (@ — G,). 
2) k+(r—p)=n. 3) Es gibt Nullfolgen a,, 6, und Mengen g*, fiir welche 
’ gilt: g* ist in (jz — a,| < 6,)G@ analytisch und stimmt in (|z — a,| < 4,) 0 
r\(G — G,) mit g* iiberein. 4) Es sei 6*< 6(0,d,) und 6 die kleinere der 
Zahlen 6* und 4(0, d,). 

Behauptung. 1. Es gibt eine in (\z| < 6) \@ analytische Menge g*, die in 
(\z| < 6; W(0, d,) — W(0, d,)) mit g* iibereinstimmt. gf =g* gilt in (|z| < 
< 6)@ iiberall dort, wo nicht w¢W(0,d,). 2. Es ist gt = g* sogar in 
(\z} < 6) \(@ — G,). 3. Im Durchschnitt von |z — a,| < 6, und (|z| < 6) \G@ 
gilt g. = gf. 

Beweis. Ad 1. Fiir geniigend groBes yw ist |z — a,| <6, in |z| <6 ent- 
halten. Die Vereinigung ‘g* von g* und g¥* ist in (\z| < 6) (@ — G@,), erst 
recht also in (\z|< 6; W(0,d,) — W(0,d,), und auBerdem in (\z — a,| < 6,; 
W (0, d,)) analytisch. Aus Satz 2 folgt die Behauptung. 

Ad 2. Fiir die z’ aus |z| <6 gilt (siehe oben) W(0,d,)¢ W(z’,d,). Die 
Schnitte ‘g,= gk > (z = z’) und ‘g,= g* 4 (z = z’) sind in W(z’, d,) — W(z’, ds) 
analytisch und stimmen in W (z’, d,) — W(0, d,) iberein. Man kann ein d} be- 
stimmen (d,>d; > d,), so daB W(z',d,) — W(z’,d3) in W(z’, d,) — W(0, d,) 
liegt. Fiir die Zylindermengen g* = (w ¢’g;; z bel.) treffen die Voraussetzungen 
des Zusatzes zum Satz 2 zu. Also ist g* = gf in (|z| < 6; W(z’, d,) — W(2’, ds). 

5) In diesem Abschnitt wird die Abkiirzung |z — a| = max |z,—a,|, j= 1,...,p 
benutzt. 
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Dann sind aber die ‘g; in W(z’,d,) — W(z’,d,) identisch. Daraus folgt die 
Behauptung. 

Ad 3. Fiir die 2’ aus (|z| < 6)“ (\z — a,| < 4,) fo’ zt die Ubereinstimmung 
der Schnitte wie unter 2. in allen denjenigen Punk.en, in denen nicht alle g,\, 
verschwinden. Die Ausnahmepunkte liegen aber isoliert. Denn sonst miiBten 
auch auf dem Rande von G, Punkte vorhanden sein, in denen alle g,, null 
sind. Das ist jedoch nicht der Fall. 

2.2. Der Inhalt des Hilfssatzes ist im wesentlichen der ,,Kontinuitatssatz“, 
den wir nun in eine brauchbare Form bringen wollen. Dazu seien G, G, wie 
oben erklirt. Die z-Projektion von @ heiBe G{. Weiter sei Z’ ein Gebiet des 
z-Raumes und Z = (Z’, |w| < oo). 

Kontinuitatssatz. Voraussetzungen: 1) g* ist in Z-\(G—G,) analytisch. 
2)k+ran+p. 3) M sei die Menge derjenigen Punkte a aus Z’, fiir die 
erstens a in G, liegt und zu denen zweitens ein 5(a) und eine in G -\(\z — a| < 6(a)) 
analytische Menge existiert, die in (G@ — Gs) /\(\z — a| < d(a)) gleich g* ist. 
4) Z-\G, also auch Z' -\ G! ist zusammenhiingend. 

Behauptung: Entweder ist M leer, oder es ist M = Z' -\ G. 

Beweis. M sei nicht leer. Dann folgt aus dem Hilfssatz fast unmittelbar, 
daB M in Z' -\G; abgeschlossen ist. Andererseits ist M natiirlich offen. Da 
laut Voraussetzung Z’ -\ G; zusammenhingend ist, folgt die Behauptung. 

Zusatz. Auf Grund der Aussage 3. des Hilfssatzes gibt es unter den obigen 
Voraussetzungen, und falls M nicht leer ist, genau eine in Z -\G@ analytische 
Menge, die in Z -\ (G@ — G,) mit g* tibereinstimmt. 

2.3. Da jedes r-konvexe Gebiet G durch analytische r-Polyeder approxi- 
mierbar ist, erhalt man aus 2.2 den 

Existenzsatz. Voraussetzungen: 1) G sei r-konver und G,cG. 2) g* sei 
analytisch und irreduzibel in Z -\(G — Gy). 3) g* komme dem Rand von G be- 
liebig nahe. 4)k+rean+p. 5) ZG ist zuwsammenhiingend. 6) Z'—(Z' r 
(\ Gy) ist nicht leer. 

Behauptung: Es gibt genau eine in Z-\G analytische irreduzible Menge g*, 
welche g* enthiilt. In einer passenden Umgebung des Randes von G ist gk = g*. 

Beweis. Man konstruiere ein r-Polyeder G, und dazu ein G, so, daB erstens 
(G, — G,) ¢ (G — Gy) und zweitens in Z > (G,— G,) Teile von g* liegen. Letz- 
teres ist wegen 3) méglich. Wird M wie oben erklirt, so ist M wegen 6) nicht 
leer. Also liefert der Zusatz in 2.2 eine in Z -\ G analytische irreduzible Menge 
gi, welche g* enthilt. Sie ist in Z~ (@ — G) mit g* identisch. 

2.4. Folgerungen. Die Bedingung 6) ist immer erfillt, wenn G beschrankt, 
das z-Gebiet Z’ aber nicht beschriinkt ist. So erhilt man u. a. die folgenden 
Satze, deren zweiter die angekiindigte Verschirfung des Satzes 7 aus [3] ist. 

Satz 3. Es sei Z=(—d < 2,<d;j=1,..., p; |w| < ) und @ beschrinkt 
und r-konvex, G,¢ G@. Ferner sei g* in Z ~\ (@ — G,) analytisch und irreduzibel 
(k+r2=n+ p). Dann gibt es eine in ZG analytische irreduzible Menge gi, 
welche g* enthilt. In einer passenden Umgebung des Randes von G ist gi = g*. 

Beweis. Man wende den Existenzsatz auf die zusammenhingenden Kom- 
ponenten von ZG an. 
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In Satz 3 ist fiir p= 1 und groBes d insbesondere enthalten 
Satz 4. G sei beschrinkt und r-konvex, G,¢ G. g* sei in G — G, analytisch 

und irreduzibel. Ferner sei k+ r2n+ 1. Dann gibt es genau eine in G 

analytische irreduzible Menge gi. welche g* enthalt. In einer passenden Um- 

gebung des Randes von G ist g§ = g*. (Vgl. Satz 7 in [3].) 

Ebenso ist aber eine leichte Verschirfung von Satz 4 eine unmittelbare 
Folge von Satz 4. Dazu sei E die Vereinigung von endlich vielen q-dimen- 
sionalen Ebenen z= c (p+ q=n) und G*= G— FE, G} = G,— E. Die Di- 
mensionsbedingung laute wie in Satz 4 k+ ran + p. 

Satz 4’. Unter der Dimensionsbedingung k + r => n + p darf man in Satz 4 
G und G, durch G*= G — E und Gf} = G,— E ersetzen. 


II. Der Identitatssatz 

Wir beschrinken uns auf einen Sonderfall, aus welchem der allgemeine 
Satz nach bekanntem Muster folgt. Es seien: Z(r) der Polyzylinder |z,| < r, 
(j= i,..., p) des z-Raumes, W,¢ W, beschrinkte Gebiete des w-Raumes. 
Bewiesen wird der Satz: 

Voraussetzungen. 1. g*,g5 sind in (Z(1),W,) analytisch. 2. gf = g§ in 
(Z(1), W, — W,) und in (Z(e), W,). 3. k > p(= n — q). 

Behauptung. In (Z(1), W,) ist g* = g'. 

Zum Beweise sei U (t, «) das Gebiet 

P q 
|2|? — a(S" + Zot) -t<0 

1 

‘ dat’ leet ted O< acl 
i £ ‘, (( <7 ) 

|2p|*— [2 tet a wi) -—1<0 
w aus W, 
(vgl. [3], §8, Beweis zu Satz 10). Man wihle e, E (e<e, Z <1) beliebig und dar- 
auf « so, daB U(e, «) c (Z(e),W,) und (Z(2), W,) c U(E#, «) Cc (Z(1), W,) ist. 
Es geniigt zu zeigen, daB gt und gt in U(E, «) tibereinstimmen. 

Gesetzt, das sei nicht der Fall. Dann muB es ein gréBtes t,< E mit folgender 
Eigenschaft geben: 1. In U (t,, «) ist g* = gt. 2. Auf dem Raade von U (r,, «), 
aber innerhalb von (Z(1), W,) gibt es einen Punkt R mit beliebig kleinen Um- 
gebungen V (R), so daB gi +g§ in V (R) ist. Aus [3], S. 125, Satz D” geht jedoch 


hervor: Es gibt eine Umgebung V, (R), in welcher g' = g* ist. Das ist ein Wider- 
spruch. gj und g‘ stimmen also in U (EZ, «) iiberein. 
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Zur Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades 
Von 
Uvricn Curistian in Gottingen 


Eine erste zusammenfassende Darstellung der Theorie der Modulfunktionen 
n-ten Grades wurde im Jahre 1939 von C. L. Stecet [7] gegeben. Die ver- 
allgemeinerte obere Halbebene 8, bestehend aus allen n-reihigen komplexen 
symmetrischen Matrizen Z= X + iY mit positivem Imaginirteil Y, wird 
durch eine Modulsubstitution 


Z*=(AZ+ B)(CZ+D) 


eineindeutig und analytisch auf sich abgebildet; dabei sind A, B,C, D ganze 
n-reihige Matrizen mit A’C = C’ A, B’D = D'B, A'’D—C'B=E. Die Ge- 
samtheit dieser Abbildungen stellt die Modulgruppe J" dar, zu der in [7] ein 
Fundamentalbereich © C§ konstruiert wird. Eine Modulform vom Gewicht g 
ist eine in 8 holomorphe und in © beschriinkte Funktion [7]. [4], die der Be- 
dingung 

G(Z*) = |CZ + Di*G(Z) 


geniigt. Eine Modulfunktion wurde damals als Quotient zweier Modulformen 

gleichen Gewichts eingefihrt. Unter den so definierten Modulfunktionen gibt 

as n(n + 1) 
s = * 


hingige. Je k + 1 Modulfunktionen sind algebraisch abhingig. 

In Anlehnung an die allgemeine Theorie der automorphen Funktionen 
scheint es wiinschenswert, die Modulfunktionen als bei J’ invariante mero- 
morphe Funktionen in § zu definieren. Fiir n = 1 ist hierzu eine Kompakti- 
fizierung des Fundamentalbereichs im Unendlichen durch die Substitution 


iiber dem Kérper der komplexen Zahlen algebraisch unab- 


q= e2niz 


und die Hinzunahme des Punktes q = 0 erforderlich. Von einer Modulfunktion 
mu8 man zusatzlich verlangen, daB sie in g = 0 nicht wesentlich singular ist, 
um die algebraixche Abhangigkeit je zweier Modulfunktionen beweisen zu 
kénnen. Daher laBt sich vermuten, daB im Falle n >1 eine dhnliche Be- 
dingung im Unendlichen notwendig ist. Im Jahre 1955 gab C. L. Stecet [11] 
eine geeignete Methode zur Kompaktifizierung des Fundamentalbereichs der 
Modulgruppe n-ten Grades an. Die aus allen nach MinkowskI [5] reduzierten 
nicht-negativen Matrizen Y bestehende Minkowskische Pyramide zerlege man 
in endlich viele Grundpyramiden. Es seien §,..... S, die Kantenmatrizen 
Math. \nn. 133 19 
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einer dieser Grundpyramiden. Mit 
Z=w,S,+---+w,S8,, q=e"*™ (¢=1,...,8) 


ergibt sich die gewiinschte Kompaktifizierung durch Hinzufiigen der Hyper- 
ebenen g,=0(x=1,...,). In der vorliegenden Arbeit wird nun eine 
Modulfunktion als bei J" invariante und in den Variablen Z, g meromorphe 
Funktion erklirt. Mit der von J. P. S—rRE [6] benutzten und von C. L. Str- 
GEL [10] verbesserten Methode laBt sich dann beweisen, daB je k + 1 Modul- 
funktionen algebraisch abhangig sind. Hieraus folgt, daB jede Modulfunktion 
Quotient zweier Modulformen ist. 

Am SchluB der Arbeit wird gezeigt, daB sich jede Modulfunktion rational 
durch Eisensteinsche Reihen ausdriicken laBt. Dieses ergibt sich aus der Tat- 
sache, daB ,,im allgemeinen“ die Matrix Z bis auf Modulsubstitutionen ein- 
deutig bestimmt ist, wenn die Werte aller rational durch Eisensteinsche Reihen 
ausdriickbaren Modulfunktionen im Punkte Z gegeben sind [7]. Beim Be- 
weise verfahrt man ahnlich wie bei der Konstruktion eines singularitiaten- 
freien Modells der Picardschen Mannigfaltigkeit zu einem Abelschen Funktionen- 
korper [2]. 

Diese Arbeit ist meine Dissertation, die von der Mathematisch-Naturwissenschaft- 
lichen Fakultat der Georg-August-Universitat zu Géttingen angenommen wurde. 


§1. Einfiihrende Betrachtungen 


Dieser Paragraph dient der Zusammenstellung von Tatsachen aus der 
Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades. Matrizen werden mit groBen 
lateinischen Buchstaben benannt. Im iibrigen gilt dieselbe Bezeichnung wie 
in [7]. Unter dem absoluten Betrag eines Vektors versteht man das Maximum 
der absoluten Betrage seiner Komponenten. Ist IN eine Menge in einem topo- 
logischen Raum, so sei mit I ihre AbschlieBung bezeichnet. 

Die Modulfunktionen n-ten Grades hingen von k = seth komplexen 
Variablen ab; diese fasse man zu einer n-reihigen symmetrischen Matrix 
Z=xX+iY mit reellen X, Y zusammen. Es sei J die Menge aller reellen 
symmetrischen Matrizen Y™ und %+ die Teilmenge aller positiven Y. Nach 
dem Hadamardschen Determinantensatz gilt die Ungleichung 


(1) [P| S%--- Ym 


fir Y €%+. Wichtig ist im folgenden die Minkowskische Pyramide J. Sie 
besteht aus allen nicht-negativen Matrizen Y € 9%, die den Minkowskischen 
Reduktionsbedingungen [5], [8] geniigen. Aus diesen Bedingungen folgen die 
Ungleichungen 


(2) OSmS°*' Sm, 
(3) —%<2yrSy, (lsv<Asn), 
(4) N---YnS%|¥. 


Fir Anregungen danke ich meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. C. L. 
Srece., und Herrn Dr. H. Kiixeen. 
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Dabei ist c,=>1 eine nur von n abhingige Konstante. Fiir den Bereich 
DB = DPAB* gilt der 

Hilfssatz 1: Notwendig und hinreichend dafiir, daB Y in D liegt, ist Y <D 
und y,> 0. 

Man betrachte nun die seg. verallgemeinerte obere Halbebene 8, bestehend 
aus allen komplexen symiotrischen Matrizen Z=X+iY mit YeQr. 
Dieser Raum wird durch eine Modulsubstitution [7] 


Z*=(AZ+ B)(CZ+ D)> 
eineindeutig und analytisch auf sich abgebildet. Die Modulgruppe n-ten 
Grades werde mit J" bezeichnet. 
Definition 1: Hine Punktmenge RCH heiBe normal, wenn es eine nur vonN 
abhiingige Zahl c,> 0 gibt, so daB fiir alle Z = X + i Y €N die Ungleichungen 
— Cg< 2,,< Cg(v, A=1,..., 0), ¥,< Cg¥,4,(¥=1,...,n— 1) 
— €9,<2y,< Cy (lLSv<Asn), y-.-Yn<e|Y|, y>ey' 
gelten. 
Als Beispiel betrachte man in 8 den bekannten Fundamentalbereich © 
der Modulgruppe, welcher durch die folgenden Bedingungen charakterisiert 
ist: abs (CZ + D)=1 fir alle teilerfremden symmetrischen Matrizenpaare 


(C, D), ferner YEP und —- } <2,,5}(v,A=—1,...,n). Auf Grund der 
Formeln (2) bis (4) und der in [7] bewiesenen Ungleichung 
(5) n=}+y3 >} 


ist © normal. AuBerdem gilt nach [7] der 

Hilfssatz 2: G enthdlt aus jeder Restklasse 8 modl" mindestens einen Re- 
prdasentanten. 

Es sollen einige Eigenschaften von normalen Mengen zusammengestellt 
werden. Aus einet Betrachtung in [9] folgt 

Hilfssatz 3: Eine normale Punktmenge hat mit héchstens endlich vielen ihrer 
Bilder bei Modulsubstitutionen einen nicht-leeren Durchschnitt. 

Hilfssatz 4: Hs sei N eine normale Punktmenge und Z,€3. Dann gibt es 
eine nur von Z, und N abhiingige Konstante c,, so dap 

abs(C Z,+ D) < c,abs(C Z + D) 
gilt fiir alle teilerfremden symmetrischen Paare (C,D) und alle Z €«N. 

Beweis: Mit Y ist auch Y*-1=(C Z+ D) Y-1(Z C’+ D’) eine positive 
reelle Matrix. Daher kann man zwei reelle Matrizen G,W wihlen, so daB 
Y*= @’G und Y"*=W’'W wird. Man setze A= GCW- und B= G(C X + 
+ D)W’. Dann gilt 
(6) AA’'+ BB=E 
und 

abs(C Z, + D) 
abs(CZ + D) 
Aus der letzten Formel folgt aber die Behauptung; da nimlich N normal ist, 
ergibt sich zusammen mit (6) die Beschrinktheit von A, B, X, Y~, W. 
19* 


= abs (A W(Z,— X)W’+ B). 
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Hilfssatz 5: Es sei Z aus einer normalen Punktmenge R und r>n-+ 1. 
Dann ist die Eisensteinsche Reihe [1] 

>» abs (CZ + D)-" 
{C, D} 
gleichmaBig konvergent und beschrénkt. 

Beweis: In [1] wird die Konvergenz der Reihe bewiesen. Die gleichmaBige 
Konvergenz und Beschranktheit folgt dann aus Hilfssatz 4. Nun ergibt sich 
sofort der 

Hilfssatz 6: Zu jeder normalen Punktmenge N gibt es eine Konstante 
C¥4=%(N) > 0, so daB abs(CZ+ D)>c;' fiir alle teilerfremden symmetri- 
schen Paare (C, D) und alle Z €QR ist. 

Hilfssatz 7: Es seiN eine normale Punktmenge und 


Z*~(4Z+ B)(CZ+D) 


eine Modulsubstitution. Z mége unter den Bedingungen Z,Z*€N variieren. 
Bleiben dabei genau g Diagonalelemente von Y und g* Diagonalelemente von Y* 
beschréinkt, so ist g = g*, und es gilt 
Ay 0 _ (cy 0 _ (BY D, 
A=(4 oy)» &=(0 0): P=(0" ox) 
mit unimodularem U,. 
Beweis: Man bestimme eine positive Diagonalmatrix 
T? 0 
0 ad 


yo (OP) — (1-9) 
0 a) \o °-1)° 
so daB Y=G' T*G wird, und setze V = G’-1(X C’+ D’). Dann gilt die 
Identitat 


Tn) — ( 


und eine Dreiecksmatrix 


e : i/V \ (7-2 0\2/ V 

(7) abs*(CZ + D) =|¥||¥*|/4 = ITF (ger) - 7 oa 

Wegen Z «XN sind X, G beschrankt, und infolgedessen ist 
“vV\(V\ 

: (oe) ())>0 


mit einer positiven Konstanten c,. Aus (— C’Z*+ A’)(CZ+ D)=E ergibt 
sich unter Benutzung von Hilfssatz 6 die Ungleichung 
(9) c,'<abs(CZ+ D)<q. 


Fir g = n ist die Aussage des Hilfssatzes trivial. Es sei g < n, y eine ganze 
Zahl mit g < y <n und w die y-te Zeile von GC’. Nun durchlaufe Z unter 
den gemachten Voraussetzungen eine Punktfolge mit t,, > oo. Bei geeigneter 
Wahl dieser Folge gibt es wegen (8) eine nicht ausgeartete n-reihige Unter- 
matrix W von Lee) so daB |W|-! beschrankt bleibt. Man setze a = wW-! 
und bezeichne mit W,(1< »<n) diejenige Matrix, die aus W hervorgeht, 
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indem die y-te Zeile von W durch w ersetzt wird. Dann gilt 
Baa’ 6\Wy P+ +--+ |Wal*) |W I-*. 


Fir jede Matrix M(*".” ist die Determinante |M’M| gleich der Summe der 
Quadrate der n-reihigen Unterdeterminanten von M. Es sei nun 


M=(" 7) (cc): 


Da T- beschrinkt ist, folgt wegen (7) und (9) die Beschrinktheit von 
2(|W,|?+ ---+ |W,|*) und damit die Beschriinktheit von & aa’. Es strebt t, 
gegen unendlich, also a a’ gegen Null. Da die Matrix W beschrinkt ist, strebt w 
gegen die Nullzeile. w ist aber die y-te Zeile von G C’. Unter Benutzung der 
Dreiecksgestalt von G folgt hieraus, daB die y-te Zeile der konstanten Matrix C’ 
verschwindet. Dieses gilt fir y=g+1,...,n. Also verschwinden die n — g 
letzten Spalten von C. Insbesondere ist also mit Riicksicht auf (9) die Matrix 
(FOP 
(CZ+ Dy =(5 5) 
beschrankt. Da auch die Matrizen 7, und G beschrinkt sind, unterscheidet 
sich das g-reihige linke obere Kiastchen der n-reihigen Matrix 
y*— a ny y (7: 7) 
3 4 3 4 
von der g-reihigen Matrix (@,F,)' T?(G,F;) nur um einen beschrinkten 
Summanden. 

Ist nun g* = g, so sind die g ersten Diagonalelemente von Y* beschrinkt. 
Also ist (@,F;)' T? (G,F;) beschrankt. Benutzt man jetzt, daB alle Diagonal- 
elemente von 7’, nicht beschrankt sind, so sieht man, dab G,F, und damit F, 
gegen Null strebt, wenn Z eine geeignete Punktfolge durchliuft. Wegen (9) 
strebt dann auch das linke untere Kistchen von (C Z + D) gegen Null. Be- 


achtet man nun, daB Z¢ N und die Matrix (¢ symplektisch ist, so erhalt 


man fiir die Matrizen A, C, D die in Hilfssatz 7 angegebene Gestalt. Da sich 
das (n — g)-reihige rechte untere Kastchen der Matrix Y* von (@,U,)'T7(@,U;) 
nur um einen beschrinkten Summanden unterscheidet, ist g*=g. Aus g* > 9 
folgt also g* = g. 

Durch Betrachtung der inversen Modulsubstitution, die Z* in Z itiberfihrt, 
zeigt man, daB aus der Ungleichung g* < g ebenfalls die Gleichung g* = g folgt. 
Also ist g* = g, und damit ergibt sich die Behauptung. 


§ 2. Der kompaktifizierte Fundamentalbereich 

In [9] wird bewiesen, daB die Modulgruppe keinen kompakten Funda- 
mentalbereich in 8 besitzt. Daher lassen sich zunichst viele Beweismethoden 
fiir automorphe Funktionen mit kompaktem Fundamentalbereich nicht auf 
die Theorie der Modulfunktionen iibertragen. Es bedeutete daher einen Fort- 
schritt, als C. L. Srecet in [11] darlegte, wie man den oben erwihnten Mangel 
beseitigen kann. Die hierbei angewendete Methode soll in dem vorliegenden 
Paragraphen niaher erlautert werden. 
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Die Minkowskische Pyramide B habe | Kanten. Die 4-te Kante (1 < 4 < 1) 
besteht aus allen Punkten vQ,(v =>0) mit einer Kantenmatrix Q,, die sich 
ganz und nicht negativ wahlen l4Bt. Q, ist eindeutig bestimmt, wenn man 
noch die Teilerfremdheit der Elemente fordert. Irgend k — 1 linear unab- 
hangige dieser Kanten spannen eine Hyperebene auf. Die Menge aller dieser 
Hyperebenen sei 6. Wegen der Konvexitaét von J kann man aus 6 eine Teil- 
menge b’ so auswiahlen, daB $B durch die in h’ liegenden Hyperebenen in endlich 
viele Grundpyramiden J,,...,$,, mit den beiden folgenden Eigenschaften 
zerlegt wird: 

a) Die Grundpyramide $,,(1 <u < m) wird von k linear unabhiingigen 
Kantenmatrizen, etwa S,,..., S;,, @ufgespannt ; d. h., sie besteht aus allen Punkten 


Y= ,8,+ ---+ 0,8, (¥,,...,%20). 


b) Der Durchschnitt zweier Grundpyramiden J,, und J, ist die von den 
gemeinsamen Kantenmatrizen von J, und JY, aufgespannte niederdimensionale 
Pyramide. 

Gewisse Randpunkte der Grundpyramiden kénnen auBerhalb von 3* 
liegen. Fiir spitere Betrachtungen benétigt man jedoch Pyramiden, die ganz 
in J}* liegen. Derartige Pyramiden sollen jetzt konstruiert werden. Dazu be- 
trachte man die zu J, (1 < ~ < _m) gehérenden Kantenmatrizen S,, ... , S, 
und bezeichne ihre ersten Diagonalelemente mit s,, .. . , 8,. Da die S = 0 und 
linear unabhangig sind, ist kein s negativ und mindestens eines positiv. Man 
denke sich die S so geordnet, daB s,,...,8,>0 und s,,,=---=8,=0 ist. 
Man definiere c, und c, als das Maximum bzw. Minimum aller von 0 ver- 
schiedenen ersten Diagonalelemente der Kantenmatrizen von J und c¢, 
= (2k c,)-*, Co=c,cg. Es sei A,,(LSousm,l1snsh=h(m)) die Pyra- 
mide, welche aus allen Punkten Y = v, S,+ --- + v,S, mit v,,..., v,=0 und 
v, = ¢, besteht. Fiir jedes feste «4 ordne man das zugehérige System der S so 
um, da8 S, an erster Stelle steht. Macht man dieses fiir alle 4(1 < 9 < h()) 


und lé8t dann « von | bis m laufen, so erhilt man insgesamt f = h(n) 
7 

geordnete Systeme von Matrizen S. Diese werden von | bis f durchnumeriert. 
Ist dann ¢ eine natiirliche Zahl, 1 < » < f, und 2, die Menge aller Y = v, S,+ 
+---++ 0,8, mit vy= Cg, Vg, ... , M2 0, so stimmen die A, in einer gewissen 
Reihenfolge mit den 2,,,, iiberein. 

Hilfssatz 8: Zu jedem Y¢ YP mit y,=> 4 gibt es ein p(1< wp <f), so dap 
YEA, ist. 

Beweis: Es sei Y¢D,(1 << m), also v,8,+---+%8,=y,214. Da 


9 


die GréBen v,5,, . . . , 8,2 0 sind, gilt v,s,> 3; => oy, also v, = cy fiir min- 
destens ein 4(1 < 4» <h). Hieraus folgt Y ¢%,,= A, mit geeignetem y(1 < 


< psf). 
Die Bereiche 2, sind Pyramiden der gewiinschten Art, denn wegen 


(10) Y= Cy 
fiir Y ¢ A, folgt A, cH (1 < pf). 
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Die abgeschlossene Pyramide 2,(1 < g < f) wird nun in eine offene Pyra- 
mide B,¢€ Y* eingebettet. Mit Hilfe einer sogleich festzulegenden Zahl c,,>0 
sei G, als Gesamtheit aller Punkte Y = v,8,+ ---+ 0,8, mit v,>c¢,— cy, 
Vg, -.. 5 Up >— Cp erklirt. Zunichst kann man c,, so bestimmen, daB fir 
jedes Y €%, die Ungleichungen 


(11) Yy< Cy Yy a Sere n—1), 
(12) — Cy W< 2 Yax< (ny, (lsv<Asn), 
(13) MW ---Yn< ey |Y|, 

(14) "12 cj," 


mit einer von Y unabhangigen Zahl c,,>0 erfillt sind; ferner gilt B, CQ. 
Zum Beweise setze man S = S8,+---+ 8, und bestimme durch die Be- 
dingungen A’(Y + ¢,,S) A = E, ¢,,A’'S A = B eine reelle Matrix A und eine 
Diagonalmatrix B Nun ist Y +¢,,S¢Q%,, also A wegen (10) beschriinkt. 
Diese Schranke ist unabhingig von c,). Man wile c,. so klein, daB die Ele- 
mente von B dem Betrage nach kleiner als } und die Elemente von ¢,)S 
dem Betrage nach kleiner als 3 c, sind. Dann gilt Y > 0, und die Formeln (11) 
bis (14) folgen mit c,,; = Max(2 cg?, 4"c,). 

Nun dehne man die Betrachtungen auf die obere Halbebene § aus. Dort 
sei €,(1 < m < f) als Gesamtheit der Punkte 


Z=w,8,+-:-+w,8, 
mit w,=u,+iv, -+sSu,sf(e—1,...,k) und 1,2 ¢,, r%,..., v,20 
erklart. Entsprechend definiere man 9, durch 
Z=w,8,+ +--+ u,8, 
mit w,=4u,+iv, —l<u<Il(x=1,..., k) und v,>Cy— Cy, vg,---; 
> — Cy. Fir die Bereiche 
€=UC,, 9=U9N, 
? ? 
ergeben sich aus Hilfssatz 8 und (11) bis (14) die folgenden Aussagen. 
Hilfssatz 9: © enthdlt aus jeder Restklasse mod!’ mindestens einen Re- 
présentanten. 


Hilfssatz 10: D ist eine normale Punktmenge. 
Um zu untersuchen, wie sich eine Modulsubstitution 


Z*=(AZ+ B)(CZ+ D> 


in den Variablen w,, ... , w, ausdriickt, lasse man Z in 9, (1 < g Sf) unter 

der Nebenbedingung Z*¢ 9,(1 < y < f) variieren, bezeichne mit S,, ..., S, 

bzw. T,,..., 7, die zu D, bzw. 9, gehérenden Kantenmatrizen und setze 
Z = w, S,+ rahe + w, S;, Z* =t,7T,+ a + t, T, . 


Es sei j die Anzahl der Variablen w,,..., w,, deren Imaginirteile unter den 
gemachten Voraussetzungen nicht beschrinkt sind. Bei geeigneter Indizierung 
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gilt dann 
(15) Im (w,) < Cy. («=j+1,...,&) 


mit einer positiven Konstante c,.. Man benutze nun Hilfssatz 7 fir N = 9. 
erklaire U, wie dort und setze 
vy (2 ° 
=(0 w): 


Z* = (w,+ RP) S,(U] + --- + (w+ RF) S8;(U] + 
+ RR, S;.,(U] +--+ + RES,[U] 

mit beschrinkten rationalen Funktionen R¥,..., Rf von w;,,,...,W,. — 
Durch Transformation mit einer unimodularen Matrix V gehen die Grund- 
pyramiden J,(1 << m) in die Pyramiden D,[V] tiber und die Kanten- 
matrizen von J, in diejenigen von B,,[V]. Lat man « von | bis m und V 
iiber alle unimodularen Matrizen laufen, so erhalt man eine liickenlose Uber- 
deckung gles Raumes 9}* aller positiven Matrizen Y mit Pyramiden. Es seien 
Q, und Q, zwei dieser Pyramiden, C,,..., C, die gemeinsamen und A, ,,,...,A; 
bzw. Bz .,,.--; B, die restlichen Kantenmatrizen. Auf Grund der Forderung b) 
ist dann Q,Q, die von C,,...,C, aufgespannte Pyramide. Fiir eine be- 
liebige Zah] c,, > 0 erklire man Q; als Menge aller 


Dann wird 


(16) 


Y¥ =a,0,+ +++ + ag0qg+ ag4;Aayit +++ + Oe Ay 
und Q; als Menge aller 

Y =b,C,+ --- + bgCg+ b44, Bait --* + by By 
mit reellen Koeffizienten, die gréBer sind als —c,,. Fiir Y € Q} QQ sind dann 
Gq+1,---,@, und b,,,,..., 5, beschrinkt. — Nun seien Q, und Q, die von 
den Kantenmatrizen S,[U],...,S,([U] bzw. 7,,...,7, aufgespannten 
Pyramiden. Bei geeigneter Wahl von c,, ist dann stets Y*¢€Q} Qj. Da die 
Imaginarteile von w,+ Rf,...,w,;+ R¥ nicht beschriinkt sind, miissen die 
Se ee S,(U] unter den C,,...,C, vorkommen; bei geeigneter Indi- 
zierung gilt also 7,= S,[{U](«=1,...,7). Driickt man noch die Matrizen 
S;,,(U], ..., S,[U] in (16). durch 7,, ... , 7, aus, so ergibt ein Koeffizienten- 
vergleich die Relationen 


(17) t= w+ R,(wjys3, ... , We) (g=ul,..., j). 
(18) t= R,(wj.4, --. , We) («=j+1,.... k) 
mit beschrankten rationalen Funktionen R,,... , R,. 
Durch die Substitution 

(19) n= 077 § x (x=1,...,&) 
bilde man 9, (1 < @ < f) in den Raum der komplexen Variablen q,, . . . , g, ab. 
Der Bildbereich ist ein offener k-Kreis R,, in dem alle Punkte mit q,. . . q,=0 
fortzulassen sind. Die gewiinschte Kompaktifizierung wird nach [11] erreicht 


durch AbschlieBung der obengenannten Bildbereiche zu den vollen Kreisen &,. 
Um diesen Sachverhalt zu beschreiben, lege man 8 und die R,(1 < @ < f) in 
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einem k-dimensionalen komplexen Raum nebeneinander und bilde ihre Ver- 
einigungsmenge N%. Man denke sich R versehen mit den durch (19) indizierten 
Abbildungen von gewissen Teilen von § in die R,. Eine Funktion F heiBe 
meromorph (holomorph) in R, wenn F in 8 und jedem der R,(1 < 9 Sf) 
meromorph (holomorph) ist und die Funktionselemente von F in den Punkten 
von § bei den Abbildungen (19) in Funktionselemente der gleichen Funktion F 
iibergefiihrt werden. Man bezeichne die Punkte aus &,(1< m</f) mit 
%°**%,=0 als uneigentliche Punkte von R und alle anderen Punkte von R 
als eigentlich. Die Teilmengen 8, &. . . .. R, von R sind Parameterbereiche 
mit den Parametern Z,q. Eine Parameterumgebung sei eine Umgebung, die 
in einem der Parameterbereiche enthalten ist. Ist eine Unterscheidung 
zwischen den verschiedenen Parametern Z, q nicht notwendig, so werde schlecht- 
hin z geschrieben. Es ist die Funktionaldeterminante 


O(91,-- + 
(20) “in %) =dq,..- 4% 


mit einer von Null verschiedenen Konstanten d. 

Man bezeichne mit © die Abbildung einer offenen einfach-zusammen- 
hingenden Punktmenge 2 ¢ § in 8, welche durch eine Modulsubstitution 

Z*=(AZ+ B)(CZ+ D)* 

vermittelt wird. £(9)=2 ist der Definitionsbereich von O undJ(@) 
= |C Z + D| dort eine Einheit. Dieser Sachverhalt laBt sich leicht auf ganz XR 
ausdehnen. Liegt nimlich 2 in 9, (1 < » Sf), so wird vermége (19) eine Ab- 
bildung = von & auf einen Bereich 2’ c R, definiert. Man beschriinke sich 
auf diejenigen Bereiche 2c 9,, fiir die 5 umkehrbar eindeutig ist. Dann 
bildet O’= O =-! den Bereich 2’ = 2’ (O’) CR, eineindeutig und analytisch 
auf die Menge 0’ 2’= OL2CH8 ab. Der Abbildung O’ ordne man die in 2’ 
erklirte Einheit J’(0’) = J(0’ 2) = J(@) zu. Diese Gleichung ist als numeri- 
sche Gleichung der Funktionswerte zu verstehen. Zur Vereinfachung der Be- 
zeichnung werden die bisher betrachteten Bereiche 2C8 und L’ CR, bzw. 
die Abbildungen @ und 0’ durchweg mit 2 bzw. @ benannt. Dann liegt also 
O 2 stets in 8. Falls sogar @ 2 in einem der Bereiche 9, (1 << f) liegt, 
erhalt man entsprechend Abbildungen 9 von Bereichen in 8 oder R, auf 
Bereiche in R,. Die bisher betrachteten Definitionsberéiche iiberdecken die 
eigentlichen Punkte von %, und iiber jedem dieser Definitionsbereiche ist eine 
Einheit J(@) erklirt. Um auch die uneigentlichen Punkte zu erfassen, be- 
nutze man die Formeln (17), (18) und die bei ihrer Herleitung angewendete 
Bezeichnungsweise. Durch die Substitution 


Gna CF EMH, p= CPt ttn (x= 1,..., k) 
gehen (17), (18) in 
(21) P= QUA AG +1, -- +; I) (@(=1,..., j), 
22 B= KAQysrs +--+ Qe) G=j+1,...,k) 
iiber mit Einheiten K,, . . . , K,, die allerdings nicht eindeutig zu sein brauchen. 


Aus (15) ergibt sich die Ungleichung 
(23) abs g, > e~** 12 (¢c=j+1,...,k). 
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Der k-Kreis 8, ist das topologische Produkt eines j-Kreises €, im Raume der 
Variablen q,,...,q; und eines (n — j)-Kreises €, im Raume der Variablen 
Gj» +-+>%- Sede einfach-zusammenhiingende offene Teilmenge € ¢ G,, 
deren Punkte den Ungleichungen (23) geniigen, wird durch die Relationen (22) 
in den Raum der Variablen p;,,,...,p, abgebildet. Man beschrinke sich 
auf diejenigen Punktmengen &€, fiir die diese Abbildung umkehrbar-eindeutig 
ist. Dann wird durch (21), (22) eine eineindeutige analytische Abbildung 0’ 
des topologischen Produktes 2’ = €, x € in den Raum der Variablen p,, ..., p, 
definiert. Es sei 2 eine einfach-zusammenhingende offené Punktmenge in 2’ 
mit 0’2 CR, und @ die Beschrinkung von 0’ auf £ = 2(@). Da die Determi- 
nante |C Z + D| wegen Hilfssatz 7 nicht von w,,...,w,; abhingt, kann man 
wie vorher in 2 eine Einheit J (@) erkliren. Alle so erhaltenen Abbildungen 0 
nehme man zu den frither erklirten hinzu. Die Gesamtheit der nunmehr 
aufgefiihrten Abbildungen 9 sei mit g bezeichnet. — Um die Kompaktifi- 
zierung des Fundamentalbereichs der Modulgruppe J" zu beschreiben, war es 
notwendig, statt der oberen Halbebene 8 den Bereich ® einzufiihren. In N 
entsprechen die Abbildungen aus g den Modulsubstitutionen in §. 

Definition 2: Zwei Punkte z,, z.<R heiBen kongruent (z,= z,), wenn z,= O z, 
mit einem Element @ < g gilt. 

Bei der Abbildung (19) von 9, in R, (1 = @ <= f) geht C, in die eigentlichen 
Punkte eines in &, gelegenen abgeschlossenen k-Kreises §, iiber. Es sei 
& CR die Vereinigungsmenge der F,(1 < w < f). Wegen Hilfssatz 9 enthalt F 
aus jeder Klasse kongruenter Punkte mindestens einen Reprisentanten. Aus 
Hilfssatz 3 und Hilfssatz 10 folgt, daB die Anzahl zueinander kongruenter 
Punkte aus § beschrinkt ist. Der Bereich F hat also wesentliche Eigenschaften 
eines Fundamentalbereichs; auBerdem ist er kompakt. Daher werde & als 
der kompaktifizierte Fundamentalbereich der Modulgruppe bezeichnet. 


Die in (17), (18) auftretenden rationalen Funktionen R,,..., R, von 
w,= u,+ iv, (¢«=j+1,...,k) sind in dem abgeschlossenen Bereich — ¢y)< 
SUS Cy baw. Cg— Cyl Sey, — lSusl «=j4+1,...,k) stetig und 


daher gleichmaBig stetig. Deshalb gibt es zu jedem Punkt a¢ § eine Um- 
gebung %, und eine endliche Menge t,< g von Abbildungen 0, so daB 2(@) 
= %, ist und die folgende Aussage gilt : 

c) Zu jedem z€ BG, gibt es ein OC t, mit OzEG. 


§ 3. Modulfunktionen 


Dieser Paragraph beschaftigt sich mit Modulfunktionen auf R. Unter 
Verwendung des in § 2 eingefiihrten Begriffs der meromorphen Funktion 
auf werden sie folgendermaBen erklart. 

Definition 3: Eine Funktion F heiBe Modulfunktion, wenn 


F meromorph in& ist, 


F(0z) = F(z) fiir alle 9 € g, z € 2(O) gill. 
Die Modulfunktionen bilden einen Kérper m. 
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Satz 1: Je k + 1 Elemente aus m sind algebraisch abhéngig iiber dem Kérper 
der komplexen Zahlen t. 
Beweis: Man wiahle jeden Punkt a ¢ § als Mittelpunkt eines abgeschlossenen 
k-Kreises ©, CU, vom Radius r,. Eine Modulfunktion F(z) gestattet in einer 
geeigneten Umgebung eines Punktes a eine Quotientendarstellung 


(24) F() = 7 (2€S,); 
dabei sind G, und H, Potenzreihen in den Komponenten von z — a. Diese 
Potenzreihen konvergieren fiir geniigend kleines r, in ©, und stellen dort 
lokal teilerfremde holomorphe Funktionen dar, die bei einer Abbildung 0 ¢ t, 
in lokal teilerfremde holomorphe Funktionen G,(@-'z — a), H,(@-z — a) in 
OG, iibergehen. Ist der Durchschnitt G, ~\ OS, nicht leer, so gilt 


(25) H, (Oz — b) = 1,,(0; z) H,(z — a) (z€G,/ 0S,) 


mit Einheiten 7,,(@;z). Jetzt seien k + 1 Funktionen F und F,(x = 1,..., k) 
des Kérpers m gegeben. Auch fiir F,,(z) gilt eine lokale Darstellung (24), worin 
zur Unterscheidung G,,, H,, statt G,,H, und in (25) entsprechend /,,, 
gesetzt werde. Der Radius r, wird jetzt im allgemeinen von den Funktionen 
Fin Maps ces F,, abhiingen. Es sei ferner {, der k-Kreis vom Radius e~'r, mit 
dem Mittelpunkt a, und es seien endlichviele Punkte a= a,,...,a,, nach 
dem Uberdeckungssatz so bestimmt, daB ganz G durch die entsprechenden 
=, bedeckt wird. Man wihle zwei natiirliche Zahlen v und w, so daB die Ab- 
schitzungen 





k 
abs I,,(9; z) < e®, abs JJ I,,,,(@; z) < e” 


(26) or 
(z€<6,°906,; O€t,;a.b=a,...., a») 
gelten und fiihre 
{27) s=mw +1 
ein. Ferner sei ¢ = ¢, fiir h =1,2,... die gréBte nicht-negative ganze Zahl, 
welche der Bedingung 
(28) 8s t*< m h* 
geniigt. Es folgt 
(29) m h¥ < s(t + 1)¥< (8 + 1) (6+ 1)*. 


also t,-+ cc fiir h +oc. Man kann daher h so groB bestimmen, daB mit (27) 
sogar 


8v Ly 
econ A 
gilt, und dann ist zufolge (28) auch 
(30) svu+twch. 


Man bilde jetzt mit unbestimmten Koeffizienten das allgemeine Polynom 
era x,) in k+ 1 Unbestimmten z, z,(x =1,...,k), das in x den 
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Grad s und in allen z, den Grad ¢ besitzt. Die Anzahl der Koeffizienten ist 


(31) l=(s+ 1) (¢+1)*. 
Seizt man 
k 
(32) Q.= Hi 7, Pa=Q.P(F,F,,..-,F x), 
x=] 


so ist die Funktion P,= P,(z — a) in ©, holomorph. Man fordere, daB im 
Punkte a simtliche partiellen Ableitungen dieser Funktion von den Ordnungen 
0, 1, ,h — 1 verschwinden, und zwar soll dies fiir jedes a=a,,..., @,, 

erfiillt s sein. Da bei jedem a die Anzahl der zu annullierenden Ableitungen den 


Wert 
k 


h-1 

eg (k+n-1 oe a ) 
p= 2 ( k—1 )= k )= coy =i 

hat und jedesmal fiir die unbestimmten Koeffizienten von P eine homogene 

lineare Gleichung entsteht, so erhalt man insgesamt 

(33) j=mjtsmh* 


homogene lineare Gleichungen mit 1 Unbekannten. Zufolge (29), (31), (33) 
ist 7 < 1, so daB eine nicht-triviale Lésung existiert. Es sei d das Maximum 


aller absoluten Betrige abs P,(z — a) fir z€6, und a=a,,..., Ay,- ec 
dieses Maximum bei a = } und z = z* erreicht, so gilt also abs P,(z — a) < 
(2€6,;a=a,,..., a,,), abs P,(z*— b) =d=0. Nun wihle man ein 0 ¢ t 


mit 2** = 0 z*¢ GF. Dann liegt z** in einem k-Kreis £,, so daB dort auf Grund 
des verallgemeinerten Schwarzschen Lemmas [10] sogar die Ungleichung 


abs P,(z — a) S de* 
gelten muB. Andererseits ist nach (25), (32) die Beziehung 


k 
P(O-*2— 6) =( to IT Tos) Pale ‘<x a) (z€G,/ 0S,) 
x=1 
erfillt. Daher folgt unter Benutzung von (26) die Abschatzung 
d = abs P,(z* — b) = abs P, (9-1 z** — b) < dete+tv-*, 


wobei der Exponent nach (30) negativ ist, also d < 0, d= 0 und damit das 
identische Verschwinden der Funktionen P,(z— a) und P(F,F;,..., F,). 
Dies ergibt Satz 1. 

Es soll nun die Darstellbarkeit der Modulfunktionen als Quotient zweier 
in ganz R holomorpher Funktionen untersucht werden. 

Definition 4: Eine Funktion G heiBe Modulform vom Gewicht g, wenn 


G holomorph in ist, 


G(O z) = (J (O; z))*G@(z) fiir alle O€ g,z€ 2(O) gilt. Dabei ist g eine ganze 
Zahl = 0, ng gerade und J (O; z) die in § 2 eingefiihrte Einheit J (@). 

Zwei Modulfunktionen gleichen Gewichts heiBen isobar. Der Quotient 
zweier isobarer Modulformen ist eine Modulfunktion. 
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Satz 2: Jede Modulfunktion ist als Quotient zweier isobarer Modulformen 
darstellbar. 

Beweis: Es sei n der Kérper aller Modulfunktionen, die sich als Quotient 
zweier Modulformen darstellen lassen. In [7] wird bewiesen, daB dieser 
Kérper k iiber  algebraisch unabhingige Funktionen enthilt. Nach Satz 1 
ist also m ein algebraischer Erweiterungskérper von n. Daher geniigt jedes 
Element F ¢ m einer algebraischen Gleichung 


(34) F?+ A, F?-14---4+A,=0. 


Die Koeffizienten sind dabei Elemente aus n und gestatten daher eine Dar- 
stellung 


G, 

A,= CG (ym i,..., Pp) 
mit isobaren Modulformen G, G,,...,G,. Durch Multiplikation von (34) 
mit G? folgt 

P 
(35) Le+ 3’ H,L?-"=0. 

v=1 

Dabei ist L = GF und H,=G’A,(v=1,..., p). Aus der Holomorphie der 


H,li Svs p) in® und (35) folgt, daB L eine zu G isobare Modulform ist. 
Es gilt also F = — €n. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Nun ergibt sich 


Satz 3: Sind k Elemente F,,..., F< m algebraisch unabhingig iiber t, so 

ist m ein endlicher algebraischer Erweiterungskérper von t(F,, .. . , F,). 
Beweis: Man lege im Beweis von Satz 1 die Punkte a=a,,..., a, und 
die zugehérigen k-Kreise unabhangig von F, F,.... , F,, fest. Wegen Satz 2 gilt 

G(z) _ G,{2) * 

F(z) = Hi)’ F,,(z) = H(z) (e=1,..., k) 
mit Modulformen vom Gewicht g, g,(x =1,..., k). Es sei G,(z — a) = G(z), 
H,(z —a)= A(z), G,,(z — a) =G,(z), Aya(z - a) = H,(z) fp k), 
I,,(9; z) = J*9(O;z) und I,,, (9; z) = J9*(O;z) (x=1,..., k). Dann laBt 


sich der Beweis von Satz 1 wértlich itibertragen, und es zeigt sich, dab F 
Nullstelle eines Polynoms P(x) + 0 iiber €(F,,..., F,) ist, dessen Grad nicht 
gréBer wird als s. Da s jetzt von F nicht mehr abhingt, folgt Satz 3. 


§ 4. Vollstindige Funktionenkérper 


In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, daB sich jede Modulfunktion 
rational durch verallgemeinerte Eisensteinsche Reihen [7] ausdriicken laBt. 

Definition 5: Ein Unterkérper v von m heife vollstindig, wenn es eine 
offene Menge OD, CR und eine Teilmenge s von in ©, reguliiren Funktionen F € v 
gibt, so daB aus z,6R. 2,60, und F(z,) = F(z,) fiir alle F<s die Beziehung 
2= 2, folgt. : 

Zunichst sollen einige Beispiele von vollstandigen Funktionenkérpern be- 
trachtet werden. Zur Vorbereitung dient der 
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Hilfssatz 11: Dann und nur dann ist ein Funktionenkérper v vollstindig, 
wenn es eine offene Menge OCS und eine Teilmenge 5 von in © reguliren 
Funktionen F € v gibt, so daB aus 2z,€ 8, 2260 und F(z,) = F(z.) fiir alle F €s 
die Beziehung 2,= 2, folgt. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich folgendermafen. 
Hat ©, mit 8 gemeinsame Punkte, so nehme man O = 0,8. Anderenfalls 
kann man durch Verkleinerung von ©, erreichen, daB ©, aus eigentlichen 
Punkten eines einzigen k-Kreises 8, besteht und die Abbildung (19) von ©, 
in 8 umkehrbar eindeutig wird. Fiir O nehme man das Bild von O, bei dieser 
Abbildung. — Um zu zeigen, daB die Bedingung hinreicht, beweise man wie 
in [7, § 5] die Existenz von k analytisch unabhingigen Elementen in » und 
benutze dann Satz 3. 

Es sei 

R,= D |\CZ+D\- 
{C, D} 

fiir ganze g >n-+ 1, g gerade, die in 8 konvergente verallgemeinerte Eisen- 
steinsche Reihe [1] vom Gewicht g. Aus [7] und Hilfssatz 11 folgt 

Satz 4: Hs sei g >n-+ 1 eine vorgegebene ganze Zahl und g gerade. Der 
Korper aller Modulfunktionen, welche sich als Quotient zweier isobarer Poly- 
nome in den Eisensteinschen Reihen R,,(A = 1, 2, . . .) schreiben lassen, ist voll- 
stindig. 

Im Falle n = 1 ist der K6rper €(j) mit der bekannten j-Funktion [3] ein 
Beispiel eines vollstandigen Funktionenkérpers. 

Das angekiindigte Ergebnis dieses Paragraphen ist enthalten in folgendem 
allgemeineren Satz iiber vollstandige Funktionenk6rper. 

Satz 5: Der einzige vollstindige Funktionenkérper ist m. 

Dem Beweis dieses Satzes ist der Rest des vorliegenden Paragraphen ge- 
widmet. Aus Satz 4 ergibt sich die Vollstandigkeit von m. Es bleibt zu be- 
weisen, daB jeder vollstandige Funktionenkérper » mit m identisch ist. 

Aus Definition 5 folgt die Existenz von k analytisch unabhiangigen Ele- 
menten #,,...,#,€v. Also sind die Elemente £,,...,H#, insbesondere 
algebraisch unabhingig. Nach Satz 3 gibt es Elemente £,,,¢€ 0, E,4.€m, so 
daB 





(36) p=t(EH,,..., By, Ey), 
(37) m = v(E,,») 
wird. Nun kann man nach Satz 2 eine Darstellung 

= + aT aor 
mit isobaren Modulformen H,, H gewinnen. — Die Funktionaldeterminante 
von £,,..., #, nach dem Parameter Z ist eine ,,gebrochene“‘ Modulform vom 


Gewicht n + 1. Multipliziert man diese mit H**, so bekommt man eine ganze 
Modulform K. — Die Funktion E,,, ist algebraisch iiber pv, also Nullstelle 
eines irreduziblen Polynoms P(x) mit dem héchsten Koeffizienten 1. Man 
stelle die Koeffizienten und die Diskriminante von P(x) als Quotienten von 
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Modulformen dar und bezeichne mit M das Produkt aller Nenner und des 
Zahlers der Diskriminante. — Aus Hilfssatz 5 folgt, daB in jedem Punkt z ¢R 
mindestens eine Eisensteinsche Reihe Z von Null verschieden ist. Da L aus 
Stetigkeitsgriinden in einer ganzen Umgebung von z nicht verschwindet und 
die kompakte Menge § mit endlich vielen solchen Umgebungen iiberdeckt 
werden kann, gibt es endlich viele Modulformen L,,,,...,Z, mit positiven 
Gewichten h,,5,..., A, ohne geémeinsame Nullstelle in R. 

Man bezeichne das Gewicht der Modulform HKM mit h und bilde mit 
g =hhysg...h, die Modulformen 


a 
G,= (HKM)* , 


G,= GE, (o=1,..., k +2), 
ay 
G,= Lhe (o=k+3,..., r). 
Dann stimmen die ersten k + 2 der Quotienten 
Gs 
(38) E, = G (o Ae r) 
mit den friiher eingefiihrten Funktionen £,,... , E49 tiberein. Wegen (20) 


sind alle uneigentlichen Punkte von ® in der Nullstellenmannigfaltigkeit M 
von G, enthalten. SchlieBlich gelten die folgenden Aussagen : 

d) Die Funktionaldeterminante der Funktionen E,,..., E,, nach dem Orts- 
parameter z ist in R — M von Null verschieden. 

€é) InR—M sind die Koeffizienten von P(x) regulir; die Diskriminante 
ist dort ungleich Null. 

f) Die Modulformen Gy, ..., G, haben inR keine gemeinsame Nullstelle. 

Hilfssatz 12: Zs gibt eine offene Menge O,CR—M, so daf aus 2,¢%R. 
2,€O, und E,(z,) = E,,(z,.) (x = 1,...,& + 1) die Beziehung z,= z, folgt. 

Der Beweis ergibt sich aus Definition 5. 

Es sei p das Homogenideal im Polynombereich der Unbestimmten 2p,.... #, 
mit der allgemieinen Nullstelle (1, Z,,..., #,) und J7 seine Nullstellenmannig- 
faltigkeit im r-dimensionalen komplexen projektiven Raum. Jedes E,(k + 1 < 
< oe =r) ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms Q,(z) tiber €(£,,..., E,) 
mit dem héchsten Koeffizienten 1. Man stelle die Koeffizienten und Diskri- 
minanten der Q,(x) als Quotienten von Polynomen in £,,..., E,, dar und 
bezeichne mit A(Z,,..., Z,) das Produkt der Zahler der Diskriminanten und 
aller auftretenden Nenner. Dann wihle man eine natiirliche Zahl a, so dab 


2, ry 
B= A(=,...,2) 
ein homogenes Polynom in 2», 2, ... , 2, wird, und bilde den gréBten gemein- 


samen Teiler q =(p, 2)B). Das Polynom Bhat nicht die Nullstelle (1, Z,,..., E,). 
Daher ist die Nullstellenmannigfaltigkeit © von q, die in J/ gelegen ist, 
héchstens (k — 1)-dimensional. — 

Durch die Zuordnung z > (G,(z), . . . , G,(z)) wird wegen f) eine Abbildung 
von ® auf eine Teilmenge 4 von /7 definiert. 
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Hilfssatz 13: 4 — Z ist offen in IT. 
Beweis: Es sei y, ein vorgegebener Punkt aus 4 — 2 und 2,¢R —-M 
eines seiner Urbilder, so daB also yp= (1, Z, (29), . . . , Z,(2)) wird. Man setze 


E =(E,,...,2£,). Wegen d) ist die Funktionaldeterminante - im Punkt z, 


von Null verschieden. Daher gibt es eine Parameterumgebung U von z, 
und eine Konstante c,,>0, so daB durch die Zuordnung z— H(z) die Um- 
gebung U eineindeutig und analytisch auf abs (E — E(z))) < c,, abgebildet 
wird. Nun betrachte man die Koeffizienten der Polynome Q,,,,..., Q, als 
Funktionen von EZ. Wegen y,¢ 2 kann man sich c,, so klein gewihlit denken, 
daB diese Koeffizienten in « «(H — E(z9)) < cy reguliir und die Diskrimi- 
nanten dort von Null versck -den sind. Jedes Q,(k + 1< 0 <r) hat dann 
b = b(@) verschiedene Nullstellen V,,(£) (1 < # < 6), wobei b der Grad von Q, 
ist. Da insbesondere die Zahlen N,,(E (2 )), ..-,N ,(E(zo)) paarweise ver- 
schieden sind, gibt es fiir hinreichend kleines c,, eine positive Zahl c,,, so daB 


abs(N,,(£) — N,,(£)) > es 


wird fiir abs (EZ — E(z9)) < cy und alle 9, a, B(k +1 
= b(@)). Denkt man sich nun die N,, so indiziert, da 
...,7) ist, dann erhalt man 


(39) abs (Z,(Z) — N,,(E)) > es 


s >", l 
B = E,(o = 


lA 
| 2 
> A 
+B 
— iA 


tin 
Noirs 


fiir abs (EZ — E(z)) < cy, und alle 9, 8 mitk+lsegsr,2s fa b(g). Die 
Menge aller y = (1, y,,..., y,) € J7, fiir die abs(y — yg) < Min (cy. ¢,;) gilt, 
stellt dann wegen (39) eine volle Umgebung von y, in A — 2 dar. 

Hilfssatz 14: A ist abgeschlossen in IT. 

Beweis: Die kompakte Menge § CR enthalt aus jeder Kongruenzklasse 
einen Reprasentanten. Also ist 4 schon Bild von &, folglich kompakt und daher 
abgeschlossen. 

Weil J/ eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit von k Dimensionen 
im r-dimensionalen komplexen projektiven Raum und 2 eine héchstens 
(k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von J] ist, ergibt sich der Zu- 
sammenhang von /J — X. In Verbindung mit Hilfssatz 13 und Hilfssatz 14 
folgt hieraus 


(40) A=T11. 


Nun ist noch zu zeigen, daB P(x) den Grad | hat. Es sei ©, die in Hilfs- 
satz 12 definierte offene Menge und F,,, eine beliebige Nullstelle von P(z), 
die in einem k-Kreis ©, CO, erklart sein mége. Wegen (37) gibt es einen Auto- 
morphismus von m iiber pv, der E,,, in F,,,, tiberfiihrt. Gehen die Elemente 
E,.43,...,#,€m hierbei in F,45,..., F, tiber, so ist (1, 2,,..., Bys. 
F,,,2,...,F,) eine allgemeine Nullstelle von p. Es sei nun z ein beliebiger 
Punkt in ©,. Dann wird (1, E,(z),.... E,.4,(2). Fy, 2(2). . . .. F,(z)) ein Punkt 
von /7. Wegen (40) gibt es ein z,¢R%, so daB 


(41) Ez) = B,,(z,) (x = 1, . . a k+ 1). F,(z)= #,(%) (9 =k+2,...,7) 
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gilt. Aus (41) und Hilfssatz 12 folgt nun z = z,, also F,,,(z) = E,,,(z). Da 
dieses fiir alle z €O, gilt, ist die Nullstelle F,,, von P(x) mit Z, ,, identisch. 
Also hat P(x) den Grad 1. Hieraus folgt Z,,,¢v0 und daher wegen (37) die 
Identitat von pv mit dem Kérper aller Modulfunktionen m. 
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Beitrige zur harmonischen Analyse. II 


Von 


H. Rerrer in Newcastle-upon-Tyne 
§1. Einleitung ; Formulierung des Ergebnisses 


Im ersten Teil dieser Arbeit!) wurde ein Approximationsproblem im 
Raume L(G) der integrierbaren Funktionen auf einer lokalkompakten Abel- 
schen Gruppe G@ betrachtet; hier soll ein Beitrag zu einem bekannten Ein- 
deutigkeitsproblem gegeben werden. 

Eine abgeschlossene Menge Q in der dualen Gruppe G hei®t eine Menge 
vom eindeutigen Typus, wenn es nur einen einzigen abgeschlossenen, inva- 
rianten, linearen Unterraum von L(G) mit Kospektrum 2 gibt?), nimlich 
den, der aus allen Funktionen besteht, deren Fouriertransformierte auf Q 
Null ist. Gibt es mehr als einen solchen Unterraum mit Kospektrum 2, so 
heiBt 2 eine Menge vom mehrdeutigen T ypus. 

Bekanntlich gilt: 

1. Jede abgeschlossene Menge in G, deren Rand abzihlbar (allgemeiner: 
reduzibel) ist, ist vom eindeutigen Typus*). 

2. Die Cantorsche Menge auf der Geraden ist vom eindeutigen Typus‘). 

3. Die Kugeloberfliche im Euklidischen Raum R,,, n => 3, ist vom mehr- 
deutigen Typus*). 

4. Jede abgeschlossene Untergruppe von @ ist vom eindeutigen Typus. 
Dies wurde in Teil I bewiesen (Theorem 4; vgl. auch Theorem 5). 

In dieser Arbeit wird folgendes gezeigt : 

Satz. Sei 2’ eine abgeschlossene Menge vom eindeutigen Typus in einer 
Gruppe G’. Sei G’ homomorphes Bild einer Gruppe G und Q das Urbild von Q’ 
in G. Dann ist Q eine Menge vom eindeutigen T ypus. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von 4.; er zeigt insbesondere, dab 
sich aus jeder Menge vom eindeutigen Typus im R,, n= 1, neue Mengen vom 
eindeutigen Typus im Ry, N > n, ergeben. 

: 1) Rerrer, H.: Contributions to Harmonic Analysis. Acta math. 96, 253—263 (1956); 
zitiert als Teil I. 

*) Fiir die Begriffe ,,invariant“* und ,,Kospektrum“ vgl. z. B. Teil I, § 1 und § 4. 

3) Vgl. Theorem 2 in der Arbeit von H.HeEtson: Spectral synthesis of bounded 
functions. Ark. f. Mat. 1, 497—502 (1952), und Theorem 2.2 bei H. Rerrer: Investiga- 
tions in harmonic analysis. Trans. Amer. Math. Soc. 73, 401—427 (1952); dort ist auch 
weitere Literatur angegeben. 

*) Vgl. Cart S. Herz: Spectral synthesis for the Cantor set. Proc. Nat. Acad. Sci. USA 
42, 42—43 (1956). Der Herzsche Beweis laBt sich iibrigens in vielen anderen Fallen an- 
wenden, z. B. auf eine weite Klasse von Mengen im Euklidischen Raum R,. 

5) Scuwartz, L.: Sur une propriété de synthése spectrale dans les groupes non com- 
pacts. C. r. Acad. Sci. (Paris) 227, 424—426 (1948). 





a af i, De 








Beitrage zur harmonischen Analyse. II 299 

Das Eindeutigkeitsproblem lést man nun mittels des folgenden bekannten 
Kriteriums: Eine abgeschlossene Menge 2G ist dann und nur dann vom 
eindeutigen Typus, wenn jede stetige, beschrinkte Funktion g(x) mit Spek- 
trum*) in 2 zu allen Funktionen f(x) ¢ L(G), deren Fouriertransformierte 
auf 2 verschwindet, ,,orthogonal“ ist, d. h. die Bedingung 


Jf 12) p(2)dz= 0 


erfillt. 

Dieses Kriterium ergibt sich aus bekannten Satzen der Funktionalanalysis ; 
man kann es natiirlich, wenn man sich den Beweis ersparen will, geradezu 
als Definition der Mengen vom eindeutigen Typus nehmen. 

Dem Beweis des obigen Satzes schicken wir zwei Hilfssiitze voraus. 


§2. Hilfssiitze 


Wir verwenden die gewéhnlichen Bezeichnungen: G bedeutet eine lokal- 
kompakte Abelsche Gruppe, @ die duale Gruppe von G; gC G und I’cG be- 
deuten zugeordnete abgeschlossene Untergruppen, so daB G/J" die duale 
Gruppe von g ist’). Die Elemente von G werden mit 2, diejenigen von G mit # 
bezeichnet; doch bezeichnen wir die Elemente von [’CG@ mit y. Fir die 
Elemente von G/I" verwenden wir #’. 

Die verschiedenen Haarschen MaBe seien folgendermaBen normiert: Die 
MaBe auf G und g seien gegeben; das Ma8 auf G sei dann nach dem Satz von 
PLANCHEREL-WEIL bestimmt, ebenso das. MaB auf G/I’. Das MaB auf J” sei 
so normiert, daB die Beziehung 

fradin [At {Ba rdy (& « L(G) 
Gir 
gilt. 

Hilfssatz 1. Sei f(x) eine stetige Funktion in L*(G), deren Fouriertrans- 
formierte auBerhalb einer kompakten Menge K < G verschwindet. Sei g eine ab- 
geschlossene Untergruppe von G. 

Dann gehért f(x s) als Funktion von s € g zu L*(q), fiir jedes x € G. Genauer 
gilt: 

f f(xs)|desC -f f(z) dz, 
g 


wo C nur von K (und der Untergruppe g) abhingt. 
Zusatz. Die Funktion f(xs) ¢ L’(g) hat die Fouriertransformierte (auf G/I’) 


[here tr)dy, 


wo {(#) die Fouriertransformierte (auf G) von f(x) ¢ I1(G) ist. 
Der Beweis dieses Hilfssatzes erfolgt in drei Schritten. 
1. Sei § eine kompakte Umgebung des neutralen Elementes von G, der 
Einfachheit halber symmetrisch (S = $-), und §(#) die charakteristische 
6) Vgi. Te Vgl. Teil I, § 3. 
") Wet, A.: L’intégration dans = groupes topologiques et ses applications. 2° éd., 
Paris 1953. Fiir das obige vgl. insbesondere S. 108—109. 
20* 











300 H. Rerrer: 


Funktion von §(8(2) = 1 fir @ ¢ 8, 8(2) = 0 fir #¢ 8). Sei 
S(x) = f 8(#) (x, #) dz. 
@ 


S(zx) ist reell. Wir zeigen: 
f S(xsPds<A, 
g 


wo A eine von x unabhiangige Konstante ist. 
Beweis: Seis €g. Es ist 
S(xs)= [ 8(#) (xs, #) dz 
@ 


= [{f 84 y) (x, & y) dy}: (8, #) dz’, 
Gre 


d. h. S(x s), als Funktion von s € g, ist die Fouriertransformierte der Funktion 
FA#) = [ S(# y)-(z,#y)dy, 


die auf G/I° definiert ist. Nun ist §(#) die charakteristische Funktion einer 
kompakten Menge, also ist F,(#’) sicher in L*(G/I’). Nach dem Satz von 
PLANCHEREL-WEIL gilt 

f S(xsPds= f \F,(2’)Pdz# 

g Gir 


SS{f S(@y) dy d#=A 
Gr vt 


und diese obere Schranke ist von x unabhiangig. 

2. Sei K eine beliebige kompakte Menge in G. Dann gibt es eine Funktion 
/,(x) € I4(@), deren Fouriertransformierte auf K den Wert 1 hat und auBer- 
halb einer kompakten Menge verschwindet, und fiir die 


J \h(zs)|dssc 
uv 


ist mit einer von x unabhangigen Konstanten C. 

Beweis: Sei S irgendeine kompakte, symmetrische Umgebung des neu- 
tralen Elementes von G und 8, eine zweite solche Umgebung, die K - § enthiilt. 
Dann ist die Faltung 


f S(# y~) 8.(y) dy = m(z£ 8 C\ 8.) 
G 


stetig auf G, verschwindet auBerhalb einer kompakten Menge, nimlich auBer- 
halb von §- §,, und hat den Wert m(S) (= Haarsches MaB von 8) auf K. 
Diese Faltung ist nach dem Satz von PLANCHEREL-WEIL die Fouriertrans- 
formierte des Produktes S(zx) - S,(x) ¢ 1(@), wo S,(x) analog definiert ist 
wie S(x). Setzen wir nun 
fy(x) = m-(S8) - S(x) - 8, (x). 

Dann ist, wie sich durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung und des 
Satzes von PLANCHEREL-WEIL sofort ergibt, 


f \fh(2s)| ds < m4(8)-yA «yA, = C. 
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wo A die friihere, A, eine analoge Bedeutung hat (vgl. 1.), und die Fourier- 
transformierte von /,(z) hat die verlangten Eigenschaften. 

3. Ist nun f(z) eine beliebige stetige Funktion in L'(@), deren Fourier- 
transformierte auBerhalb einer kompakten Menge R cG verschwindet, dann ist 


S \f(xs)| dss “f \f(a)| dx. 
ad 


Denn sei /,(x) die in 2. definierte Funktion; dann gilt bekanntlich 
f=h+f 
(man braucht nur zu beachten, daB die Faltung /, + / hier dieselbe Fourier- 
transformierte hat wie /) und auf Grund von 2. ergibt sich dann leicht 


Sf ii(xs)|\ds se f f(y)| dy, 


wo C von x unabhiangig ist. 

Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen®). 

Beweis des Zusatzes zu Hilfssatz 1: 

Die Fouriertransformierte {(#) von /(x) ¢ L4(@) verschwindet voraus- 
setzungsgema&B auBerhalb einer kompakten Menge auf G, also gilt umgekehrt 


f(x) = f f(&) (x, #) dé 
G 
und weiter, fiir s € g, wie vorher 


f(xs) = f f(&) (xs, #) dé 


6 


=S{Sh4 vy) (x4 yd y} (6, #) dz, 

Grr 
d. h. f(z 8), als Funktion von s € g, ist die Fouriertransformierte der Funktion 
{ie y) (2,4 y)dy, 


die auBerhalb einer kompakten Menge von G/J" Null ist. Nun ist oben be- 
wiesen worden, daB f(xs) zu D*(g) gehért. Es gilt also umgekehrt,daB 
JS }(@ y) (x, # y) d y die Fouriertransformierte von /(zx s) ist, w.z.b.w. 

r 


Hilfssatz 2. Sei f(x) in L‘(@). Dann gibt es fiir jedes e > 0 eine Funktion 
w(x) € LA(G), deren Fouriertransformierte auBerhalb einer kompakten Menge 
verschwindet und die die Bedingung 

jwef—fh<e 
erfiillt. 

Dieser Hilfssatz steht in einer Arbeit von GoDEMENT®) und in einer von 
Srcau!®). Der Beweis ist ganz einfach: 


‘) Fiir den Fall, daB G die additive Gruppe der reellen Zahlen, g die Untergruppe der 
ganzen Zahlen ist, vg]. N. WrenEeR, The Fourier Integral and Certain of its Applications, 
8. 80. Cambridge University Press 1933. 

*) Gopement, R.: Théorémes taubériens et théorie spectrale, Ann. Ecole norm. sup. 64, 
119—138 (1947), Lemme III (S. 126). 

1°) Scat, I. E.: The group algebra of a locally compact group. Trans. Amer. Math. 
Soc. 61, 69—105 (1947), Theorem 2.6 (S. 87). 
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Nach A. Wert (a. a. 0.7), S. 52) gibt es fiir jedes ¢ >0 eine Funktion 
u(x) € L1(G@) derart, daB 
ju*f—fhi<e 
ist. Weiter gibt es!) eine Funktion w(x) ¢ L(G), deren Fouriertransformierte 
auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet und die die Bedingung 
lw —uli<e 
erfillt. Dann ist also 


Jw *f—fli<e-(1+ If, 


was fiir den Beweis geniigt. 


$3. Beweis des Ergebnisses 


Der Beweis des angekiindigten Satzes verliuft nun folgendermaBen : 

G’ ist isomorph zu einer Faktorgruppe G/I", wo I" eine abgeschlossene 
Untergruppe von G ist; sei g die zugeordnete abgeschlossene Untergruppe von 
G?). 

Sei (x) eine beschrankte, stetige Funktion auf G, deren Spektrum in 2 
enthalten ist. Nach dem Kriterium in § | ist zu zeigen, daB 


(1) f i(2) p(z) dx = 0 


ist fiir jede Funktion f ¢ L1(@), deren Fouriertransformierte auf 2 verschwindet. 

Auf Grund von Hilfssatz 2 geniigt es, (1) fiir die stetigen Hilfsfunktionen 
h(x) = w « f zu beweisen. Nun gilt (bei entsprechender Normierung des Haar- 
schen MaBes dz’ auf G/g) 


(2) f h(x) pla) da = f{fh(xs) o(xs) ds}dz’. 
G Gig 9g 


Die Fouriertransformierte 4(#) von h(x) ist das Produkt der Fourier- 
transformierten von w und /, verschwindet also sowohl auBerhalb einer kom- 
pakten Menge als auch auf 2. Die Funktion h(zs) — als Funktion von 
8 €g — gehdrt nun nach Hilfssatz 1 fiir jedes x ¢ G zu D*(g) und hat nach dem 
Zusatz zu Hilfssatz 1 die Fouriertransformierte 


H,(4’) = f h(# y) (x, #y)dy 


auf G/I", der dualen Gruppe von g. 
Es ist klar, daB H,(2’) fir #’ ¢ Q’ verschwindet, denn f(#) verschwindet 
auf 2, dem Urbild von Q’ in G. 


Nun folgt auf Grund von Theorem | in Teil I*) und aus der Voraussetzung, 
daB 2’ eine Menge vom eindeutigen Typus ist, 


fh(zs) p(xs)ds=0 
9 


fiir jedes x ¢ G; wegen (2) ergibt sich dann sofort (1), und der Beweis ist fertig. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1956) 
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Das Problem von Douglas 
fiir Flachen konstanter mittlerer Kriimmung*) 
Von 
Hetmvut WERNER in Gottingen 
Meinem hochverehrten Lehrer Herrn Professor Dr. Rettich zum Gedichtnis. 


Einleitung 
In dieser Arbeit soll das Problem von Dove.as fiir Flichen konstanter 
e mittlerer Kriimmung behandelt werden, d.h. es soll untersucht werden, wann 
n in n gegebene Jordankurven eine n-fach zusammenhingende Fliche kon- 
stanter mittlerer Kriimmung eingespannt werden kann. Wir beschrinken uns 

Q dabei auf Flachen von dem Geschlecht Null. 


In dieser Allgemeinheit kénnen wir das Problem nicht behandeln; es zeigt 
sich aber, daB man wie bei Minimalflichen gewisse hinreichende Bedingungen 
angeben kann. Wir fordern, 

a) daB man in die gegebenen Kurven eine Fliche mit endlichem Dirichlet- 
integral einspannen kann (vgl. § 4), 

b) daB eine Kohiarenzbedingung erfiillt ist (vgl. § 4). 

Dariiber hinaus muB man bei Flaichen konstanter mittlerer Kriimmung 
mit H+0 eine gewisse Normierung vornehmen, um den von uns ein- 
geschlagenen Lésungsweg begehen zu kénnen. Man muB fordern, 

c) daB die gegebenen Jordankurven im Inneren der Einheitskugel liegen. 
Unter diesen Bedingungen gibt es eine Flache konstanter mittlerer Krimmung 
a- mit |H|< +4, welche n-fach zusammenhingend ist und von den Jordan- 
om kurven berandet wird. 

m Analytisch ausgedriickt heiBt das, es gibt eine stetige Vektorfunktion 
r(u,v), die erklart ist in einem n-fach zusammenhingenden Bereich R, der 
von n Kreisen berandet wird. Im Inneren des Definitionsbereiches ist ¢ zwei- 
mal stetig differenzierbar, und es gelten die Gleichungen 

Ar=2H(s,xf,), =, ty F,= 0. 
Die einzelnen Randkreise des Definitionsbereiches werden topologisch auf die 
einzelnen Jordankurven abgebildet. 

Der Beweis dieser Aussage verallgemeinert die Untersuchungen von 
E. Herz [3] iiber diese Frage und verwendet weiter die bei Minimalflichen 
iiblichen Methoden, wie man sie bei R. Courant [1] findet. Der Beweis 
benutzt die direkten Methoden der Variationsrechnung. 


et 





*) Diese ‘Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der 
Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. 
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In Kapitel I wird zunichst das Randwertproblem der Gleichung 4 r 
= 2 H(r,x r,) fiir stetige Randwerte in n-fach zusammenhangenden normali- 
sierten Bereichen (vgl.§1) behandelt. Es ist méglich, die apriori-Ab- 
schitzungen von E. Hernz [3] so zu verindern, daB sie lokalen Charakter 
bekommen. Die Abschaitzungen werden besonders einfach, wenn man einen 
von Nacgumo [7] herriihrenden Kunstgriff verwendet. 

Als Ergebnis erhalten wir Satz 1. 

Auf dem Rande des n-fach zusammenhingenden Normalgebietes % (vgl. 
§ 1) seien stetige Randwerte x(s) mit |r(s)| < 1 vorgelegt. Dann gibt es eine 
Vektorfunktion r (wu, v), die in N zweimal stetig differenzierbar ist, der Gleichung 


Ar=2 H(z, r,) (\H| <4 


geniigt und die vorgeschriebenen Randwerte annimmt. 

Die Beschranknng hinsichtlich des Gebietes ist im Hinblick auf die An- 
wendung in Kapitel II vorgenommen, man kann Satz | auch fiir allgemeinere 
Gebiete aussprechen. 

Im Kapitel II wird nun das Variationsproblem gelést, auf das unsere 
Existenzfrage zuriickgefihrt werden kann. Man geht von einer Minimalfolge 
aus. Diese wird einem GlattungsprozeB unterworfen, d.h. man ersetzt die 
Vektoren der Folge durch Lésungen der Gleichung A x = 2 H(z, x r,), die 
dieselben Randwerte wie die Vektoren haben. Es wird gezeigt, daB man 
dabei wieder eine Minimalfolge erhailt und daB diese Minimalfolge kompakt 
ist. Sie enthalt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzelement yx die Lésung 
des Variationsproblems ist. Durch Diskussion der Minimaleigenschaft von r 
l4Bt sich zeigen, daB x eine Fliche konstanter mittlerer Kriimmung ist. 

Zum SchluB bemerken wir, daB die Douglassche Bedingung (vgl. [2], 
S. 232) fiir die Lésbarkeit des Variationsproblems bei Minimalflichen sinn- 
gemaB auf die Flichen konstanter mittlerer Kriimmung iibertragen werden 
kann. 


Kapitel I. Das Randwertproblem von A x = 2 H(r,, x r,) fiir mehrfach 
zusammenhingende Gebiete 


§ 1. Definitionen 


Im folgenden werden Vektorfunktionen r(u, v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)). 
wir sagen dafiir kurz Vektoren, in n-fach zusammenhingenden Gebieten be- 
trachtet. Es wird fiir u + iv die Bezeichnung p eingefiihrt und r(u,v) = r(p) 
geschrieben. Wir erkléren das innere Produkt zweier Vektoren r = (z, y, z) 
und y=(%,¥,Z) durch r-n= 2%+ y¥+22z, das aduBere Produkt durch 
¥xXyp=(yZ — zy, 2% — xz, xy — yX). Farr -r schreiben wir r?. 

Die Gleichung Ax = 2 H(r,xx,) ist gegen konforme Abbildungen in- 
variant. Man kann aus diesem Grunde den Definitionsbereich der Lésungs- 
vektoren durch eine konforme Abbildung normieren. Die Normierung sei in 
folgender Weise durchgefihrt : 
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Das Gebiet N liege im Inneren des Einheitskreises und werde von dem 
Einheitskreis k,, einem zu diesem konzentrischen kleineren Kreis k, und n — 2 
weiteren Kreisen k,,...,k, (n 22) berandet. Keiner dieser Kreise soll zu 
einem Punkte entartet sein. Um den Fall n = 1 einzuschlieBen, definieren wir, 
daB N in diesem Falle mit dem Inneren des Einheitskreises tibereinstimmen 
soll. 

Wir bezeichnen den Rand des Gebietes N mit N’ und den Bereich N + N’ 
mit KR. 

Die Greensche Funktion von N hat die Gestalt 


: 1 1 

(t.1) G(p, Px) = zz oe Ct Ap. Pad: PERN, MEN, P+ P,. 
dabei ist h(p, p,) diejenige Potentialfunktion fiir p « N, die auf N’ die Rand- 
werte a5 log |p — p,| besitzt. (p, ein fester Punkt). 


Es sei K(p, p,) fir p,eN, peN’ die Ableitung von G(p, p,) nach der 
inneren Normalen von N’ im Punkte p. 


§ 2. Apriori-Abschitzungen 

Es sollen nun in % giiltige apriori-Abschitzungen fiir die Lésungen von 
(2.1) Ar=2H(z,xf,) 
hergeleitet werden. Genauer gesagt, sollen aus gewissen qualitativen An- 
nahmen iiber die Lésungen von (2.1) quantitative Angaben gefolgert werden. 

Durch Vertauschung von u und v geht Ar=2H(r,xxr,) in Ar 

—2H (x, x,) tiber. Wir wollen deshalb zur Vereinfachung der Schreibung 
annehmen, daB H = 0 ist. 

Es sei N, die Menge aller Punkte p « N, deren Abstand von N’ gréBer als ¢ 


ist. G,(p, p,) und K,(p, p,) seien die zu N, gehérende Greensche Funktion 
und ihre Ableitung nach der inneren Normalen von X’. Ferner wird definiert : 


d(p,) = Min |p, — p| . 
pon’ 


Dann erhalten wir eine vorliufige Aussage in dem 

Hilfssatz I). Es sei x(u,v) mit |x| < 1 stetig in RN, ziveimal stetig differen- 
zierbar in N und geniige der Gleichung 
2.1) 1r=2H(r,r,), OsH<1. 
Dann gilt 


l | 
(2.2) ff Gan. Pr) (tu + Kp) du dv Sy | [ Kp, p,)x*(p) ds —¥*(p,) 








pene 
fiir geniigend kleine e = 0, und 
1 
(2.3) [ [ (x2 + 2x2)dudv<s a log 3| - Max = {gi® 
pr < dp) ® ; py v| Sdn.) 


mit0<9< 1. 


zs ') Hilfssatz 2 und 4 von E. Hernz [3]. 
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Beweis: Aus der Ungleichung 
A(x*)= 2n Ax + 2(e3 + 2) = 2 [e3 + 3+ 2H x(e,xr,)]= 
= 2(1 — H) (x2+ 13) 
folgt wegen G,(p, p,) > 0 die Relation 
2(1— H)- ff G.(p, py) (t2 + ri) dudu< ff G,(p, p,)- A(x") dudv 
pENe, pENe 


f Kp, P:) X*(p) ds — *(p)| fir -2e>0. 


PENe 

Bei festem ¢, kann man ¢ gegen Null gehen lassen, denn die rechte Seite hangt 
stetig von ¢ ab. Nachfolgender Grenziibergang ¢,> 0 beweist, daB die Un- 
gleichung (2.2) auch fiir ¢ = 0 gilt. 

Ganz analog beweist man (2.3); man vergleiche [3], S. 263. 

Es 14Bt sich nun eine Aussage iiber die Annaherung der Funktion r (u,v) 
an ihre Randwerte machen. 

Hiljssatz 2). Es sei x(p) stetig in N und geniige der Ungleichung |x (p)| < 1. 
InN sei x(p) zweimal stetig differenzierbar und erfiille die Gleichung 

Ar=2H(r,xr,), OsH<}. 


Dann gilt fiir poe N' die Abschiitzwng 


H | | 
It (Ps) — ¥(Po)| <3 —sH [ke Pa) ¥°(p) ds — ¥*(p9)) + 
! | 


(2.4) pa 
aH | [ Kw, P;) t(p) ds — x (pa)| 
ir 


| 


Man erkennt, daB die Anniaherung in der gleichen GréBenordnung wie bei 
Potentialfunktionen erfolgt. 
Beweis: Es sei p, in N, enthalten (e > 0). Dann gilt 


lf * «(P, P;) ¥(p) ds — ¥(p,)| = Us G.(p, y) AF dudo| = 
ad SH -ff G,(p, p,)° a. + x3)dudv. 
Nach (2.2) ist r 
2(1— H)- ff @. (p, Py): (5 + x2) dudv< lf K.(p, p,) ¥2(p) ds — (Pd) < 
S | Kelp, vs) #°(p) do — (£ KAP, Ps) ¥(P) aa)" 4 


+ |{ Kl, P,) X(p) ds + x(p,) if K,(p, p;) t(p) ds — ¥(p). 





Daraus folgt wegen |r(p)| < 1 fir p € N und mit (2.5) die Ungleichung 
2(1 — H)- ff @,(p, p,) (ti + He) dudus 
Ne 


s at Pi) ¥*(p) ds — (J K.(p. Ps) ¥(p) ds) + 2H-ffG,-(Ki+ r)dudv, 
Ne Ne Ne 


*) Vgl. Hilfssatz 5 von E. Hernz [3]. 





wy 





Flachen konstanter mittlerer Kriimmung 
und hieraus 
2(1— 2H)- Sf G,(p, p,) (82 + 42) dudv< 
(2.6) ~ 
< \S K,(p, p;) ¥2(p) ds — (Z K,(p, P,) ¥(p) ae)" 
Nun ergibt sich 

Ix (p,) — ¥(Pp9)| S Fm) = K,(p, Pr) ¥(p) de + «(P, Py) ¥(p) ds — x(po)| S 


<2H- Fa G(p, P;) (%yX Fy) du o 7 J Kel, P;) t(p) ds — ¥ (Po) 








Indem man (2.6) verwendet, erhalt man 


H 
It(P1) — ¥(Po)| S oq aH ° [ko P,) * ¥*(p) ds — ( | Ximmosimrasy + 


+ | { K.(p, py) ¥(p) ds — ¥(p9)| < 


| é 


H 
= = 21 — 2H) rh Ap.) (9)d0— 300) + 19H oH ft Pi) t(p) ds — (Pa) 





Fiir e + 0 folgt daraus die behauptete Abschitzung (2.4). 

Es werden nun Abschitzungen fiir die ersten Ableitungen von x (u,v) ab- 
geleitet. Dabei stiitzen wir uns auf die Methode von Herz und wenden 
auBerdem einen von Nacumo [7] stammenden Kunstgriff an. 

Hiljssatz 3. In N sei x(p) stetig, in N zweimal stetig differenzierbar, und es 
gelte 

Ar=2H(z,xr,), 0S H<1 und [r(p)| <1. 


Dann gibt es eine Konstante C(H,), so daB 
(2.7) (r2 + 12) < ies’ C(H,) fir H<H,<1 


gilt, wobei d(p,) den Abstand zwischen p, und N' bezeichnet und m die 


obere Grenze |x (p)| bedeutet. 
P—P,| < d(p,) 
Anmerkung: Beim Beweis dieses Hilfssatzes wird nicht benutzt, daB N 


ein Normalgebiet ist. 
Beweis: Es sei 0 < x < d(p,). Zunichst soll fiir festes x die Zahl 
M,= Max [x — |p— p,|] (Fa + Fey" 
ip—r,| S* 
abgeschatzt werden. Es gibt ein p, mit |p,— p,|< x und M, = [x — |p,— p,|]. 
(x2 + x2)"2. Sei M, > 0. Dann ist d,= x — |\p,— p,| positiv. Nach Heryz [3], 
8. 263, besteht die Ungleichung 


5 a\1 1 $ 2 "la 
(r+ FO) S7= | [| (ri + xt)dudv| + 
}x-4,°® \p— P| Sd,-® 


1 
+e: I \dr|- dude 


\P—P:| Sd, D 
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fir 0< 9 <1. Daraus folgt mit (2.3) und 
m= Max |r|=> Max |r| 








\P—P,| S4(p,) \p—P.| Sd, 
die Abschatzung 
7 d,® 
M,, 1 \x-m > ih H es dv 
4, *Va-a,-9 —Hy* lows] ” +35 ff Fu + Fe) drdg 
r=|p—p,|=0 
und schlieBlich 
-%}, ° 9 

(2.8) Os ay . 5 - log 3| — M,,+ — - M2. 





Wir kénnen annehmen, daB H von Null verschieden ist, da fiir H = 0 eine 
Abschatzung fiir M, durch die vorstehende Ungleichung gegeben ist. 
Wir bestimmen 9, so, daB 


1 1 Ne H-m 1 
1>4 Gopyucaye [les |” >4-aoeya aye [oss] 
gilt. Aus (2.8) erhalt man durch elementare Umformungen die Gleichung 

1-9, ‘(1 Pe er f y ~ 
(sars,) ~ G=9)0—Hy* “[%% 9, 
OS ath ral 
s(sH8,)(!-aosj0sme 
Daraus folgt fiir M, die Alternative: Es gilt entweder 





1—9, 2m 1]-*% 1-9, 
. M2 Tee — Saray |M e,| >2H9, >° 
oder 
2m figg 2] 1= 


Der erste Fall ist nach Nacumo [7] unméglich. Denn die Zahl M,, besitzt 
fiir x > 0 den Grenzwert 0, geniigt also der Ungleichung 1. Da die Zahl stetig 
von x abhangt und die durch Ungleichung 1. und 2. beschriebenen Mengen 
punktfremd sind, so mu8 M, fiir alle x zwischen 0 und d(p,) der zweiten 
Ungleichung geniigen. Insbesondere gilt 
C4 i s gt foe |. 
Fir x + d(p,) erhalt man (2.7). 
Wir wollen nun von den Randwerten x (p) fiir p « N’ voraussetzen, daB sie 
zweimal stetig nach s differenzierbar sind. (s = Bogenlinge auf %’.) Es soll 
dy} 


dr 
ds| Ss M und |73 — M 


gelten. Dann kénnen wir die Abschitzungen von (rz + 42): unabhiingig von 
d(p,) durchfihren. 

Wir bestimmen einen Randpunkt p, von N’ so, daB |p,— p,| = d(p,) ist. 
Unter den genannten Voraussetzungen iiber die Randwerte und das Gebiet N 
gibt es nach bekannten potentialtheoretischen Satzen von KELLOGG [5] eine 





~~ SS eae 
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Konstante C,(N, M), so daB 
if K (p, pi) ¥(p) ds — ¥(po)| S |po — pi - C,(%, M), 


LR. p;) x2(p) ds — x2(po)! < |p, — pj) - C,(N, M) 
| | 


fiir beliebige Punkte p; ¢N und pp ¢ N’ gilt. 

Wir kénnen uns auf die Punkte p, in der Nahe von N’ beschriinken, etwa 
auf die Punkte mit 2 - d(p,) - C\(M, M) < 1 — 2H. Sei py ein Randpunkt mit 
minimalem Abstand von p,. Dann gilt 


Max |r(p)—X(Po)|S Max = |r(p)—x(p)|S 
\p—P,| Sd(p,) |P—Po| S4(p,)-2 


2 


—H, , 


- S 

Da die Gleichung (2.1) gegen Transformationen y(u,v) = (u,v) + ¢ invariant 
ist, kénnen wir annehmen, daB r(p,) = 0 ist. Fiir die Umgebung |p,— p| < 
< 2-d(p,) kann nun Hilfssatz 3 angewendet werden. Mit r(p,) = 0 und der 
obigen Abschatzung bekommt man 
<- 2-A, 
= '(i—28,) 
Dieses Resultat fassen wir zusammen in 

Hiljssatz 4. Sei x(p) in N stetig und |x| < 1. In N sei x zweimal stetig 
differenzierbar und geniige der Gleichung 


Ar=2H(r,x1r,), OsHSH<+. 


Die Randwerte von x seien zweimal stetig differenzierbar nach der Bogenliinge s, 
und es gelte 


(x2 4 r) Js -C\(R. M)-C(A,). 


dr |d*x|_ 
ism, \SiisM. 
Dann gibt es eine von H,, M und R abhiingige Zahl C,(H,, M,N), so da die 
Ungleichung besteht 
(rz + x2),2 < C,(H,, M,N). 


Nachdem wir nun im Besitze der zur Lésung des Randwertproblems not- 
wendigen apriori-Abschatzungen sind, bleibt nur noch eine Aussage iiber die 
Kompaktheit der Lésungen von A r = 2 H(r, x r,) zu beweisen, ehe wir unser 
Problem endgiiltig lésen kénnen. 
Hilfssatz 5. Gegeben sei eine Folge von Vektoren r™ (u,v) in R,,. 
Voraussetzung: a) Die Vektoren seien stetig in Ni, und cs gelte \x™| < 1. 
b) InX,, sei x™ zweimal stetig differenzierbar und lése die Gleichung 


Arm= 2H xx), OSH<t. 


c) Die Normalgebiete N,, streben gegen ein Normalgebiet Ny. Die stetigen 
Randwerte r™ (p) auf N;, konvergieren gleichméafig gegen ¢(p) auf Nj, genauer, 
zu e > 0 gibt es 6 >0 und N(e), so da fiir pPEN,,, PO ENS, |p™— pO! < 6 
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und n > N die Beziehung besteht 
Ir™ (p™) = £(p)| Se. 
Behauptung: Es gibt eine Teilfolge r™), so daB folgendes gilt: 
a) Es gibt eine Funktion r (u,v) in Ny mit 
lim x) — tr, lim x") = x, lim x) = ro . 

In jedem Teilbereich von Ny ist die Konvergenz gleichmafig. 

b) Die Funktion x ist zweimal stetig differenzierbar in Ny, und es gilt 

AxyO= 2 (rx 2). 

c) Die Funktion x ist stetig in R, mit den Randwerten ¢ (p) auf No. 

Beweis: Es sei eine monotone Nullfolge gegeben, ¢,-> 0 fiir yoo. Dann 
besteht bei festem » fiir fast alle n die Relation Ne, CRe,, , SNn- Fir die Be- 
triage der ersten Ableitungen der Funktionen r™ hat man nach Hilfssatz 3 
in N,, die Abschiitzung (e,— ¢,_,)~'C(H). Man kann also in X,, eine Teilfolge 
der r™ finden, fiir die a) und b) der obigen Behauptung gilt’). 

Es sei r"-") eine Teilfolge, die in N,, konvergiert und fiir die a) und b) gilt. 
Aus dieser Folge wird eine Teilfolge r®-”) herausgegriffen, die in N,, konver- 
giert, und so fort. Die Funktionen r“-” konvergieren schlieBlich in ganz N,) 
gegen eine Funktion r) und es gilt a) und b). 

Nach Hilfssatz 2 ist 


k(p,) — ™(pQ”)| S K,(p, Px) - (™ (p)P ds — OCH 
Pres 2H) FY 


+ iz = | K,,(p, Px) ¥™ (p) ds — (Mp) 


dabei ist K,,(p,p,) die stillet der zu %,, ienestiie Greenschen 
Funktion. 

Es sei nun e > 0 vorgegeben. Dann kann man wegen der aus Voraus- 
setzung c) folgenden gleichgradigen Stetigkeit von r™ auf dem Rande Xj, 
und wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Poissonschen Kerne Zahlen 
N (e) und d(e) > 0 so bestimmen, daB 


| f Kn(p,p,) -¥™ (p) ds — x™ (p?)| < € 
und |% | 





n(P>Ps) (5 (p))*da — (E(B?) S € 


fiir |p, — pf”| < d(e) und n > N(e) gilt. 
Ist nun |p,—po| < 5(e) und strebt pi” — p, fiir n — co, so ist fiir fast alle ¢ 
die Ungleichung |p, — p{"| < 6(e) erfiillt und mithin gilt 
. 2—H 
ie (py) — (PQ) S © som - 
Fir n > oo erhalt man 
~ " 2—H 
ir (p,) — F (po)| Se, fir |p, — pol S d(e)), = €- 21— 2h) ° 
Damit ist auch die Behauptung c) bewiesen. 


’) Vgl. E. Hetnz [3], Hilfssatz 1. 
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$3. Das Randwertproblem von Ar = 2 H (r,,x 4,) fiir 
n-fach zusammenhdngende Gebiete (n = 1) 

Satz 1. Es sei N ein Normalgebiet. Auf N’ seien stetige Randwerte ¢(p) 
gegeben, es gelte |t (p)| < 1. 

Dann gibt es eine in N zweimal stetig differenzierbare Lésung der Gleichung 

Ar=2H(r,xr,) fiir || < }, 
die die Randwerte f(p) besitzt und der Ungleichung |r| < 1 in N geniigt. 

Sind die Randwerte nach der Bogenliinge s von N' zweimal stetig differenzier- 
bar, so sind die ersten Ableitungen von x in X stetig. 

Beweis*): Nach der am Anfang von § 2 gemachten Bemerkung geniigt es, 
die Werte 0< H <+4 zu betrachten. Es sei H, eine beliebige feste Zahl, 
H,< 4. Dann wird der Beweis fiir 0 < H < H, gefihrt. 

I. Zunichst werde angenommen, daB f (p) auf N’ zweimal stetig differenzier- 
bar sei und daB 

ise <M und i= <M 
|@8 
gelte. 

Wir betrachten den Banachraum & aller in X stetigen und stetig differen- 
zierbaren Vektoren x (p) mit der Norm 


|x| = obere Grenze |r(p)| + obere Grenze (r2 + 12)" < 00 . 
pen pen 


In & betrachten wir die offene Menge 22 aller r, die den Ungleichungen 
Ix(p)| <$ und (rz + x2)" < C,(H,, M,N) +1 
in N geniigen, C, ist die in Hilfssatz 4 definierte Zahl. 2’ und Q bezeichnen 
Rand und AbschlieBung von 2. 
Es sei t(u,v) diejenige Potentialfunktion in N, welche die Randwerte ¥ (p) 


annimmt. Wegen A (#?) = 2(¢2 + £2) => 0 und Hilfssatz 4 gehért ¢ zu Q. 
In 0 definieren wir den Operator 


F(x, H)=%-—2H-ff G(p,p,) (t,x x,)dudv. 
nu 


Auf Grund bekannter Eigenschaften der Greenschen Funktion ist der Ope- 
rator F(x, H) vollstetig in 05). 
Auf den Operator 


@(r,H) =x —F(rt,H), O<T[ H<H,, 


laBt sich die Leray-Schaudersche Theorie [6] anwenden: 

1. Fir H = 0 besitzt ®(r, 0) = 0 genau eine Lésung, namlich r = ¢. Der 
Abbildungsgrad von @ auf 2 in 0 ist also ungleich Null. 

2. Fir 0< H <H, und x ¢ 2 ist O(r, H) +0. Um dieses einzusehen, 
nehmen wir an, fir x ¢ Q gelte ®(r, H)= 0. Dann ist x in R stetig und hat 
die Randwerte ¢(p). In XN ist x zweimal stetig differenzierbar und geniigt der 


4) Vgl. E. Herz [3], § 3. 
5) Vgl. Horr [4], S. 203. 
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Gleichung 
Ar- 2H(r,4r,). 
Wegen 
A(x*)= 25 -Ax } 2x5 + x2) [2 (1 — 3H)- (3 + SO 
gilt die Relation 
obere Grenze (r?) <= Max r?< 1. 
pen pen’ 
Nach Hilfssatz 4 erhalt man die Abschitzung 


(r+ £2)? 5 C,(H,, MX), 
also liegt x in Q. 
Aus 2. folgt, daB der Abbildungsgrad von ® im Punkte 0 fiir alle H aus 
dem Intervall 0 < H < H, konstant ist, also nach 1. ungleich Null ist. Daraus 
folgt die Existenz einer Funktion r(u.v) mit 


r= ¢-2H-/f G(p.p)-(1,~ 4) dudv. 
nN 


Wie oben ausgefiihrt wurde, ist r eine Lésung von 
Ar=2H-(r,xX%,)- 


Ferner hat x die vorgeschriebenen Randwerte ft (p) und geniigt der Ungleichung 
ir} <1. Aus Hilfssatz 4 und mit potentialtheoretischen Hilfsmitteln folgt die 
Aussage iiber r, und r,,. 

II. Um sich von der einschrinkenden Annahme iiber f(p) zu befreien. 
approximiere man die stetigen Randwerte f(p) durch zweimal stetig differen- 
zierbare Randwerte ¥)(p) auf N’. Nach I gibt es Vektoren r™ (p), welche das 
Randwertproblem fiir diese Randwerte lésen. 

Aus Hilfssatz 5 folgt dann die Existenz einer Lésung der Differential- 
gleichung 

Ar = 2H (rx, ¥,) 
mit den Randwerten f(p). 


Kapitel II. Das Variationsproblem und die Existenz von Flichen 
konstanter mittlerer Kriimmung 


§ 4. Formulierung des Existenzsatzes 


Gegeben seien n in der Einheitskugel liegende, geschlossene Jordankurven 
ee I,. Es gebe einen in einem Normalgebiet N definierten Vektor 
r(u,v) mit |r| < 1, der die Randkreise von N schwach monoton auf die Jordan- 
kurven J\(y=1,..., n) abbildet, in N stetig differenzierbar ist und ein 
endliches Dirichletsches Integral D[r] besitzt. Wir kennzeichnen diesen 
Sachverhalt dadurch, daB wir sagen. das System {/';..... I’,} erfiillt die 
Endlichkeitsbedingung. 

Ist fiir jede Jordankurve /'\(vy = 1...., n) die Endlichkeitshedingung er- 
fiillt, so kann man sich leicht davon iiberzeugen, daB auch {/,,.... I’,} die 
Endlichkeitsbedingung erfiillt. 
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Wir betrachten die Gesamtheit 9 aller Vektoren ¢ mit folgenden Eigen- 
schaften: 

(D 1) Die Funktion x (u,v) ist in einem n-fach zusammenhingenden Normal- 
gebiet N definiert*). (Zur Definition von N vgl. § 1.) x ist stetig differenzierbar 
in N, stetig in N, und es gilt |r| < 1. 

(D 2) Die Randkreise k, von N werden durch ¢ schwach monoton auf J", 
abgebildet. (y= 1,...,m.) 

Wir setzen 


E{xr) = ff (tit 8+ 4 Ax- (xx) dudv 
N 


=lim ff [ri+ 03+ $ Hx-(t,xr,)] dudv 


e—0 Ty 


(4.1) 


und betrachten das Minimumproblem 
%: E£[r]= Minimum fiir |A|<}. 
re 
Wenn die Endlichkeitsbedingung erfiillt ist, dann hat Z[r] eine endliche 
untere Grenze d, denn es gilt 0 <d < E[r] < (1+ § H)- D[r]’). 

Wie Beispiele zeigen, kann man nicht immer eine Lésung r des Variations- 
problems erwarten. Es kann nimlich vorkommen, um nur eine Méglichkeit 
herauszugreifen, daB die Lésung r(u,v) sich als Summe von zwei getrennten 
Flachen darstellen laBt, daB sie also degeneriert (vgl. Courant [1], S. 141). 

Es muB also eine zusitzliche Bedingung gestellt werden, die die Lésbarkeit 
des Variationsproblems sicherstellt. Es zeigt sich, daB man mit der gleichen 
Bedingung wie bei Minimalflaichen (vgl. Courant [1], 8.145) zum Ziele 
kommt. 

Es sei eine Minimalfolge r, (u,v) in N,(m = 1,2,...) gegeben. Existiert 
eine (nicht von n abhingige) Zahl 6 > 0, so daB jede Kurve y in Q,, stetig 
auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, deren Bildkurve r(y) einen 
Durchmesser kleiner als 6 hat, so hei®t die Minimalfolge kohirent oder auch 
nicht degeneriert. 

Es gilt der zum Fall der Minimalflaichen analoge 

Satz 2. Gegeben seien n Jordankurven I;,..., I’, sie mégen die Endlich- 
keitsbedingung erfiillen. 

Dann ist das Vorhandensein einer nicht degenerierten Minimalfolge hin- 
reichend fiir die Existenz einer Lésung x von Y (fiir |H| < }). 


$5. Existenzbeweis 


Sei r,,(u,v) in N,(n = 1, 2,...) die kohirente Minimalfolge. Da £{[r,,} 


gegen d strebt, so gibt es eine Konstante K, so da®B E[r,|] = K gilt. Da 
ist, (|r,,| < 1 nach Voraussetzung), so sind auch die Dirichletschen Integrale 


D{r,,] beschrinkt. 


6) Zwei verschiedene Vektoren aus 9 diirfen also verschiedene Definitionsgebiete haben. 
7) Wir nehmen an, daB H positiv oder Null ist. 


Math. Ann, 133 21 
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Aus der Kohirenz der Folge und der gleichmaBigen Beschrinktheit der 
Dirichletschen Integrale folgt nach Courant [1], 8. 146, daB es méglich ist, 
eine Teilfolge von Gebieten N,, auszuwahlen, die gegen ein (nicht ausgeartetes) 
Normalgebiet N, konvergieren, d. h. N, wird von n getrennt liegenden Kreisen 
mit positiven Radien berandet*). 

Nach Satz 1 kénnen wir den Vektor ¢,, in N,,, (vy = 1, 2, . . .) durch einen 
Vektor », ersetzen, der der Gleichung Ar = 2H (r,,x x,) geniigt, die gleichen 
Randwerte wie r,,, besitzt und die Ungleichung |»,| < 1 erfillt. Es gilt dann 


E{r,,] 2 E[p,], 


wo bei der Berechnung von £ das Integrationsgebiet N,,, zugrunde gelegt wird. 
Der Beweis dieser Aussage wird in § 6, Hilfssatz 6 nachgetragen. 

Die Vektoren », in %,, bilden also ebenfalls eine Minimalfolge, und ihre 
Dirichletschen Integrale sind gleichmaBig beschrinkt. Daraus folgt nach 
einem bekannten Lemma (vgl. Courant [1], S. 101), das sich ohne weiteres 
auf den hier vorliegenden Fall iibertragen laBt, und auf Grund der Kohirenz- 
bedingung, daB die Randwerte der y, auf N,,, gleichgradig stetig sind (vgl. Cov- 
RANT [1], S. 148). 

Man kann also eine konvergente Teilfolge 5,, der Randwerte auswahlen, 
die gleichmaBig gegen Randwerte 5 auf N, strebt. Die Randwerte § bilden Xj, 
wieder schwach monoton auf {J),...,J),} ab. Nach Hilfssatz 5 kann man 
durch nochmalige Auswahl eine Teilfolge von y, finden, welche gegen eine 
in N, erklarte, zweimal stetig differenzierbare Lésung ) (u,v) der Gleichung 

Aj= 2H (i, xd.) 
konvergiert, die die Randwerte § auf %;, annimmt. 

Fiir jedes e >0 gilt N,.>MNp,. (zur Definition von N, vergleiche § 1), 
und es ist 

E,{p] a ff [De + D: + ; H D(D,, x D,)] dudv= lim £,[y,,,] sd. 


uo 
Es gilt also 
lim E,[)] < d 
e—0 
und, da d die untere Grenze ist, erhalt man EZ [hy] = d. 
Damit ist das Variationsproblem gelést. 


$6. Beweis von Hilfssatz 6 
Hiljssatz 6. Es sei f(u,v) in N stetig differenzierbar, stetig in N, und es 
gelte \t| <1. Auferdem sei D[£] < co. Die Funktion x(p) sei stetig in R, dem 
Betrage nach nicht gréBer als 1 und habe die gleichen Randwerte wie t. Die 
Funktion x(p) sei in N zweimal stetig differenzierbar und geniige der Differential- 
gleichung (2.1). 
Dann gilt 
E(x) < E[f]. 
’) Im Falle einfach zusammenhangender Gebiete weicht die Betrachtung an dieser 
Stelle ab; man normiert die Gebiete durch eine Dreipunktebedingung. (Hetnz [3], 8.280). 





a ee. 
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Beweis®): I. Es werde mit »(p,)-die innere Normale an N’ im Punkte p, 
bezeichnet. Sei p= py+€-v(p 9) gesetzt. Fiir geniigend kleine ¢ gehéren 
alle p= pot €- ¥(po) mit pyc RN’ zu N/. Mit ds sei das Bogenelement auf N’, 
mit ds, das Bogenelement auf 2 bezeichnet. Dann gilt die Abschitzung 


(6.1) { lo(p) — 9(po)Pds <2 -e - D{y] (e< 3) 


fiir jeden in N stetigen und in N zweimal stetig differenzierbaren Vektor ». 
Um (6.1) zu beweisen, setzen wir 


€) = [ @(P) — 9(p0))Pde +, n>0. 
Es gilt : 
=|?) Ss [ ID(p) — D(Ppo)| - laser a 


Fir } > >e,> 0 findet man 


LAY 1 1 , | P(r) | \d |2 "ls 
P(e) -O'h(e)|< y+ fae teat s [a( {i a ot) < 


ste—eph( fas [ithe S(e- ast = cf fist ds ar) . 


Der letzte Schritt ist durch Ubergang von der Variablen p, zu p entstanden. 
Sei N’= k, +--+ + k, und N= M+ --- + KM, so erhilt man namlich 





d 1 . . F 
=-+—— fiir ds auf dem Einheitskreis, 

8, l—e 

So © tur de uf k, mit dem Redius 
da @teé e- 


Es ist also 
|'*(e) — B'H(e,)| < (e—4)'*(7~, Din})”. 
Durch 7 > 0, e,-> 0 erhalt man (6.1). 


II. Es sei {(p) die harmonische Funktion in N, welche auf N’ mit £2 iiber- 
einstimmt. Auf Grund des Dirichletschen Prinzips gilt!) 


D{f| < D[f] = 4 ff [(# £,)? + (££,)?] dudv 


(6.2) =e igiey 
S4-/f ((k,)? + (i) ) dude. 
nu 


Die letzte Abschitzung gilt wegen |t| < 1. 
III. Wir bemerken zunichst, daB wegen 


E[r] s (1+ $4H)- Dr] 
auch £ [x] existiert. Wir setzen 
E,[p)= [{[@it+ vi + $Hd-(v.xd,)) dudv 
Ne 


*) Vgl. E. Hervz [3], S. 274—278. 
10) In der Arbeit von E. Hetnz [3] wird an dieser Stelle das Douglassche Funktional 
verwendet. 


91* 
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und entsprechend 
D Lol= ff a+ y;) dudv. 
Weiter sei t = r + 3. Dann erhilt man 
E,{t] = #,{r] + [Sloe + 86 + $ (SE + 4) - (uxd—)] du dv + Rie) 
mit 
R(e)= fae 3 FA(KyX E+ EX be)] dv — 32, + FA (EX E+ by X 4) du. 
Wegen ‘3 r+ 4| <3 bekommt man 
(1 + $H) D{é] + |R(e)| = E,[#] + |R(e)| = B,[r] + (1— 2H)-D, 31 = 
> (1 — 3H) D, [x] + (1 — 2H) - D, fa). 
Es soll gezeigt werden, daB fiir e--0 der Betrag |R(e)| der Randintegrale 
verschwindet. 
Man hat nach der Schwarzschen ae 
(6.4) R*(e) < cg: a ards: f (Xi + Fe + bu + 32) ds, 


Ne 


(€9, ¢y, . . . Sind eosin: Setzt man 


F(e)= D,(r] + D,{a]. 


(6.3) 


so ist 
— F'(e) =f + ¥5 + bu + de) a8, ; 
nach (6.3) und (6.4) hat man also 
(6.5) F(e) = c¢,: |F" (e)|"*- (s a°ds,)* + ¢ 
Aus Hilfssatz 2 folgt : 
|r (p) — ¥(Po)| S ¢s(\f(P) — ¥°(po)| + |E(P) — F(Po)|) » 
wenn mit ¢(p) der harmonische Vektor mit den Randwerten f£(p,) bezeichnet 
wird. 
Es gilt weiter 
2—= |x(p) — £(p)|*< eg: [(t(p) — F(po))® + (E(p) — E(Po))® + (f(p) — E*(Po))*) 


und auf jede der rechts stehenden Funktionen kann die Ungleichung (6.1) 
angewendet werden; daraus folgt die Abschitzung 


[swrds.s (1+) [e@rdesee, 
vie Me 
wobei die Substitution p= py+ v(po) -¢ durchgefiihrt worden ist und 9 den 
kleinsten Radius von %’ bezeichnet. Aus (6.5) folgt damit 
F(e) S cg+ cg: e'*: |F’(e)|"*, 


und nach [3], 8. 277, zieht diese Ungleichung die Existenz einer Folge ¢, mit 
e,> 0, R(e,) > 0 fiir vy — co nach a. Geht man in der Gleichung 


E.,{f]= £.,[t] + fJlan + a; + $A (3x + 4) (3. 3.) ] dudv + R(e,) 











by 


-_ 
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zur Grenze ¢,-> 0 iiber, so ergibt sich 
E(t) = E[r) + ff [ai + de + § (3 + 4) (4. X3,)) dude. 


Daraus entnimmt man 
E(t)=£{r), 
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir { = ¢ eintreten kann. 
Damit folgt als Nebenresultat, daB die in Satz 1 behandelte Randwert- 
aufgabe eindeutig ist, wenn |H| < } und |r(u,v)| < 1 gilt. 


$7. Der isotherme Charakter der Parameter u, v 
Es soll in diesem Paragraphen gezeigt werden, daB die Lésung r(u,v) des 
Variationsproblems J eine Fliche konstanter mittlerer Kriimmung ist. Es 
ist also das Bestehen folgender Gleichungen nachzuweisen : 
ti = x; und x,-r,= 0. 


Sei u*(u,v), v*(u,v) eine beliebige in N stetig differenzierbare und ein- 
eindeutige Abbildung von % auf ein Normalgebiet N*. Die Funktional- 
a(u*, v*) 


determinante — a(u,v) sei von Null verschieden, dann ist 


y(u*, v*) = r(u(u*, v*), v(u*, v*)) 


ein Vektor aus 9, und folglich gilt 


E[y) = E[r). 
Wegen 
(7.1) E{r] — E[y] = D[r] — Dy] 
folgt hieraus 

D{y] 2 Dir] 


fiir alle Vektoren » aus 9. 


Wir konstruieren nun eine Schar von Abbildungen des Gebietes N auf ein 
Normalgebiet N%*"). Zunichst wird 
(7.2) U= u+e-g(u,v) 

m= v + e+ f(u,r) 

gesetzt; g und f sollen in u*+ v?< 1 stetig differenzierbare Funktionen sein. 
Fiir geniigend kleine Werte von |e| ist die Transformation eineindeutig, N wird 
auf ein n-fach zusammenhingendes (im allgemeinen nicht normalisiertes) Ge- 
biet N, abgebildet. Dieses Gebiet liBt sich nach dem Riemannschen Abbil- 
dungssatz fiir n-fach zusammenhingende Gebiete konform auf ein Normal- 
gebiet N* abbilden. Fiir die auf N* definierten Funktionen »(u*,v*) 
= t(u(u*,v*), v(u*,v*)) gilt (7.1). Da aber D[r] gegen konforme Abbildungen 
invariant ist, so besteht die Ungleichung 


Sf W5,+ 48) dude,= ff (5 + x2) dude 
N, nN 





4) Vgl. R. Courant [1], 8. 112. 





318 HELMUT WERNER: 


auch fiir die eineindeutigen und stetigen Transformationen (7.2) in den nicht 
normalisierten Gebieten. Es muB die erste Variation verschwinden 


lim Dy (u, “ih D[x(u, v)} 





=0 


e—0 


oder ausgerechnet 


Sf {ta — FD) Gu fe) + 2(fu* Fo) Got fy} dudv=0. 


Setzt man A=/f,+g, und B=g,—/,, so kann man fiir die Gleichungs- 
systeme 
A=0, B= 6(u,v) und A= d6(u,v), B= 0 


leicht partikulire Lésungen finden, wenn 6(u,v) eine beliebige zweimal stetig 
differenzierbare Funktion ist. Daraus schlie}t man nach dem Fundamental- 
Jemma der Variationsrechnung, daB r2 — x2 und x,- x, identisch verschwinden 
miissen. 

Dieses Ergebnis fassen wir mit Satz 2 zusammen und erhalten 

Satz 3. Gegeben sei ein System von Jordankurven {I,,..., I}, sie mégen 
in der Einheitskugel enthalten sein, und es mégen die Endlichkeits- und Ko- 
hdrenzbedingung erfiillt sein. 

Dann gibt es eine n-fach zusammenhingende Fliche konstanter mittlerer 
Kriimmung mit |H| < }, welche von Ty, .... , I’, berandet wird. 


§8. AbschlieBende Bemerkungen 


Wie im Falle einer einfach zusammenhingenden Flache konstanter mitt- 
lerer Kriimmung werden die Randkreise k,(vy = 1,...,) von N durch die 
gefundene Flache x jeweils monoton auf die Jordanbégen J’, abgebildet. 

Zum Beweise nehmen wir an, lings eines Bogens eines Randkreises k 
seien die Randwerte von r konstant. Durch diesen Bogen und einen weiteren 
geeignet gewahlten Kreisbogen grenze man ein einfach zusammenhangendes 
Teilgebiet M@ von N ab. Bildet man M konform auf den Einheitskreis ab, 
so sind auf einem nicht zu einem Punkt entarteten Bogen die Randwerte 
konstant. In diesem Fall zeigen die von E. Heryz [3], 8. 282—283, durch- 
gefiihrten Betrachtungen, daB r im Einheitskreis und damit auch in M kon- 
stant ist. Da r analytisch ist, folgert man, daB r in ganz N konstant ist, im 
Widerspruch dazu, daB die Randwerte von r aus den Jordankurven J), ... , I, 
bestehen sollen. 


Die Douglassche Bedinguny 


Nach Satz 2 ist die Kohirenzbedingung hinreichend fiir die Lésbarkeit 
des Variationsproblems %. Der direkten Verifikation leichter zugiinglich ist 
bei gegebenem System {/},..., J),} eine von J. Doveras [2] stammende 
hinreichende Bedingung. 

Wir nehmen an, daB die Endlichkeitsbedingung erfiillt ist und zerlegen 
das System S = {/},..., 1} in zwei Systeme S,= {J",,..., J} und 8, 
aves so Ly} mit lsom<n-1. 
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Es sei d die untere Grenze des Funktionals HE [x] fiir das System S, ent- 
sprechend d; die untere Grenze von £ [r] fir S,;(i = 1, 2). Dann wird 


d* = Min (d, + d,) 


gesetzt, wobei alle méglichen Aufteilungen von S in zwei Mengen 4, und 8, 
in Betracht gezogen werden sollen. 

Dann besteht der 

Satz 2’. Hinreichend fiir die Lésbarkeit von J bei gegebenem System 8, 
welches die Endlichkeitsbedingung erfiillt, ist die Giiltigkeit der Ungleichung 


d<d*. 


Der Beweis kann in der gleichen Weise wie bei Minimalflichen gefihrt 
werden (vgl. R. Courant [1], 8. 150—159). 
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Die funktionentheoretischen Invarianten 
fiir Ecken gerader Ordnung 
Von 


Hetmut UNKELBACH in Bonn 


Wir betrachten in der vorliegenden Untersuchung ein einfach zusammen- 
haingendes Kreisbogenpolygon Q in der z-Ebene, dessen Rand zwei Kreisbogen 
8, und s, enthalt. Von diesen Kreisbogen setzen wir voraus, daB sie nach der 
Terminologie meiner Arbeit [3] eine Ecke E von der geraden Ordnung k 
und von der ersten Art bilden. 
Im Falle k= 2 handelt es sich 
um eine gewohnliche Ecke. Im 
Falle k= 4 besteht die Ecke 
aus zwei verschiedenen End- 
punkten e, und e, der beiden 
Kreisbogen, und das Polygon 
Q enthilt eine Hilfte der 
Riemannschen Fliche von 





Fig. 1. Der Rand des Polygons besteht aus den schraffierten : ° = r, 
Ufern der Kreishogen sowie aus den logarithmischen Ver- wobei die Halfte durch Zer- 
zweigungspunkten ¢, und ¢,. Fiir die Ecke BE = (¢;, @s, €5, 4) 


h. Pay’ schneiden der Flache lings der 


' geraden Strecke e,e, entsteht. 
= wie in [4]; die Ecke besteht aus m 
Punkten (,,Eckenelementen“), und zwar aus den Endpunkten e, bzw. e,, der 
beiden Kreisbogen s, bzw. s, und auBerdem aus m — 2 isolierter Punkten 


Im allgemeinen Fail setzen wir m 


€g, €3, - - » » €m—1'). Das Polygon Q enthalt Halften der Riemannschen Flachen 
von 
z—e Z—€s z— €m—1 
log 2—e ’ log z—e, g -eeay oo ee 


In meiner Arbeit [4] habe ich gezeigt, daB sich fiir solche Ecken die Winkel- 
definition gewéhnlicher Ecken in ,,natiirlicher“ Weise erweitern laBt, und zwar 
ist der Winkel ,W durch die alternierende Summe definiert (vgl. die Figur) *) 


_ k 
(1) ~W=D (-1)"- w,, m= -— 
vy=1 - 
1) Von der Betrachtung der in [3] definierten uneigentlichen Punkte wird hier ab- 
gesehen. 
*) Im Gegensatz zur Bezeichnungsweise von [4] wird hier die Ordnung k durch den 
vorderen Index von ,W ausgedriickt. 








ir 
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Bei der konformen Abbildung von Q auf die obere [-Halbebene fallen die 
Bilder aller Punkte e,, ¢,,...,¢€,, in denselben Punkt x der reellen Achse, 
welchen wir als das Bild von E bezeichnen. Wir kénnen ohne Beschriankung 
der Allgemeinheit x= 0 setzen. Bildet man fiir die Abbildungsfunktion 
z= {(¢) die Schwarzsche Differentialinvariante {z, €}, dann gilt fiir diese auf 
Grund von [3] in einer Umgebung von ¢ = 0 eine Entwicklung der folgenden 
Gestalt (mit reellen Koeffizienten)*) : 

(2) = - Bt Gt at tet 2 ae: a,>0. 

In der Arbeit [4] wurde ,W fiir k= 2, 4 und 6 als Funktion gewisser Koeffi- 
zienten a, dargestellt. Diese Darstellung wird in der vorliegenden Arbeit auf 
beliebiges geradzahliges k ausgedehnt, wobei sich die Funktionen (3) des 
nachstehenden Satzes ergeben. Eine analoge Darstellung gilt vermutlich auch 
fiir Ecken der 2. Art (vgl. [3] und [4]). Die Funktionen (3) sind im Sinne der 
Arbeit [4] Invarianten kongruenter Ecken. Es besteht die Vermutung, dab 
es solche Invarianten fiir Ecken ungerader Ordnung nicht gibt und daB sich 
auch die Definition der Winkel nicht in ,,natiirlicher‘‘ Weise auf diese Ecken 
ausdehnen laBt. 

Das Ergebnis der vorliegenden Untersuchung ist zusammengefaBt in dem 
folgenden 


Satz 


Setzen wir ,.W= a, 2, dann gilt mit den Bezeichnungen von (1) und (2) fiir 
gerades k = 44) 


(—1)"y2 . 
(3) % =~ N-Va p . Cy, 9, -< + ¥m—y 2, Dy, + + + By, + 
Die Summe & erstreckt sich iiber alle v,, vq, . . . , Vm—y, fiir welche gilt 
(4) M+ Mgt + + M_—y =(m — 1) (k-1). 


Die Koeffizienten c, ,...»,,, Sind positive ganze Zahlen, welche sich ent- 
sprechend dem folgenden Beweis berechnen lassen. N ist eine positive ganze Zahl, 
und zwar gilt: 


(5a) N=2i"-? ("F*) ! fiir gerades m 
(5b) N=2@-» ("5*) ! fiir wngerades m= 3. 
Aus (4) folgt insbesondere 

y,=m+1 fir u=1,2,...,m—1, 
d.h., dap die GréBen a,, ag, . . . , Ap, in (3) nicht vorkommen. 


%) Die Schreibweise von Formel (2) weicht von meinen Arbeiten [3] und [4] insofern 
ab, als a, mit umgekehrtem Vorzeichen erscheint. Diese Schreibweise bringt die Ver- 
einfachung, daB alle Koeffizienten c,,, »,, ..., »_ ., in Formel (3) positiv werden. 

*) Fiir k = 2, d.h. fiir gewéhnliche Ecken, gilt die Formel (3) nicht. Dieser Sach- 
verhalt ist bemerkenswert, weil die gewohnlichen Ecken auch in anderer Hinsicht eine 
Sonderstellung einnehmen (vgl. meine Arbeit [3], 8. 404/405). 
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Fiir die Werte k = 4, 6, 8 und 10 gilt 





pe V24a5 

me 2a 
y2 2 
tg = 8 Vai (a5 + 4 a, a) 5) 
V2 3 4 8 2 
%s = 16 /as (a7 + 4a, a, a, + 8a, a5) 
tie = — ar, (5a$ + 16a2 ajg+ 24a, a5 ay. + 32a, dy aig + 64a, a},) . 
- 10 


Beweis: Die Gleichung (3) wird mittels vollstandiger Induktion bewiesen, 
indem gezeigt wird, daB die Gleichung fiir eine Ecke der Ordnung k= 6 gilt, 
sofern dies fiir die Ordnung k — 2 zutrifft. Wir fiihren die Induktion in der 
Weise durch, daB wir die Ecke der Ordnung k& wie in der Arbeit [4] durch 
,,Zusammenriicken“ einer Ecke der Ordnung k — 2 und einer Ecke der 2. Ord- 
nung erzeugen. Zu diesem Zweck betrachten wir eine Folge von Kreisbogen 
s, welche in Q gelegen sind und von denen jeder die Punkte ¢,,_, und e,, 
miteinander verbindet. Q zerfillt durch einen Schnitt lings s{ in zwei Teile, 
von denen wir denjenigen mit Q™ bezeichnen, welcher von der oben erwihn- 
ten Halfte der Riemannschen Flaiche von 

Z— Cy —1 
——-.. 

nur endlich viele Blatter enthalt. Die Seiten s, und s{“) von Q™ bilden eine 
Ecke E{“) der Ordnung k — 2 und die Seiten s{) und s, eine Ecke E{/} von der 
2. Ordnung (wenn wir ven dem Sonderfall absehen, daB HL”) eine ,,glatte Ecke“ 
ist). Den Winkel in der Ecke E\") bzw. E\} bezeichnen wir mit ,_,W{" bzw. 
2WY. Die Folge s” sei so gewihlt, daB 

(6) lim ,Wf= + co 


uo 


ist. Aus der Winkeldefinition (1) folgt (wie in meiner Arbeit [4]) 
(7) 2-aW y+ (- 1)" WY = LW, 
wobei der Winkel ,W unabhingig von yu ist. Aus (7) folgt insbesondere 


lim ,-,W{= + co fiir gerades m , 
poo 

lim ,-.W\= — co __ fiir ungerades m . 
poo 


Wie in [4] setzen wir 
r-2WY= xap= 27h), 
WY=ay=xyzlp). 
Die Funktion z= /,,(¢) mége die konforme Abbildung von Q™ auf die 


obere ¢-Halbebene vermitteln. Bei dieser Abbildung seien die Bilder der 
Ecken EM), EY), EY, BW, ..., B® die Punkte 4, 24), xf, 4”, ..., hv) 


1,’ i,’ 
5) Der Unterschied im Vorzeichen gegeniiber der Arbeit [4] ist durch die geanderte 
Bezeichnungsweise beziiglich a, bedingt. Vgl. Anmerkung 3). 
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der reellen ¢-Achse. Analog zu den Untersuchungen in [2], S. 98—100 be- 


weist man, daB die Abbildungen so normiert werden kénnen, daB 


lim f,,(¢) = f(¢) fir 5(¢) > 0 
ue 
r4")= 0 
lim 4/)= 
(8) J ao 
i lim af) He + 00 
uno 
lim x= x, +00. 
uo 





Die Funktionen /,,(¢) und /(¢) erfiillen nach Gleichung (3) meiner Arbeit [3] 


8. 406 die folgenden ae 





k,- “) n ky a‘"? 
(9) {#,(C) ) = aay as") , 4 a") , + y by 
. BW\S)>S fe cA ra xi) . (c—4))? = Mz" gran (—x,) 
n k, a 
: a 
10 y,gG3= 2) 2d 
(20) UCh = 2 At 
Dabei ist x,= 0, k= k 
Gy,1= MY, +++ 5, p—-1 = A-1,4, p> — Oy 
(11) lim a) =a, , fiir v= 2,3,..., n; A=1,2,... 
un oo 
Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir: 
a”), =A, fir A=1,2,..., k-3 
a") 
(12) aaa — Anns 
™ (*) — A’ ii - 9 
ay.a= A, fair A4=1,2 
Wr %, 


wobei die Abhingigkeit der GréBen A,, Aj und x von yu zu beachten ist. 


folgt aus Gleichung (5) meiner Arbeit [3], S. 407: 


(13) A,+ Aj + £ a”) = 0 
(14) A,+ Ag+ Ajx + E (a,,2+ %,a,,,)=0 fir k26. 
Aus (5a) und (7a) meiner Arbeit [4], 8S. 332, 333 folgt 
4,--5*, 
und aus (8), (11), (13) und (14) ergibt sich: 
(15) A,— Ax + +5" = Q mit lim Q=q +0. 
poo 


Die Differentialgleichung (9) kénnen wir folgendermaBen schreiben : 


(9a) {AC ), =- tk Res x)? (- B, r x By...) 


Nun 
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Dabei besteht zwischen den Koeffizienten B,, B,,..., B, einerseits und den 
Koeffizienten A,, Ag, ..., A, anderseits das folgende lineare Gleichungs- 
system: 


B,= # A,» 
Bwew.= 2% Ayot+ x* Aj, 
Byes = A,2- 2x Ay-3+ x2 Ar, 


By-3= Ay-s— 2% Ay-gt Az, 
B,= A,— 2x A,+ #A,. 
Dieses Gleichungssystem laBt sich folgendermaBen auflisen: 





B, 
A,-2= —- 
B,- B 
A,-3= — -~%3 
(16) B,- B,- B 
Ay = et +9 9S 
B. B B B,- B 
Ayam t+ 2+ 8S 4+---+ &-3) S55 -(6-2aH 
Aus (16) folgt 
B,-, B 
(17) «A, — A, = — ++. + -<eb — sys 
Aus (15) und (17) ergibt sich 
2B 2 B,- 2B. 
y= 2(4,— x A) + 1-2Q=— t= ... -= 8 _ 2g, 
wobei 
Q1= Q-4 
Wir setzen 
= eek « eee a's... —3 Bs ia 
(18) c= 4 + x 3 + + #® *S. + x* “—" 
Dann ist 
£ i’ _ yom x x? x : 
(19) y=- yi — =a (1-3-4 —Fe- 0-62 -) 
mit 
¢, = 1352-39 gee yy, 


2°-y! 


Dieser Bruch léBt sich bekanntlich folgendermaBen kiirzen: 
Fiir gerades y > 2 


Cy v/y\. 
PS 8 e 
27 (5)! 

- (vy + 2)(v+4)---(2»—3) 


¥ a *3t)! 
2 : 


v+1)(v+3)---(2»—3) 


Fiir ungerades » > 3: 
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Setzt man (18) in (19) ein und ordnet man die Potenzreihe in (19) nach Po- 
tenzen von x, dann erhilt man 





2B, : B 

= a ‘ (l — d,x — d,x*— d,x*— ---) mit d,= 3B, > 

, Byes 4 Bi, ~ a Bs Yr By a Bee F Bi, : 
(20) "s+ ont! SS 4B CU «C6 RR’ 

d= ah re B, B,-++B,: 

m~—1 N Bz-} a %n — 1 ”, "9, Cn —3 ? 
Dabei ist die Summe 2 iiber alle »,, ¥,,..., v,,-, zu erstrecken, fiir welche 
die Gleichung (4) erfiillt ist. Man erkennt ohne weiteres, daB die Koeffizienten 
Cy. van ***» ¥m__, POSitive ganze Zahlen sind. 


Um auch @ durch die GréBen B, auszudriicken, kniipfen wir an die Glei- 
chung (3) an, welche nach unserer Voraussetzung fiir die Ordnung k-2 
erfillt sein soll. Wir fiihren wieder die Bezeichnungen (12) ein und driicken 
die A, gemaB (16) wieder durch die B, aus. Dann ergibt sich fiir g ein Aus- 
druck, welchen wir nach Potenzen x? ordnen. Fiir das kleinste p ergibt sich 
der zugehérige Koeffizient von x? durchweg aus den letzten Gliedern der 
Gleichungen (16), soweit es sich um die Summe JZ in der Formel (3) handelt. 
Beriicksichtigt man noch den Faktor 

1 -? 
Va Var 
dann erhilt man fiir das kleinste p die Gleichung 
(m — 2) + p= (m — 2) (k-—3)+k-5 


p= —(m—1). 

Fir das gréBte p ergibt sich der zugehérige Koeffizient von x”, soweit es sich 
um die Summe & in der Formel (3) handelt, durchweg aus den ersten Gliedern 
der rechten Seiten der Gleichungen (16). Als gréftes p ergibt sich also 

p= —2(m—2)+k-5=-1. 
Also erhalt man fiir g einen Ausdruck der folgenden Gestalt : 
; (—1)"-"V2 (_ De Da - 
(21) ?=-NyBe-* (at += et***+- s=2), 
Dabei sind die Koeffizienten D,...D,,., Produktsummen der B,. Aus (7), 
(18), (19) und (21) folgt 


x 


a, = YP +(—1)"-1y 
HW Hw HH”, : ‘ 
= y2B, «(+ Stet _ \ + HY , 4 TI) yg 4 ++), 


Hierbei ist 


HW) = ee D,+ (-1)"4,, y= 0,1,2,... 
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wenn wir setzen: 
do= — 1, Dy-1= Da = Dag =*°*=90. 
Der lim H™ existiert, und wir setzen 
is lim H” = h,. 
poo 


Wir ersetzen nun in (22) die GréBe x durch eine komplexe Verinderliche v. 
Dann erhalten wir aus (22) eine Folge analytischer Funktionen F,,(v). In 
einer Umgebung von v = 0 gilt 


sa (he h 
Jim F,(v) = F(e) = |2a, (gu tasty te), 


Fiir die Funktionen F,,(v) und F(v) ist der Punkt » = 0 ein Pol von héchstens 
(m — 1)-ter Ordnung, sofern es sich tiberhaupt um einen Pol handelt. Da 
andererseits «, von « unabhingig ist, gibt es eine Folge von Punkten 1, v4, 
V3,..., 80 daB 

lim v, = 0 

uo 


F,,(v,) = const. 
Da m von yu unabhingig ist, kénnen diese Gleichungen nur gelten, wenn 
(23) A= h,= ---=h,.,=0, 


d.h., wenn v = 0 kein Pol von F(v) ist. Die h, sind Funktionen der Koeffi- 
zienten a,. Die Gleichungen (23) miissen fiir beliebige reelle Koeffizienten a, 
erfillt sein, sofern nur a,> 0 ist. Diese Gleichungen sind also in einem Teil- 


bereich des (4, .1, @m +9, -.-, @)-Raumes erfiillt, dem auch (B,, .,, By+s, ... By) 
angehért. Es muB also fiir beliebiges uv gelten 
(24) H= H=---= He) .=0. 
Also ist 
(25) a, = lim 2B, -hy—,= lim (—1)"/2B,-d,,-1. 
#00 #00 


Wegen lim B,= a, folgt aus (19), (20) (23) und (25) die Gleichung (3) fiir die 


u—>oo 
Ordnung k, womit die vollstindige Induktion fiir k > 6 durchgefiihrt ist. 

Zum Beweis unseres Satzes braucht jetzt nur noch die Giiltigkeit von (3) 
fiir k= 4 nachgewiesen zu werden*). Die Ecken HZ‘) sind in diesem Falle 
gewohnliche Ecken. Die Definition des Vorzeichens von a, gemaB (2) behalten 
wir bei. Dann ist 





(26) 4-2; 4-75". 


6) In den Formeln meiner Arbeit [4] bleibt das Vorzeichen der rechten Seite von (3) 
unbestimmt. 





cS owe 
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Das Gleichungssystem (16) spezialisiert sich folgendermaBen : 


B 
Ay= 73 
B. B 
A,= ~ eet) ; 
Also ist 
B 
x A,+ A,= — — — , 


Wegen (26) ist die Gleichung (14) in der folgenden Weise abzuwandeln: 
(14a) — A,+ Ag+ Aju+ » (a,,.+ %,4,,,) = 0 


y= — 2(A,+ x A;) — 2Q, 
_ 2B, 2B; 


x? x — 2 
a - 
r= Vi ~ (a + Ge) 
_ 2B, B, sal, 


_ 
e= = V+ aR, 


- BA | er 
— 1+ TE +e), 


_ (2B, _ \2a, 
p-z—  2VB, | 8Ya” 
womit Formel (3) fiir k = 4 bewiesen ist. Damit ist unser Satz vollstindig 
bewiesen. 
Die Ausdriicke fiir «, «, und a. ergeben sich durch Spezialisierung der 
obigen Induktion. Die Identititen (23) bzw. (24) lassen sich fiir diese Fille 
auf einfache Weise rechnerisch bestitigen. 
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Holomorphe und meromorphe Abbildungen 
komplexer Riume 
Von 
REINHOLD REMMERT in Miinchen* 


Einleitung 


1. Der Begriff der holomorphen Abbildung stellt eine naturgemaiBe Ver- 
allgemeinerung des Begriffes der holomorphen Funktion dar. Eine in einem 
komplexen Raum X erklirte holomorphe Funktion w = /(x) hat bekanntlich 
folgende Eigenschaften'): a) /(x) definiert eine stetige Abbildung f: X — 
des Raumes X in die komplexe w-Ebene, b) ist g(w) eine beliebige holomorphe 
Funktion in einem Bereiche BC, so ist g(f(2)) eine holomorphe Funktion 
im Bereiche f(B)c X*). Diese Eigenschaften von f(x) sind fiir die Holo- 
morphie von /(x) in X charakteristisch; jede Abbildung f/: X — C', die den 
angegebenen Bedingungen geniigt, wird durch eine in X holomorphe Funktion 
f(x) gegeben. 

Es ist nun naheliegend, in der allgemeinen Theorie der komplexen Raiume 
die Sonderrolle, die den komplexen Zahlen in der klassischen Funktionen- 
theorie als Wertebereich zukommt, aufzuheben und auch solche ,,holomorphe 
Funktionen“ zu untersuchen, deren Werte ebenfalls in einem komplexen 
Raum liegen. Genau das wird durch die BegriffsLildung der holomorphen 
Abbildung geleistet. Die Definition lehnt sich eng an die obige Charakteri- 
sierung der holomorphen Funktionen an; man sagt (vgl. hierzu auch [6] 
Exp. IIT, sowie [14], p. 425): 

Eine holomorphe Abbildung t: X + Y eines komplexen Raumes X in einen 
komplexen Raum Y ist eine stetige Abbildung, die der folgenden sog. Holomorphie- 
bedingung geniigt: Ist g(y) eine beliebige holomorphe Funktion in irgendeinem 
Bereiche Bc Y, so ist g 0 t(x) eine holomorphe Funktion im Bereiche t-(B) CX. 

Holomorphe Abbildungen spielen in der neueren Funktionentheorie, z. B. 
in der Theorie der Modifikationen und in der Theorie der analytischen Zer- 
legungen, eine wichtige Rolle*). Es scheint daher wiinschenswert, diese Ab- 


*) Gewisse Resultate der vorliegenden Arbeit.(z. B. Satz 17 und 18 iiber die Ent- 
artungsmengen sowie Satz 23) wurden fiir komplexe Mannigfaltigkeiten vom Verf. bereits 
1954 in seiner Dissertation (Univ. Miinster) bewiesen. Vgl. hierzu auch [17] sowie [14]. 

1) Der Begriff des komplexen Raumes sowie die sich unmittelbar anschlieBenden 
Begriffe wie ,,holomorphe Funktion“, ,,analytische Menge“ usw. werden in § 1 definiert. 
Es sei angemerkt, daB in der vorliegenden Arbeit nur komplexe Raume im Sinne von 
H. Cartan [6, 7] betrachtet werden. 

*) Ist Br\f(X) leer, so ist diese Bedingung leer. 
8) Vgl. hierzu etwa [10] sowie [18]. 
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bildungen systematisch zu studieren und allgemeine Sitze iiber sie zu be- 
weisen. Die vorliegende Arbeit liefert einen speziellen Beitrag zu diesem 
Programm. 

2. Ist tr: X + Y eine beliebige holomorphe Abbildung, so sind ihre Fasern, 
das sind die in X analytischen Mengen 1 (1(zx)), x € X, nicht stets reindimen- 
sional und von derselben Dimension‘). Nennt man die Codimension der Faser 
t-1(z(z)) im Punkte z den (lokalen) Rang r,(x) der Abbildung t im Punkte z, 
so ist die Funktion r,(z), x € X, im allgemeinen also nicht konstant. Es laBt 
sich zeigen, daB r,(x) nach unten halbstetig ist (vgl. die schirfere Aussage in 
Satz 15); dariiber hinaus beweisen wir: 

I. Ist t: X + Y eine holomorphe Abbildung, so ist die Menge X,(m) aller 
Punkte x € X, in denen der Rang r,(x) kleiner oder gleich einer festen natiirlichen 
Zahl m ist, eine analytische Menge in X. 

Fiir jede zusammenhingende Komponente X,, i¢J, eines komplexen 


Raumes X existiert stets r,(X;) = sup r,(z). Die Zahl r,(X,), die nicht gréBer 
eX; 
als die Dimension von X;, ist, nennen wir den Rang von t auf X;; die Zahl 


r,= r,(X) = sup r(X,) heiBt, falls sie endlich ist, der Rang der Abbildung r 
ier 


schlechthin. 

Ist X zusammenhingend, so kommt der Menge £ aller Punkte z ¢ X, fiir 
die gilt: r,(x)< r,, ein besonderes Interesse zu. Diese Menge ZH heiBt die 
Entartungsmenge der Abbildung t. Aus I. folgt unmittelbar : 

I’. Die Entartungsmenge E einer holomorphen Abbildung t: X — Y ist eine 
analytische Menge in X, die keine isolierten Punlkte enthdlt®). 

Ist f: X + C" eine holomorphe Funktion, so ist ihre Entartungsmenge 
stets leer. Wir untersuchen allgemein holomorphe Abbildungen 1: X + Y- 
mit dieser Eigenschaft. Wir nennen solche Abbildungen nirgends entartet®) 
und beweisen iiber sie den folgenden Satz (vgl. Satz 19): 

Il. Ist x: X + Y eine nirgends entartete holomorphe Abbildung vom Range r, 
so gibt es zu jedem Punkt x € X eine Umgebungsbasis {U,}, so dap die Menge 
1(U,) stets lokal-analytisch’) und rein r-dimensional in Y ist. 

Besitzt die Abbildung t Entartungspunkte, so ist die Aussage II. nicht 
einschrinkungslos richtig. Betrachtet man etwa die durch die Funktionen 


‘) Hierfiir kann man einfache Beispiele angeben, vgl. 8.346. — Bei holomorphen 
Funktionen sind die Fasern bekanntlich immer rein 1-codimensional. Unter der Co- 
dimension einer in einem Punkte z eines komplexen Raumes X analytischen Menge A 
versteht man die natiirliche Zahl d,(X) — d,(A); dabei bezeichnen wir mit d,(M) all- 
gemein die komplexe Dimension einer analytischen Menge M im Punkte x € X. 

5) Fiir holomorphe Abbildungen eines C” in einen C™ wurde dieser Satz bereits 1933 
von H. Cartan [5] bewiesen. 

*) In fritheren Arbeiten (vgl. [9, 10]) wurde gelegentlich eine holomorphe Abbildung 
nirgends entartet genannt, wenn jede Faser eine diskrete Menge ist. Die hier gegebene 
Definition ist offensichtlich allgemeiner und, wie sich zeigen wird, fiir viele Zwecke vor- 
teilhafter. 

7) Eine Teilmenge eines komplexen Raumes, die in jedem ihrer Punkte analytisch ist, 
wird eine lokal-analytische Menge genannt. Eine lokal-analytische Menge ist genau dann 
eine analytische Menge, wenn sie abgeschlossen ist. Vgl. § 1, Def. 1. 

Math. Ann. 133 22 
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W,= 2, W_= 2,2, vermittelte holomorphe Abbildung vom Range 2, deren 
Entartungsmenge £ die analytische Ebene {z,= 0} ist, so besitzt kein Punkt 
(0, z,) <« Z eine Umgebung, die auf eine lokal-analytische, rein 2-dimensionale 
Menge, d.h. auf eine Umgebung des Nullpunktes des w,, w,-Raumes abge- 
bildet wird. Diesem Beispiel liegt ein allgemeiner Satz iiber offene holomorphe 
Abbildungen zugrunde. Eine Abbildung 1t: X > Y heiBt bekanntlich offen, 
wenn das Bild r(U) einer jeden in X offenen Menge U eine offene Menge in 
Y ist. Eine nicht konstante holomorphe Funktion / : X + C’ ist stets eine offene 
holomorphe Abbildung vom Range 1. Es gilt nun allgemein (vgl. Satz 28, 29): 

Ill. Ist r: X + Y eine holomorphe Abbildung vom Range r eines zusammen- 
héngenden komplexen Raumes X in einen r-dimensionalen komplexen Raum Y. 
so ist t genau dann offen, wenn t nirgends entartet ist. 

3. Die in II. gemachte Aussage laBt sich auf beliebige holomorphe Ab- 
bildungen (mit Entartungspunkten) ausdehnen, wenn man eine naheliegende 
zusatzliche Forderung an die Abbildungen stellt. Wir zeigen (vgl. Satz 22): 

IV. Es sei t: X + Y eine holomorphe Abbildung vom Range r; zu jedem 
Punkt y € t(X) gebe es eine Umgebung V(y) und eine in X kompakte Menge 
X,, 80 dap jede reindimensionale Komponente einer jeden Faser t~'(r(zx)), 
t(x) €V(y), in X, eindringt. Dann ist t(X) eine lokal-analytische r-dimen- 
sionale Menge in Y. Ist X zusammenhdngend, so ist t(X) rein r-dimensional 
und irreduzibel. 

Die hier gemachte Voraussetzung ist sicher dann erfillt, wenn 1 eine lokal- 
eigentliche holomorphe Abbildung ist. Dabei heiBt eine holomorphe Ab- 
bildung rt: X + Y lokal-eigentlich, wenn jeder Bildpunkt y ¢ t(X) eine Um- 
gebung V(g) besitzt, deren Urbild r~*(V (y)) kompakt ist. Spezielle lokal-eigent- 
liche Abbildungen sind die eigentlichen Abbildungen, bei denen die Urbilder 
kompakter Mengen stets kompakt sind. Eine lokal-eigentliche holomorphe 
Abbildung t : X + Y ist genau dann eigentlich, wenn t(X) eine abgeschlossene 
Menge in Y ist. Aus IV. laBt sich nun folgern (vgl. Satz 23): 

IV’. Ist rt: X + Y eine lokal-eigentliche holomorphe Abbildung, so ist das 
Bild t(M) einer jeden in X analytischen Menge M eine lokal-analytische Menge 
in Y. Ist r,(M) der Rang von t auf M, so ist t(M) von der Dimension r,(M)®). 
Ist M irreduzibel, so ist t(M) rein r,(M)-dimensional und irreduzibel. 

Ist t eine eigentliche holomorphe Abbildung, so ist t(M) stets eine analytische 
Menge in Y. 

Ist X ein kompakter komplexer Raum, so ist jede holomorphe Abbildung 
t: X— Y von X in einen beliebigen komplexen Raum Y eigentlich. Daher 
ist in IV’. enthalten: 

IV”. Ist t: X + Y eine holomorphe Abbildung und ist X kompakt, so ist 
t(X) stets eine analyiische Menge in Y. Ist Y insbesondere ein mehrfach-pro- 
jektiver komplexer Raum, so ist r(X) sogar eine algebraische Menge in Y°). 


5) Unter dun Rang r,(M) von t auf M verstehen wir die Zahl "me (M) 
—d,(r~(t(x)) \ M). zeM 

®) Eine Teilmenge eines mehrfach-projektiven Raumes heiBt bekanntlich eine alge- 
braische Menge, wenn sie die genaue Nullstellenmenge von endlich vielen Polynomen ist. 
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4. Die Abbildungssitze IIl.—IV”. gestatten mannigfache Anwendungen 
(vgl. etwa [9], [10] und [18]). Insbesondere erméglichen sie eine einfache 
Charakterisierung simtlicher komplexen Unterriiume eines vorgegebenen 
komplexen Raumes. Ein topologischef Unterraum L eines komplexen 
Raumes X mége ein komplexer Unterraum von X genannt werden, wenn L 
so mit einer komplexen Struktur versehen werden kann, daB die Injektion 
.: L + X eine holomorphe Abbildung ist'®). Man kann beweisen (vgl. Satz 27): 

Die komplexen Unterriiume eines komplexen Raumes X sind genau die 
lokal-irreduziblen, lokal-analytischen Mengen von X, die mit der induzierten 
komplexen Struktur versehen sind. 

Eine holomorphe Abbildung t: X - Y vom Range r in einen r-dimensio- 
nalen komplexen Raum Y, die Entartungsstellen besitzt, ist nach III. nie 
offen. Dennoch kann das Bild t(£) der Entartungsmenge Z von t sehr wohl 
nur aus inneren Punkten von t(X) bestehen. Holomorphe Abbildungen mit 
dieser Eigenschaft nennen wir in Verallgemeinerung eines von H. Horr [11] 
eingefiihrten Begriffes vollstdéndig. Wir beweisen (vgl. Satz 30): 

Eine holomorphe Abbildung t : X - Y vom Range r eines zusammenhingenden 
komplexen Raumes X in einen r-dimensionalen komplexen Raum Y ist voll- 
stiindig, wenn jede Faser t'(t(x)), 2 ¢ BE, eine kompakte zusammenhingende 
Komponente besitzt. 

Holomorphe Abbildungen lassen sich auch in einfacher Weise durch ihre 
Graphen charakterisieren"). Es gilt naimlich (vgl. Satz 31, 31’): 

V. Eine eindeutige Abbildung t: X + Y eines zusammenhiingenden kom- 
plexen Raumes X in einen komplexen Raum Y ist genau dann eine holomorphe 
Abbildung, wenn ihr Graph G, eine mit X gleichdimensionale anal ytische Menge in 
X x ¥ ist'*). G, ist dann sogar ein zusammenhingender abgeschlossener komplexer 
Unterraum von X x Y. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar der Satz von der Holomorphie der Umkehr- 
abbildungen. 

Ist t: X + Y eine eineindeutige holomorphe Abbildung eines zusammen- 
hiingenden komplexen Raumes X in einen gleichdimensionalen komplexen 
Raum Y, so ist t(X) ein Gebiet in Y und die Umkehrabbildung t : t(X) > X 
ist ebenfalls eine holomorphe Abbildung. 

Weiter gewinnt man sofort die folgende Aussage tiber die Holomorphie 
zusammengesetzter Abbildungen : 

Es seien X, Y,Z komplexe Riiume; t:X—> Y sei eine eigentliche holo- 
morphe Abbildung von X auf Y. Ist dann a: Y + Z eine eindeutige Abbildung 


1°) Die zur komplexen Struktur auf L gehérende Topologie stimmt nach dieser De- 
finition mit der auf L von X induzierten Topologie iiberein. Die Injektion «: L > X ist 
also insbesondere eine topologische Abbildung von L in X. 

“) Unter dem Graphen G, einer holomorphen Abbildung rt: X — Y verstehen wir 
die in X x Y liegende Punktmenge {(z, t(x)), x € X}. — Der Raum X x Y besitzt eine 
natiirliche komplexe Struktur und wird hier stets als komplexer Raum, versehen mit 
dieser Struktur, aufgefaBt. 

12) Eine ahnliche Aussage wurde von K. Srern in [7], Exp. XIV unter der zusitz- 
lichen Voraussetzung, daB tr stetig ist, bewiesen. 

22* 
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von Y in Z, derart, daB aot: XZ eine holomorphe Abbildung von X in Z ist, 
so ist o eine holomorphe Abbildung von Y in Z"*). 

5. Sind in einem komplexen Raum X endlich viele holomorphe Funk- 
tionen /,,..., f/m gegeben, so definieren dieselben in natiirlicher Weise eine 
holomorphe Abbildung von X in den C™. Sind die Funktionen f,, ..., /,, 
meromorph in X und hat kein /, eine Unbestimmtheitsstelle in X, so kann 
man ebenfalls noch eine natiirliche holomorphe Abbildung von X in den 
m-dimensionalen Osgoodschen Raum C™ definieren"*). 

Haben jedoch einige der gegebenen Funktionen Unibestimmtheitspunkte, 
so kann man ihnen lediglich noch eine holomorphe Abbildung in den C™ 
zuordnen, die auBerhalb der Unbestimmtheitsstellen definiert ist. Es ist nicht 
méglich, diese Abbildung eindeutig in die Unbestimmtheitsmenge™) fort- 
zusetzen. Indessen kann man jedem Unbestimmtheitspunkt noch in sinn- 
voller Weise eine nichtleere Bildmenge zuordnen; es zeigt sich, daB diese Bild- 
menge stets eine algebraische Menge im C™ ist*). Wir nennen die so in die 
Unbestimmtheitsmenge fortgesetzte Abbildung die von den meromorphen 
Funktionen f,,..., f, erzeugte meromorphe Abbildung. Aligemein fiihren wir 
den Begriff der meromorphen Abbildung eines beliebigen komplexen Raumes 
X in einen beliebigen komplexen Raum Y ein, indem wir uns von der Cha- 
rakterisierung der holomorphen Abbildungen durch ihre Graphen leiten lassen 
(vgl. V.). Wir sagen (siehe hierzu auch [13], p. 12): 

Eine ,,Abbildung“t : X + Y eines zusammenhingenden komplexen Raumes X 
in einen komplexen Raum Y heift eine meromorphe Abbildung, wenn die folgenden 
Bedingungen erfiillt sind: 

0) Jedem Punkt x ¢ X ist eine nichtleere kompakte Bildmenge t(x) Cc Y zu- 
geordnet. 

1) Der Graph G, der Abbildung, d. h. die Gesamtheit aller Punkte (x, y)< X x Y 
mit y €t (x), ist ein zusammenhdngender mit X gleichdimensionaler abgeschlossener 
komplexer Unterraum von X x Y. 

2) Es gibt eine in X dichte Menge X, so daB t(x), x€ Sd jeweils nur aus 
einem einzigen Punkt besteht. 

Es laBt sich zeigen (vgl. Satz 33), daB jede durch meromorphe Funktionen 
erzeugte meromorphe Abbildung diesen Bedingungen geniigt; und da8 um- 
gekehrt jede meromorphe Abbildung in einen Osgoodschen Raum durch 
meromorphe Funktionen erzeugt wird (dabei ist f=co als meromorphe 
Funktion aufzufassen). Die angegebene Definition stellt somit eine sinnvolle 


13) K. Srern beweist in [18] diesen Satz unter der Zusatzvoraussetzung, daB o stetig 
ist. Der Beweis in [18] benutzt ganzlich andere Methoden. 

14) Unter dem m-dimensionalen Osgoodschen Raum C™ wird das kartesische Produkt 
von m Riemannschen Zahlenkugeln verstanden. 

15) Die Unbestimmtheit. ge N von endlich vielen in einem komplexen Raum X 
meromorphen Funktionen ist die Gesamtheit aller Punkte z¢ X, in denen wenigstens 
eine der Funktionen einen Unbestimmtheitspunkt hat. N ist nach bekannten Satzen 
eine analytische, mindestens 2-codimensionale Menge in X. 

16) Diese Aussage wurde bereits von W. Tumm™ [21] bewiesen. 
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Verallgemeinerung des Begriffes der meromorphen Funktion dar. Mero- 
morphe Abbildungen wurden ausgiebig von W.Tutmm [21] sowie von 
W. SrTout [20] untersucht. In [20] wird ebenfalls eine axiomatische Charakte- 
risierung des Begriffes der meromorphen Abbildung gegeben. 

Uber meromorphe Abbildungen beweisen wir zunichst : 

Ist t: X + Y eine meromorphe Abbildung, so gibt es eine analytische, min- 
destens 2-codimensionale Menge N in X, derart, daB t in X — N eindeutig und 
also holomorph ist. 

Die Menge N heiBt die Singularitéitenmenge der Abbildung 1; sie ist, falls t 
durch meromorphe Funktionen erzeugt wird, mit der Unbestimmtheitsmenge 
dieser Funktionen identisch. 

Jeder meromorphen Abbildung t kann in natiirlicher Weise eine holo- 
morphe Abbildung ‘t zugeordnet werden, die im wesentlichen dieselben Eigen- 
schaften wie t hat. Es gilt namlich (vgl. Satz 34’): 

VI. Istr: X + Y eine meromorphe Abbildung mit der Singularitétenmenge N, 
so existiert eine eigentliche wesentliche Modifikation ('X,'N, 2, N, X) von X in N 
mit folgender Eigenschajt'’): Es gibt eine holomorphe Abbildung 't:'X > Y, 
80 dag gilt : 


‘t(’x) = ton(’2), 2 €'X —'N; r,('X) =r, (X — N); 
t(X — N)c’r('X)cr(X — QW). 


Der Raum 'X stimmt mit dem Graphen G, der meromorphen Abbildung t 
iiberein. 

Es 14Bt sich weiter zeigen: 

Der Raum 'X ist bis auf analytische Isomorphie eindeutig bestimmt in 
folgendem Sinne: Ist (X, N,x,N, X) eine weitere eigentliche Modifikation von X 
in N mit der obigen Eigenschajft, so existiert eine holomorphe Abbildung A: xX-— 
+'X, so dap (X, N, 4,'N,'X) eine eigentliche Modifikation von 'X in 'N ist; 
dabei gilt: m= 204. 

Durch diese Aussagen wird das Studium allgemeiner meromorpher Ab- 
bildungen weitgehend auf das Studium der zugehérigen holomorphen Ab- 
bildungen reduziert. Fiir meromorphe Abbildungen, die durch meromorphe 
Funktionen erzeugt werden, ist in VI. insbesondere enthalten : 

Die Unbestimmtheitsstellen von endlich vielen in einem komplexen Raum 
meromorphen Funktionen lassen sich durch eine eigentliche Modifikation in der 
Unbestimmtheitsmenge beseitigen. Es gibt eine eindeutig bestimmte minimale 
eigentliche Modifikation mit dieser Eigenschaft. 


7) Wir benutzen hier die in [10] eingefiihrte Terminologie. Ein Quintupel (‘X, ‘N, 
a, N, X) heiBt demnach eine eigentliche Modifikation von X in N, wenn folgendes gilt: 
X,’X sind zusammenhangende komplexe Raume, N bzw. ‘N sind von X bzw. ’X ver- 
schiedene analytische Mengen in X bzw. ‘X. 2 ist eine eigentliche holomorphe Abbildung 
von ‘X auf X mit 2(’N) = N; 2 bildet ‘X —’N biholomorph auf X — N ab. — Die Mo- 
difikation heiBt wesentlich, wenn 2 genau auBerhalb ‘N eineindeutig ist. 
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§ 1. Analytische Mengen und komplexe Riume 


1. Wir stellen zunichst die wichtigsten Begriffe und Satze aus der Theorie 
der analytischen Mengen zusammen, die wir in dieser Arbeit benétigen (zur 
Theorie der analytischen Mengen siehe etwa [6, 7, 14, 16]). Wir beginnen mit 

Def. 1 (Analytische und lokal-analytische Menge): Eine Teilmenge M des 
Raumes C” der n komplexen Veréinderlichen z,, . . . , Z, heiBt analytisch in einem 
Punkt 3o= (2, ..., 2) € OC", wenn es eine Umgebung U von jo und endlich 
viele in U holomorphe Funktionen f,, ... , f, gibt, sodaB ein Punkt 4'¢ U genau 
dann zu M gehért, wenn gilt: f,(4') = --- = f,(4') = 0. M heift lokal-analytisch 
bzw. analytisch im C", wenn M in jedem Punkt 4 ¢ M bzw. 4 « C" analytisch ist. 

Offenbar ist M genau dann analytisch im C", wenn M lokal-analytisch 
und abgeschlossen im C” ist. Ist M analytisch im Punkte 4), so gibt es stets 
eine Umgebung U (4,), so daB M in jedem Punkt 4 € U (j,) analytisch ist. 

Ersetzt man in Def. 1 den C" durch irgendeinen Bereich (= offene Menge) 
B des C", so gelangt man zu den Begriffen der in einem Punkte 4,¢ B analyti- 
schen Menge sowie der in B lokal-analytischen bzw. analytischen Menge. 
Offenbar ist M in 3,¢ B genau dann analytisch, wenn M in 3,¢ C” analy- 
tisch ist. Jede in B lokal-analytische Menge ist auch im C* lokal-analytisch. 
dagegen sind analytische Mengen in B im allgemeinen nicht analytisch im C”. 
Zu einer im C" lokal-analytischen Menge M kann man immer Bereiche Bc C” 
finden, so daB M in B analytisch ist. — Unter einer lokal-analytischen 
Menge schlechthin werde stets eine im C" lokal-analytische Menge verstanden. 

Def. 2 (Reduzibel, irreduzibel, lokal-irreduzibel): Eine lokal-analytische 
Menge M heift reduzibel, wenn es zwei nicht leere, von M verschiedene lokal- 
analytische Mengen M,, M, gibt, deren Vereinigung M ist. Eine nicht reduzible, 
lokal-analytische Menge heiBt irreduzibel. 

Eine im Punkte 4 analytische Menge M heift irreduzibel in 4, wenn 4 ¢ M 
und es beliebig kleine Umgebungen U (4) gibt, sodaB M -\U (3) eine in U(4) 
irreduzible analytische Menge ist. M heiBt reduzibel in 3, wenn M nicht irre- 
duzibel in 4 ist. 

Eine lokal-analytische Menge heift lokal-irreduzibel, wenn sie in jedem ihrer 
Punkte irreduzibel ist. 

Uber die globale bzw. lokale Zerlegung einer lokal-analytischen Menge gilt : 

Satz 1: a) Jede lokal-analytische Menge M ist eindeutig darstellbar als un- 
verkiirzbare Vereinigung von (evtl. unendlich vielen) lokal-analytischen, irre- 
duziblen Mengen M,,v=1,2,.... (Die Mengen M, heiBen die irreduziblen 
Komponenten von M.) 

b) Ist M im Punkte 4 € C" analytisch, so gibt es eine Umgebung U von 4, 
so daB M -\ U sich darstellt als Vereinigung von endlich vielen in U irreduziblen, 
analytischen Mengen M,,a=1,..., 8, mit folgenden Eigenschaften: 

1) Es gibt keine Menge M,, 1 < 8, < 8, die inder Menge U M, enthalten ist. 


o+ 8 
2) Jede Menge M,, 1 <0 S38, enthélt den Punkt 4 und ist irreduzibel in 4. — 
Die Mengen M,, c= 1,...,8, heiBen die irreduziblen Komponenten von M 
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in 4 beziiglich U. Sind M{,r=1,...,t, die irreduziblen Komponenten von M 

in 4 beziiglich einer weiteren Umgebung V von 4, so gilt s = t, und es gibt eine 

Umgebung W (3) UV, 80 daB bei geeigneter Numerierung der M, gilt: 
MAW = MUAW,c=1,...,8 


2. Jede lokal-analytische Menge M im C* ist beziiglich der induzierten 
Topologie ein lokal-kompakter metrischer Hausdorffscher Raum. Insbe- 
sondere besitzt also eine lokal-analytische Menge M in jedem ihrer Punkte 
3¢M eine wohlbestimmte, topologische Dimension d;(M) im Sinne von 
K. Mencer. Diese Dimension ist per definitionem invariant gegeniiber topo- 
logischen Abbildungen. Man kann zeigen, daB d;(M) stets eine gerade Zahl ist. 
Man setzt gewdhnlich d,(M) = } d,(M) und nennt d,(M) die komplexe Di- 
mension von M in 3. Die Zahl c,(M) = n — d,(M) heiBt die (komplexe) Codi- 
mension von M in 3. Unter der komplexen Dimension d(M) schlechthin einer 
lokal-analytischen Menge versteht man die natiirliche Zahl or ee (M), die 


Zahl c(M)= n —d(M) heiBt die Codimension von M schlechthin. — Die 
Dimension d,(M) bzw. Codimension c,(M) léBt sich in einfacher Weise be- 
rechnen auf "Gren des folgenden, keineswegs trivialen Satzes (vgl. hierzu 
etwa [16]): 

Satz 2 (Dimensionssatz): a) Ist E eine analytische Ebene im C", die durch 

das lineare Gleichungssystem 
2'4, 
v=1 
beschrieben wird, so stimmt in jedem Punkt 3 ¢ E die Codimension von E mit 
dem Rang der Koeffizientenmatriz (a,,,) iiberein. 

b) Ist M analytisch in 4 und gibt es durch 4 eine k-dimensionale analytische 
Ebene, die M in der Nihe von 4 nur in 4 schneidet, so ist M in 4 mindestens 
k-codimensional (und also héchstens (n — k)-dimensional). 

c) Ist M analytisch in 4 und hat jede durch 4 laufende (k + 1)-dimensionale ana- 
lytische Ebene in jeder Umgebung von 3 mit M noch von 4 verschiedene Punkte 
gemeinsam, so ist M in 4 héchstens k-codimensional (wnd also mindestens 
(n — k)-dimensional). 

Eine lokal-analytische Menge M heiBt rein-dimensional in einem Bereich B, 
wenn sie in jedem Punkt 4 ¢ M,/\B dieselbe Dimension hat. Man kann 
zeigen (vgl. [16]): 

Ist M analytisch und irreduzibel in 4 € M, so ist M in einer Umgebung von 
3 rein-dimensional. Jede lokal-analytische Menge M ist eindeutig darstellbar 
als unverkiirzbare Vereinigung von endlich vielen lokal-analytischen Mengen 
M®, M', ..., M", wobei M” rein v-dimensional oder leer ist, vy = 0,1, ...,n 

Der folgende, in [16] bewiesene Satz gibt eine fiir viele Fragen zweckmaBige 
Darstellung einer analytischen Menge. 

Satz 3: Es sei M eine rein k-dimensionale analytische Menge in einer Um- 
gebung U des Nullpunktes O ¢ C*, 1 k <n; die k-codimensionale analytische 
Ebene {z,= 0 .» Z,= 0} habe in der Néhe von O mit M nur den Punkt O 


2 —6,=0, w=1,...,™ 
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gemeinsam. Dann gibt es einen Polyzylinder Z" um O: 


Z* = Z*¥x Z"-*: {\z,|<a,..., |z_| < a} & {lega1| < 5, .-., len] < 0}, 2"° CU, 
und Pseudopolynome 
&%— 1 
Way (23 2, + = + Sy) BAM + TY al") (zy, ...,%_)° 2, w= R+1,....0, 
o=0 


mit in Z* holomorphen Koeffizienten a®(z,,..., z,), o=0,...,4,-—1, 
x=k+1,...,n, deren Wurzeln z,(z,,...,2,) fiir (%,..., 2%) ¢€ Z* stmtlich 
in |z,| <b liegen, derart, daB Mr\Z" aus gewissen irreduziblen Komponenten 
der in Z" analytischen Menge 
M’: {p41 (Ze 415 2, eee ey 2x) = 0, eeey Wy (Zn; Zs --- » Za) = 0} 

besteht. (M' heiBt eine Einbettungsmenge von M in Z".) 

Ein Punkt 4 ¢ M einer lokal-analytischen Menge M heiBt ein gewédhnlicher 
Punkt von M, wenn M in einer Umgebung von 4 durch k holomorphe Funk- 


tionen /,,...,/, beschrieben werden kann, deren Funktionalmatrix (3) ‘ 
x=1,...,k,v=1,...,n,in 4 vom Range k ist. Man folgert leicht aus dem 


Dimensionssatz, daB alsdann k die Codimension von M in 4 ist. Man kann 
zeigen (vgl. [7], Exp. [X): 

Satz 4: Ist M eine rein k-dimensionale lokal-analytische Menge, so bildet 
die Gesamtheit aller nichtgewohnlichen Punkte von M eine héchstens (k — 1)- 
dimensionale lokal-analytische Menge. 

3. Auf lokal-analytischen Mengen laBt sich der Begriff der holomorphen 
Funktion einfiihren. Eine komplex-wertige Funktion /, die auf einer im C” 
lokal-analytischen Menge M definiert ist, heiBt holomorph in einem gewoéhn- 
lichen Punkt 4,¢ M, wenn es eine Umgebung U (3,) CC" und eine in U (4) 
holomorphe Funktion /* gibt, deren Beschrankung auf U (4.) ~\ M mit f iiber- 
einstimmt. f hei®t holomorph auf M schlechthin, wenn / stetig auf M und in 
jedem gewéhnlichen Punkt von M holomorph ist. Der Begriff der holomorphen 
Funktion laBt sich verallgemeinern zum Begriff der holomorphen Abbildung. 
Eine eindeutige Abbildung g : M + C™ einer im C" lokal-analytischen Menge M 
in einen Zahlenraum C™ der Veranderlichen *z,, . .., *z,, heiBt holomorph, 
wenn die die Abbildung beschreibenden Funktionen *z,= /,(3), ..., *Zm = 
= fm(s), § € M, holomorph auf M sind. Ist g(M) in einer im C™ lokal-analyti- 
schen Menge *M enthalten, so nennen wir g auch eine holomorphe Abbildung 
von M in *M und schreiben auch g: M--*M. Eine holomorphe Abbildung 
y:M-—-*M von M auf eine lokal-analytische Menge *M heiBt umkehrbar 
holomorph, wenn  eineindeutig und die Umkehrabbildung g-!:*M— M 
holomorph ist'*). 

Fiir umkehrbar holomorphe Abbildungen gy: M +*M beweist man (vgl. 
[14}): 

18) Hine eineindeutige holomorphe Abbildung gp von M auf *M ist nicht stets umkehrbar 
holomorph, da die Abbildung y-!: *M — M im allgemeinen nicht stetig ist [vgl. auch FuB- 
note 31)]. Sind jedoch M und *M lokal-irreduzibel, so ist g- stets holomorph (in [14], 
S. 423, § 3, 2. b) sind M und *M ebenfalls als lokal-irreduzibel vorauszusetzen). 











Abbildungen komplexer Raume 337 


Satz 5: Ist pg: M—>*M eine umkehrbar holomorphe Abbildung einer lokal- 
analytischen Menge M auf eine lokal-analytische Menge *M, so gilt: 

a) Die Menge M zerfallt in 4 « M genau dann in k irreduzible Komponenten. 
wenn *M in *4 = (3) <*M in k irreduzible Komponenten zerfillt. 

b) M ist in 4¢ M genau dann d-dimensional, wenn *M in *4= (4) die 
Dimension d hat*®). 

ce) 4 € M ist genau dann ein uniformisierbarer Punkt von M, wenn *4 = (4) 
ein uniformisierbarer Punkt von * M ist. 

Dabei heiBt ein Punkt 4 ¢ M ein uniformisierbarer Punkt von M, wenn 
jede irreduzible Komponente M, von M in 4 (die Komponenten sind jeweils 
beziiglich einer Umgebung von 3 im Sinne von Satz 1b) zu bilden) umkehrbar 
holomorph auf eine offene Menge eines Zahlenraumes abgebildet werden 
kann. 

Fiir holomorphe Abbildungen von lokal-analytischen Mengen gilt weiter 
der folgende 

Satz 6: Jst ~: M-*M eine holomorphe Abbildung einer lokal-analytischen 
Menge M in eine lokal-analytische Menge *M und ist M eine in M enthaltene 
lokal-analytische Menge, so ist die Beschrinkung  : M +*M von auf M eine 
holomorphe Abbildung von M in *M. 

Zum Beweise vgl. [14], Satz 8. 

Nachdem auf lokal-analytischen Mengen der Begriff der holomorphen 
Funktion eingefiihrt ist, kann man auch lokal-analytische bzw. analytische 
Mengen in einer lokal-analytischen Menge M betrachten. Zur Definition ist 
in Def. 1 nur der C" durch die Menge M zu ersetzen. Es ist nun fiir gewisse 
Fragen bedeutsam, daB man durch Betrachtung von lokal-analytischen 
Mengen in lokal-analytischen Mengen zu keinen ,,neuen“ lokal-analytischen 
Mengen gelangt. Es gilt namlich (vgl. [14], Satz 5, 6): 

Satz 7: Ist M eine lokal-analytische Menge im C" und ist N eine lokal- 
analytische Menge in M, so ist N auch eine lokal-analytische Menge im C". 

4. Wir fiihren nun den Begriff des komplexen Raumes ein. Komplexe 
Raume sind Hausdorffsche Raéume, die mit einer sog. komplexen Struktur 
versehen sind. Ausgangspunkt ist der Begriff der komplexen Karte. 

Def. 3 (Komplezxe Karte): Eine n-dimensionale kompiexe Karte auf einem 
Hausdorfischen Raum X ist ein Paar (U, w), wobei U eine zusammenhiingende 
offene Menge in X und yp eine topologische Abbildung von U auf eine n-dimen- 
sionale, lokal-irreduzible, lokal-analytische Menge eines Zahlenraumes C% ist. 
Zwischen kompiexen Karten wird eine ,,Vertriglichkeitsbedingung* definiert. 

Zwei komplere Karten (U,, y,) und (Uy, y,) auf einem Hausdorffschen 
Raum X heifen holomorph vertriglich, wenn U,7\ U, leer ist, oder wenn die 
Abbildung y,0 py! : yy(U, 0) Ug) > ye(U, > U,) eine umkehrbar holomorphe Ab- 
bildung der lokal-analytischen Menge y,(U,™U,) auf die lokal-analytische 
Menge p,(U, 0 U,) ist. 

1%) Die Aussage b) ist auf Grund der hier gegebenen Definition der Dimension trivial. 


da @ insbesondere eine topologische Abbildung von M auf *M ist. — In [14], Satz 7 
ist die Abbildung ¢ ebenfalls als umkehrbar holomorph vorauszusetzen. 
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Holomorph vertragliche Karten werden zu komplexen Atlanten zusammen- 
gefaBt. 

Def. 4 (Komplexer Atlas): Ein komplexer Atlas A auf einem Hausdorffschen 
Raum X ist eine Kollektion von paarweise miteinander holomorph vertriglichen 
komplexen Karten {(U,, y,), «€ J}, wobei U U,= X. 

ced 


Ein komplexer Atlas 2% auf X heiBt komplett, wenn jede komplexe Karte 
(V, m) auf X, die mit allen Karten aus 2% holomorph vertraglich ist, zu 
gehért. — Man zeigt leicht, daB jeder komplexe Atlas % auf X komplettierbar ist. 

Nach diesen Vorbereitungen sind die Definitionen der komplexen Struktur 
sowie des komplexen Raumes einfach zu fassen. 

Def. 5 (Komplexe Struktur, komplexer Raum): Eine komplexe Struktur auf 
einem Hausdorffschen Raum X ist ein kompletter komplexer Atlas A auf X. 
Der Atlas U heiBt der Strukturatlas. 

Ein Hausdorffscher Raum X mit einer komplexen Struktur heipt ein kom- 
plexer Raum. 

Ein komplexer Raum X ist im Kleinen einer lokal-analytischen Menge 
homéomorph und somit lokal-zusammenhingend. Daher zerfallt X in ein- 
deutiger Weise in zusammenhingende Komponenten X,, 1¢J. Eine Karte 
(U, y) <A ist stets, da U zusammenhingend ist, eine komplexe Karte auf 
genau einer solchen Komponente. In jedem Punkt x ¢ U besitzt der Raum X 
dieselbe Dimension, da y(U) eine reindimensionale, lokal-analytische Menge 
ist. Sind (U,, y,) und (U,, y,) zwei Karten aus &, deren Trager U,, U, einen 
nichtleeren Durchschnitt haben, so ist X sogar in allen Punkten von U, WU U, 
gleichdimensional. Da zwei komplexe Karten aus 2, die auf einer Kom- 
ponente X, von X liegen, stets durch eine endliche Kette von Karten aus % 
miteinander ,,verbunden“ werden kénnen, kommt mithin jeder Komponente X, 
von X eine eindeutig bestimmte (komplexe) Dimension d(X,) zu. Die Di- 
mension von X selbst wird definiert als: d(X) = ee d(X,); d(X) braucht 
nicht endlich zu sein. 

Die im vorstehenden gegebene Definition des komplexen Raumes ist 
aquivalent zu der von H. Cartan [6,7] angegebenen Definition (espace 
analytique général). In [14] wurden die komplexen Raume etwas anders 
eingefiihrt; bei der Definition der komplexen Karten wurde nicht verlangt, 
daB die auftretenden Mengen lokal-irreduzibel sind. Daher gelten alle in [14] fiir 
komplexe Riume gewonnenen Resultate auch fiir die hier definierten Raume. 

Es gibt eine weitere Méglichkeit, den Begriff des komplexen Raumes 
einzufihren. In [10, 13, 18] wird von sog. analytisch-verzweigten Uberlage- 
rungen ausgegangen ; in der Definition der komplexen Karte ist dann y(U) der 
Traiger einer solchen analytisch-verzweigten Uberlagerung. Auf diese Weise — 
allerdings in der Terminologie der simplizialen Topologie — wurden die kom- 
plexen Raéume erstmals von H. BEHNKE und K. Stern [1] definiert. 

Die komplexen Réume im Sinne von H. Cartan subsummieren sich in 
natiirlicher Weise unter diese Klasse von Raéumen; es ist noch unbekannt, 
ob beide Klassen iibereinstimmen. 
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Die komplexen Mannigfaltigkeiten sind spezielle komplexe Riume. Man 
bendétigt zu ihrer Charakterisierung den Begriff des uniformisierbaren Punktes. 

Ein Punkt z eines komplexen Raumes X heiBbtein uniformisierbarer Punkt von 
X, wenn es eine komplexe Karte (U, y) € 2% mit x ¢ U gibt, derart, daB w(x) ein 
uniformisierbarer Punkt von y(U) ist. Man iiberlegt sofort: Ist x ¢ X ein uni- 
formisierbarer Punkt, so ist fiir jede Karte (U, y) ¢ &%, x € U, der Punkt y(z) 
ein uniformisierbarer Punkt von y(U). Es gibt insbesondere solche Karten 
(V, p) € A mit x ¢ V, fiir die m(V) eine offene Menge eines Zahlenraumes ist. 

Def. 6 (Komplexe Mannigfaltigkeit): Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist ein 
komplexer Raum, der nur aus uniformisierbaren Punkten besteht. 

Offensichtlich ist das topologische Produkt X x Y zweier komplexer 
Raume (bzw. zweier komplexer Mannigfaltigkeiten) X, Y in natiirlicher Weise 
mit einer komplexen Struktur versehen und mithin ein komplexer Raum (bzw. 
eine komplexe Mannigfaltigkeit). 

5. In komplexen Raumen laBt sich der Begriff der holomorphen Funktion 
einfihren. 

Def. 7 (Holomorphe Funktion): Eine komplex-wertige Funktion f(x) in 
einem komplexen Raum X heiBt holomorph in einem Punkt x,¢ X, wenn es 
eine komplexe Karte (U, p) © UM mit x¢ U gibt, so dap fo w-' auf der lokal- 
analytischen Menge w(U) holomorph ist. f(x) heiBt holomorph auf einer Teil- 
menge T von X, wenn f(x) in jedem Punkt x,¢ T holomorph ist. 

Man zeigt leicht: Ist f(z) holomorph in 2,¢ X, so ist fiir jede komplexe 
Karte (U, py) € A, 2¢ U, die Funktion fo y~' in p(z») € y(U) holomorph. 

Die Menge aller in einem komplexen Raum X holomorphen Funktionen 
bildet einen Ring. Derselbe ist genau dann ein Integritaétsring, wenn X zu- 
sammenhingend ist. 

Den Nullstellenmengen holomorpher Funktionen kommt auch in kom- 
plexen Raiumen ein besonderes Interesse zu; sie geben AnlaB zum Begriff der 
analytischen Menge in einem komplexen Raum. Man erklart wortlich wie in 
Def. 1 die Begriffe der in einem Punkt 2,¢ X analytischen Menge sowie der 
in X lokal-analytischen und analytischen Menge. Die sich unmittelbar an- 
schlieBenden Begriffe wie reduzibel, irreduzibel, lokal-irreduzibel, Dimension 
bzw. Codimension in einem Punkt usw. werden ebenso iibertragen. Satz 1 
gilt unveraindert auch fiir lokal-analytische Mengen in komplexen Raiumen. 

Die Menge der nicht-uniformisierbaren Punkte eines komplexen Raumes 
kann unter Benutzung des Begriffes der analytischen Menge einfach charakte- 
risiert werden. H. Cartan ([{7] Exp. XI) hat niamlich den folgenden tief- 
liegenden Satz bewiesen: 

Satz 8: Ist X ein zusammenhiingender, n-dimensionaler komplexer Raum, 
so ist die Menge der nichtuniformisierbaren Punkte von X eine héchstens (n — 2)- 
dimensionale analytische Menge in X. 

Wir benétigen im folgenden ein Kriterium iiber die Fortsetzbarkeit ana- 
lytischer Mengen in analytische Ausnahmemengen. Wir geben den Satz in 
folgender Form an®®): 
2°) Hinsichtlich des Beweises von Satz 9 siehe [16] sowie [14], Satz 10. 
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Satz 9: Es sei N eine héchstens k-dimensionale analytische Menge in einem 
komplexen Raum X, es sei M eine rein d-dimensionale analytische Menge im 
Restraum X — N. Gilt dann k < d, so ist die abgeschlossene Hiille M von M 
in X eine rein d-dimensionale analytische Menge in X. 

Wir notieren weiter noch den folgenden, erstmals von W. L. Crow [8] 
bewiesenen 

Satz von Cuow: Jede in einem mehrfach-projektiven Raum analytische 
Menge ist eine algebraische Menge”). 

Neben holomorphen Funktionen kann man in komplexen Raéumen auch 
die sog. meromorphen Funktionen betrachten. Wir sagen, in einem kom- 
plexen Raum X ist eine meromorphe Funktion h(x) gegeben, wenn folgende 
Situation vorliegt : 

a) Auferhalb einer in X analytischen, nirgends dichten Menge P ist eine 
holomorphe Funktion h*(x) gegeben, die in keinen Punkt von P hinein. holo- 
morph fortsetzbar ist. 

b) Zu jedem Punkt x ¢ P gibt es eine Umgebung U und eine in U holo- 
morphe, nicht identisch verschwindende Funktion f(x), so daB die in U —- UO P 
holomorphe Funktion f(x) -h*(x) in ganz U hinein holomorph fortsetzbar ist. 

Die Menge P heift die Polstellenmenge von h(x). 

Eine in einem komplexen Raum X meromorphe Funktion h(x) mit der 
Polstellenmenge P kann sich in der Umgebung eines Punktes z,¢ P wie folgt 
verhalten: einmal kann es sein, daB h(x) bei Annaherung an z, aus X — P 
stets gegen co strebt; zum anderen kann A(x) bei Annaherung an 2, aus 
X — P jeden Wert approximieren. Beide Fille schlieBen offensichtlich 
einander aus; im ersten Fall heiBt x, eine eigentliche Polstelle oder auch aufer- 
wesentliche Singularitét 1. Art von h(x); im zweiten Fall nennt man z, eine 
Unbestimmtheitsstelle oder auch auBerwesentliche Singularitét 2. Art von h(x). 

Man kann zeigen, daB die Menge der Unbestimmtheitsstellen einer mero- 
morphen Funktion eine analytische Menge ist, deren Dimension in jedem 
ihrer Punkte um 2 kleiner ist als die Dimension der entsprechenden Raum- 
komponente. 

Fir meromorphe Funktionen laBt sich in natiirlicher Weise eine Addition, 
Multiplikation und Division erkliren. Es ergibt sich: 

Die Menge aller in einem zusammenhangenden komplexen Raum mero- 
morphen Funktionen bildet einen Kérper. 


§ 2. Holomorphe Abbildungen komplexer Riume. Komplexe Unterriume. 
Uberlagerungsriume analytischer Mengen 
1. Es gibt mehrere aquivalente Méglichkeiten, den Begriff der holomorphen 


Abbildung einzufiihren. Wir legen unseren Uberlegungen folgende Defi- 
nition zugrunde: 


21) Vgl. FuBnote 7). — Weitere Beweise fiir den Satz von Cuow finden sich in [16] 
sowie in [7], Exp. XIV. 
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Def. 8 (Holomorphe Abbildung): Hine stetige Abbildung tr: X +> Y eines 
komplexen Raumes X in einen komplexen Raum Y heift eine holomorphe Ab- 
bildung, wenn folgendes gilt: 

Holomorphiebedingung: Ist Y, irgendein Bereich in Y und f,(y) irgendeine 
in Y, holomorphe Funktion, so ist f,O1t(x) eine holomorphe Funktion im Bereich 
t1(Y,)cX. 

Unmittelbar aus dieser Definition ergibt sich die T'ransitivitét des Holo- 
morphiebegriffes : 

Sind t:X-—- Y und ao: Y +Z zwei holomorphe Abbildungen, so ist auch 
o-t:X —-Z eine holomorphe Abbildung. 

Weiter beweist man sofort: 

Ist t:X—+Y eine umkehrbar holomorphe Abbildung eines komplexen 
Raumes X auf einen komplexen Raum Y, so ist M genau dann eine lokal- 
analytische Menge in X, wenn t(M) eine lokal-analytische Menge in Y ist. 
M ist genau dann irreduzibel in x € X, wenn t(M) in t(x) € Y irreduzibel ist. 

Fiir die Holomorphie einer Abbildung gibt es ein einfaches, notwendiges 
und hinreichendes Kriterium: 

Satz 10: Hine Abbildung t: X + Y ist genau dann holomorph, wenn es zu 
jedem Punkt x € X eine komplexe Karte (V, y) aus dem Strukturatlas auf Y 
gilt, so dap r(x) © V und die Abbildung got: t*(V) > w(V) CC in der Form 


2,= f,(z),..., zy= fy(x), x €t71(V) 
mit in t1(V) holomorphen Funktionen f,,... , fy gegeben werden kann. 

Die holomorphen Funktionen f auf X sind demnach genau die holomorphen 
Abbildungen f : X + C! von X in die komplexe Zahlenebene. 

Im Falle, daB der Bildraum Y der Abbildung rt: X — Y ein holomorph- 
vollstindiger Raum ist, kann die Holomorphiebedingung in Def. 8 wesentlich 
abgeschwicht werden”). Es gilt nimlich: 

Satz 11: Hine stetige Abbildung t: X + Y eines komplexen Raumes X in 
einen holomorph-vollstindigen Raum Y ist bereits dann eine holomorphe Ab- 
bildung, wenn fiir jede in Y holomorphe Funktion f(y) die Funktion for(x) in X 
holomor ph ist. 

Beweis: Es ist zu zeigen, daB die Holomorphiebedingung erfillt ist. Dazu 
geniigt es offensichtlich, zu jedem Punkt y’¢ x eine Umgebungsbasis {V} an- 
zugeben und die Bedingung fiir alle diese Umgebungen V zu verfizieren. Wir 
wihlen zu y’ eine Umgebungsbasis {V} von offenen Umgebungen, die simt- 
lich in hezug auf Y holomorph-konvex sind. Ist dann g(y) irgendeine in 
V €{V} holomorphe Funktion, so gibt es auf Grund eines fiir holomorph- 


22) Kin komplexer Raum X heift holomorph-vollstindig, wenn die folgenden Bedingungen 
erfiillt sind: 

a) Zu je zwei verschiedenen Punkten x,, x,€ X gibt es eine in X holomorphe Funktion 
f(x), 80 daB gilt: f(2,) + f(z). 

b) Zu jeder Folge {x,},v=1,2,..., aus X, die in X keinen Héufungspunkt hat, 
gibt es eine in X holomorphe Funktion f(x), so daB die Zahlenfolge f(x,) unbeschrainkt ist. 

Der Begriff des holomorph-vollstandigen komplexen Raumes wurde von H. GRavERT 
eingefiihrt (vgl. [9]). Die hier angegebenen Bedingungen sind aquivalent mit den Be- 
dingungen in [9]. 
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volistindige Raume geltenden bekannten Approximationssatzes (vgl. [19]) 
eine Folge von in Y holomorphen Funktionen g,(y), die im Innern von V 
gleichmaBig gegen g(y) konvergiert. Nach Voraussetzung sind nun die 
Funktionen (g,07) (x) holomorph in X. Da sie offensichtlich im Innern von 
t1(V) gleichmaBig gegen die dort definierte Funktion (gor) (x) konvergieren, 
ist also (gO) (x) in t~*(V) holomorph, w.z.b.w. 

Wir werden in dieser Arbeit die holomorphen Abbildungen noch auf eine 
weitere, von Def. 8 und Satz 10 véllig verschiedene Art charakterisieren. Ver- 
steht man wie iiblich unter dem Graphen G, einer eindeutigen Abbildung 
t: X — Y die im Produktraum X x Y liegende Menge aller Punkte (x, t(zx)), 
so beweisen wir vorbereitend : 

Satz 12: Istr: X + Y eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X 
in den komplexen Raum Y, so ist der Graph G, von t eine in X x Y analytische, 
lokal-irreduzible Menge. Es gilt: di... ¢.))(@,) = d,(X) fiir jeden Punkt x € X. 

Beweis: Da tr stetig ist, ist G, sicher abgeschlossen in X x Y. Um zu 
zeigen, daB G, in jedem Punkt (2, y,) € G, analytisch ist, waihlen wir eine 
komplexe Karte (V, gm) aus dem Strukturatlas auf Y mit y,= t(2 ) €V und 
betrachten die Abbildung got: t"(V) > g(V)CC%, die nach Satz 10 durch 
N in t(V) holomorphe Funktionen f,(z),..., fy(x) gegeben wird. Thr 
Graph G, ,, wird in t1(V) x C% durch die Gleichungen 


beschrieben (u,,... , uy seien Koordinaten im C) und ist also eine analytische 
Menge in r*(V) x C%. Alsdann ist auch das Urbild (« x w~")(@,.,) eine ana- 
lytische Menge in t-!(V) x V (mit ¢ sei hier die Identitat ¢:1-4(V) > t7(V) 
bezeichnet). Da (« x p-)(G,.,) = G7. (t1(V) x V), so ist also G, in (29, Yo) 
analytisch. 

Durch die Projektion p,: G,> X wird G, topologisch auf X abgebildet ; 
da x — (x, t(x)) die Umkehrabbildung von 9, ist, gilt also: d;,, .¢,)) (@,) = d,(X). 
Fir jede komplexe Karte (U, y) auf X ist pop,: p>'(U)— p(U) eine um- 
kehrbar-holomorphe Abbildung der in X x Y lokal-analytischen Menge p>'(U) 
auf die in einem Zahlenraum lokal-analytische Menge y(U). Da dieselbe 
aber stets lokal-irreduzibel ist, so ist auch G, lokal-irreduzibel, w.z.b.w. 

Bemerkung: Ist t: X + Y eine holomorphe Abbildung und M irgendeine 
in X analytische Menge, so ist M,= G,-(M x Y) eine in X x Y analytische 
Menge, die durch die Projektion p,: M,— X topologisch auf M abgebildet 
wird. Es gilt folglich d,. .,))(M,) = d,(M) fiir jeden Punkt x ¢ M. 

Auch fiir lokal-analytische Mengen in komplexen Raumen lassen sich die 
Begriffe der holomorphen Funktion sowie der holomorphen Abbildung de- 
finieren. 

Eine auf einer im komplexen Raum X lokal-analytischen Menge M de- 
finierte komplex-wertige Funktion f(z) heiBt holomorph im Punkte 2,¢ MV. 
wenn es eine komplexe Karte (U, wy) ¢ % auf X mit 2,¢ U gibt, so daB fo y 
holomorph auf y() ist. 
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Diese Definition ist sinnvoll, denn y(M) ist zunichst lokal-analytisch in 
y(U) und dann nach Satz 7 auch lokal-analytisch im Zahlenraum schlechthin. 

Die Definition der holomorphen Abbildung einer in X lokal-analytischen 
Menge M in eine im kompiexen Raum Y lokal-analytische Menge * M erfolgt 
nun analog wie in Def.8 fiir komplexe Raéume. Man beweist als Verall- 
gemeinerung von Satz 6: 

Satz 6a: Ist po: M-—~*M eine holomorphe Abbildung einer im komplexen 
Raum X lokal-analytischen Menge M in eine im komplexen Raum Y lokal- 
analytische Menge *M, und ist M irgendeine in M enthaltene, lokal-analytische 
Menge, so ist die Beschriinkung g: M--*M von auf M eine holomorphe 
Abbildung von M in *M. 

Eine stetige Abbildung t: X-— Y eines komplexen Raumes X in einen 
komplexen Raum Y ist bereits dann holomorph, wenn sie es in ,,hinreichend 
vielen‘ Punkten ist. Dies ist der Inhalt eines Satzes von Riemann, den wir 
in § 5 bendtigen: 

Satz von RreMann: Es sei t: X — Y eine stetige Abbildung, es sei M + X 
eine nirgends dichte analytische Menge in X. Ist dann die Beschriinkung 
t :X— M + Y von t auf X — M eine holomorphe Abbildung, so ist auch 
t: X + Y eine holomorphe Abbildung. 

Es ist zweckmaBig, bereits an dieser Stelle zwei allgemeine Begriffe iiber 
stetige Abbildungen einzufiihren, die in dieser Arbeit eine Rolle spielen. 

Def. 9: (Lokal-eigentliche und eigentliche Abbildung): Eine stetige Ab- 
bildung y: R > R’ eines lokal-kompakten Raumes R in einen lokal-kompakten 
Raum R’ heift lokal-eigentlich, wenn jeder Punkt r'€ p(R)C R’ eine kompakte 
Umgebung U(r’) besitzt, deren Urbild g(U(r’)) kompakt in R ist. Die Ab- 
bildung pp heift eigentlich (propre), wenn das Urbild y-1(K’) einer jeden in R'’ 
kompakten Menge K’ kompakt in R ist**). 

Offenbar ist jede eigentliche Abbildung g: R > R’ lokal-eigentlich. Man 
zeigt leicht : 

Eine lokal-eigentliche Abbildung y: R-—> R’ ist stets dann eigentlich, wenn 
y(R) eine abgeschlossene Menge in R’ ist. 

N. BoursBakI [3] hat bewiesen: 

Jede eigentliche Abbildung py: R —~ R’ ist abgeschlossen, d.h. die Bilder von 
in R abgeschlossenen Mengen sind abgeschlossene Mengen in R’. 

Da komplexe Raume lokal-kompakt und holomorphe Abbildungen stetig 
sind, ist der Begriff der lokal-eigentlichen bzw. eigentlichen holomorphen Ab- 
bildung auf Grund von Def. 9 sinnvoll. Wir werden in § 4 grundlegende Satze 
iiber solche Abbildungen beweisen. 

2. Wir fiihren in diesem Abschnitt den Begriff des komplexen Unter- 
raumes eines komplexen Raumes ein und geben eine allgemeine Klasse von 
solchen Unterraéumen an. 

Def. 10 (Komplexer Unterraum): Eine Teilmenge L eines komplexen Raumes 
X heift ein komplexer Unterraum von X, wenn L 80 mit einer komplexen Struktur 


*3) Vgl. hierzu N. Boursakt [3]. p. 102. 
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versehen werden kann, daB die Injektion .: L > X eine holomorphe und topologi- 
sche Abbildung ist™). 

Ist T irgendeine Teilmenge eines komplexen Raumes X, so kann man den 
Strukturatlas 2% von X auf 7’ beschranken, indem man jeder komplexen Karte 
(U, wy) € A, fiir die U 4 T nicht leer ist, die auf T definierte ,,Karte“ (0, y), 
wo 0 =Uc\T und y die Beschrankung von y auf 0 bezeichnet, zuordnet. 
Die Menge aller so entstehenden ,,Karten (0, y) werde die Spur des Atlas % 
auf 7 genannt; wir bezeichnen sie mit 2,. Man kann fragen, unter welchen 
Bedingungen 2, ein komplexer Atlas auf 7' ist. Wir zeigen: 

Ist T eine lokal-analytische Menge in X, so ist A, genau dann ein komplexer 
Atlas auf T, wenn T lokal-irreduzibel ist. 

Beweis: Ist (0, y) € Ap beliebig gewahlt, so ist p eine topologische Ab- 
bildung von 0 in einen Zahlenraum C’, wenn man T als topologischen Unter- 
raum von X auffaBt. Ist (0, y) die Beschriankung der komplexen Karte 
(U, y) <A, wo yw: U + C’%, so ist nach Voraussetzung y(U) lokal-analytisch 
im C’; da O analytisch in U und y eine umkehrbar holomorphe Abbildung 
von U auf y(U) ist, so ist also y(0)= y(0) beziiglich p(U) eine lokal-ana- 
lytische Menge. Nach Satz 7 ist dann aber y(0) sogar eine im C% lokal- 
analytische Menge. Aus Satz 6a folgt weiter, daB y:0 — (0) eine umkehr- 
bar holomorphe Abbildung ist. Weiter ergibt sich die holomorphe Vertriiglich- 
keit aller Karten (0, y) €%,. Nun ist aber (0, y) nach Definition genau 
dann eine komplexe Karte auf 7, wenn (0) lokal-irreduzibel im C* ist. 
Das ist genau dann der Fall, wenn 0 selbst lokal-irreduzibel in X ist. Ins- 
gesamt folgt, daB 2, genau dann ein komplexer Atlas auf T ist, wenn die in X 
lokal-analytische Menge 7’ lokal-irreduzibel ist, w.z.b.w. 

Ist 7 lokal-analytisch in X und lokal-irreduzibel, so erhalt man durch Kom- 
plettierung des Atlas 21, eine komplexe Struktur auf 7’, die 7 zu einem kom- 
plexen Raum macht. Wir nennen die so auf 7’ definierte komplexe Struktur 
die induzierte komplexe Struktur und bezeichnen den zugehérigen Struktur- 
atlas wieder mit 2%,. Wir behaupten, daB 7’ — versehen mit der induzierten 
Struktur — sogar ein komplexer Unterraum von X ist. Da die Injektion 
t: 7 + X sicher eine Homéomorphie ist, haben wir nur noch zu zeigen, daB 
die Holomorphiebedingung fiir «: T > X erfillt ist. Da dies genau dann der 
Fall ist, wenn die Spur jeder in X lokal-holomorphen Funktion auf 7 eine 
lokal-holomorphe Funktion ist, so folgt die Behauptung aus Satz 6a. Ins- 
gesamt haben wir bewiesen: 

Satz 13: Ist T eine lokal-anaiytische, lokal-irreduzible Menge eines kom- 
plexen Raumes X, so bildet T, versehen mit der induzierten komplexen Struktur, 
einen komplexen Unterraum von X. 

Wir werden in § 4 als einfache Folgerung aus einem Abbildungssatz sehen, 
daB die komplexen Unterraiume eines komplexen Raumes X genau die in X 


*4) Die Forderung, daB ¢ insbesondere eine Homéomorphie sein soll, ist sehr ein- 
schrankend. Verzichtet man darauf, so gelangt man zu einem Begriff des komplexen 
Unterraumes, der sich an die entsprechenden Begriffsbildungen in C. CHevVALLEY: Theory 
of Lie Groups; Princeton University Press 1946, p. 85 anschlieBen wiirde. 
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lokal-irreduziblen, lokal-analytischen Mengen — versehen mit der induzierten 
komplexen Struktur — sind. 

3. Ist M irgendeine lokal-analytische Menge eines komplexen Raumes X 
und bezeichnet S die beziiglich M abgeschlossene Hiille aller derjenigen Punkte 
von M, in denen M nicht irreduzibel ist, so 14Bt sich nach dem vorstehenden 
die in X lokal-analytische und lokal-irreduzible Menge M—S als komplexer 
Unterraum von X auffassen. Die in M—S induzierte komplexe Struktur kann 
indessen in keinen Punkt von S fortgesetzt werden; wir nennen aus diesem 
Grunde die Menge S die kritische Menge von M. Die kritische Menge von M 
liegt nirgends dicht in M. 

Es ist fiir die komplexe Analysis von groBer Wichtigkeit, daB man trotz 
der Existenz kritischer Mengen jeder lokal-analytischen Menge M eines kom- 
plexen Raumes X in kanonischer Weise einen komplexen Raum zuordnen 
kann, der alle wesentlichen funktionentheoretischen Struktureigenschaften der 
Menge M besitzt. Dieser sog. komplexe Uberlagerungsraum von M kann 
axiomatisch wie folgt charakterisiert werden (vgl. hierzu auch [6] sowie [17]}). 

Def. 11 (Komplexer Uberlagerungsraum): Ein Paar (M*,u) heift ein 
komplexer Uberlagerungsraum einer in einem komplexen Raum X lokal-analyti- 
schen Menge M, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

0) M* ist ein komplexer Raum; yu ist eine lokal-eigentliche, holomorphe Ab- 
bildung von M* in X mit u(M*) = M, dieMenge uw (u(x*) ist fiir jeden Punkt 
x* ¢ M* endlich. 

1) Das Urbild u-(S) der kritischen Menge S von M ist in einer in M* 
analytischen, in M* nirgends dichten Menge enthalten; der komplexe Raum 
M* — (8) wird durch u umkehrbar holomurph auf den komplexen Unterraum 
M—S von X bezogen. 

Fiir komplexe Uberlagerungsriume gilt der folgende Existenz- und Ein: 
deutigkeitssatz (zum Beweise vgl. [6]). 

Satz 14: Ist M eine lokal-analytische Menge in einem komplexen Raum X, so 
hesitzt M einen komplexen Uberlagerungsraum(M*, u). Es gelten folgende Aussagen: 

a) Ein Punkt x ¢ M hat genau dann k verschiedene Urbilder in M*, wenn 
M in x in k irreduzible Komponenten zerfalit. 

b) Der Raum M* wird genau dann durch  umkehrbar holomorph auf M 
bezogen, wenn M lokal-irreduzibel ist. 

c) Der Raum M* ist genau dann zusammenhingend, wenn M irreduzibel 
in X ist. 

Jeder weitere komplexe Uberlagerungsraum ('M*,'u) von M ist zu (M*, n) 
analytisch dquivalent, d.h. es gibt eine umkehrbar holomorphe Abbildung t von 
M* auf 'M*, so daB gilt: uw ='por. 

Wir nennen auf Grund dieses Satzes (M*, ~) auch den von M erzeugten 
komplexen Raum. 


§ 3. Rang und Entartung einer holomorphen Abbildung 


1. Ist r: X + Y eine holomorphe Abbildung, so ist das r-Urbild r~'(.M/) 
einer jeden in Y (lokal-)analytischen Menge M eine (lokal-)analytische Menge 
Math. Ann, 133 23 
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in X. Ein besonderes Interesse kommt den Urbildern der Punkte y € Y zu. 
Wir definieren deshalb : 

Def. 12 (Faser): Ist t: X + Y eine holomorphe Abbildung, so heiBt die im 
komplexen Raum X analytische Menge F(x) =t—'(t(x)) die Faser der Ab- 
bildung t durch den Punkt x (bzw. iiber dem Punkt t(x)). 

Ist f : X + C' eine holomorphe Funktion auf X und ist X rein n-dimensional, 
so ist jede Faser F,(x) rein (n — 1)-dimensional. Bei beliebigen holomorphen 
Abbildungen sind die Fasern jedoch nicht stets rein-dimensional und von 
derselben Dimension; auch dann nicht, wenn X zusammenhingend ist. Er- 
setzt man z. B. den Nullpunkt O des C", n => 2, durch die komplexen Linien- 
elemente in O, so gewinnt man eine komplexe Mannigfaltigkeit ‘C", von der 
man sagt, daB sie durch Anwendung des o-Prozesses in 0 € C" aus dem C” 
hervorgeht (vgl. hierzu auch [11], [13]). Es gibt eine natiirliche holomorphe 
Abbildung o von ‘C auf C". Uber jedem Punkt 3 +0 des C” bestehi die 
Faser von o aus genau einem Punkt; dagegen ist die tiber dem Nullpunkt 0 
gelegene Faser eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge im ‘C", die 
dem (n — 1)-dimensionalen komplexen projektiven Raum P*"-! analytisch iso- 
morph ist. In diesem Beispiel sind noch alle Fasern reindimensional. Bildet 
man jedoch weiter den C* durch die Abbildung 
* 


; 2 . 
Ti 2f = 2 — 2, By = 2, .-.,%_ = 2 


holomorph in einen *C” ab, so hat die Abbildung toa : 'C"->*C" Fasern, die 
nicht rein-dimensional sind ; z. B. zerfallt die Faser F, ,,(2) durch jeden Punkt 
x € P®-1= ¢g(0) in den P"-! sowie einen isolierten Punkt. 

Um ein MaB fiir das Verhalten der Fasern zu haben, fiihren wir den Begriff 
des Ranges ein. 

Def. 13 (Rang): Ist t: X-+ Y eine holomorphe Abbildung, so heift die 
Codimension von F(x) in x der Rang r,(x) der Abbildung t im Punkte x € X. 
Ist X irgendeine Menge in X, so heift r,(X) = sup r,(x) der Rang von t in xX; 

rex 
r,(X) kann unendlich sein. Die Zahl r,(X) heiBt der Rang der Abbildung t 
schlechthin. 

Ist M eine analytische Menge in X, so heift r,(x, M) = d,(M) — d{F,(x)™ 
7\ M) der Rang von t auf M in x, r,(M) = sup r,(x, M) heiBt der Rang von t 

zeM 


auf M schlechthin. 

Da stets r,(X) < d(X), so ist r,(X) sicher dann endlich, wenn X endlich- 
dimensional ist. 

Wir merken sofort an: 

Satz 15: Ist r: X + Y eine holomorphe Abbildung, so ist r,(x) eine nach 
unten halbstetige Funktion in X. Es gibt sogar zu jedem Punkt x € X eine Um- 
gebung U, so da fiir jedes x € U gilt: r,(z) => r,(x). 

Zum Beweise vgl. [7] Exp. XIV sowie [14], Satz 16. 

Ist der Bildraum Y der Abbildung t: X > Y eine komplexe Mannig- 
faltigkeit, so gibt es eine zweite, wohlbekannte Definition des Ranges von t 
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in einem uniformisierbaren Punkt x ¢ X: man wihle jeweils komplexe Ko- 


ordinaten z,,...,Z, und w,,...,w, in Umgebungen U und V der Punkte 
x € X und r(x) ¢ Y und beschreibe die Abbildung rt: U + V (U ist hinreichend 
klein zu wahlen!) durch in U holomorphe Funktionen w,= f,(z,, . . . ., Z,),.--, 


w,= fp (z%,....,2%_). Als Rang o,(x) der Abbildung rt in x werde alsdann der 
Rang der Funktionalmatrix 
Alfie) 
( O(2,..-52%) 


in x erklirt; man itiberlegt sofort, daB diese Definition unabhingig von der 
Wahl der Koordinaten z,,...,z, und w,,..., w, ist. Auf diese Weise gelangt 
man aber nur zu einer Definition des Ranges der Abbildung t in den uniformi- 
sierbaren Punkten von X. 

Der Rang o@,(x) stimmt, falls er definiert ist, nicht notwendig mit dem 
Rang r(x) iiberein. Betrachtet man z. B. die durch die Funktion w= 2 
vermittelte holomorphe Abbildung rt der z-Ebene in die w-Ebene, so gilt: 





o,(z) = 1 fiir alle z+ 0 


r,(z) = 1 fir jeden Punkt z, aber o,(z) = 0 fair z= 0. 


Wir werden im folgenden jedoch noch sehen, daB fast iiberall, wo o,(z) 
definiert ist, gilt: 9,(z) = r(x). Hinsichtlich der Definition des Ranges r(X ) 
eines Bereiches X C X ist es daher gleichgiiltig, ob man vom Rang r,(zx) oder 
0,(x) ausgeht. 

Wenngleich 0,(x) nur in den uniformisierbarea Punkten von X erklart ist, 
so kann man doch zeigen: 

Satz 16: Es sei t:X—+ Y eine holomorphe Abbildung in eine komplexe 
Mannigfaltigkeit Y, es sei B(m) die Menge aller uniformisierbaren Punkte von X, 
in denen 0,(x) kleiner oder gleich der natiirlichen Zahl m ist. Dann ist die ab- 
geschlossene Hiille B(m) von B(m) beziiglich X eine analytische Menge in X. 

Dieser Satz wurde in (14] fiir holomorphe Abbildungen in den C" bewiesen 
(Satz 12); die Verallgemeinerung auf komplexe Mannigfaltigkeiten ist trivial. 

2. Wir beweisen nun einen zu Satz 16 analogen Satz fiir den Rang r,(z). 

Satz 17: Istr: X — Y eine holomorphe Abbildung eines komplexen Raumes X 
in einen komplexen Raum Y, so ist die Menge X,(m) der Punkte x ¢ X, in 
denen der Rang r(x) kleiner oder gleich der natiirlichen Zahl m ist, eine analyti- 
sche Menge in X*). 

Fiir Projektionen wurde dieser Satz in [14] (Satz 17) bewiesen. Der an- 
gegebene Satz laBt sich auf den entsprechenden Satz fiir Projektionen zuriick- 
fiihren; hier mége jedoch ein direkter Beweis wiedergegeben werden. 

Aus Satz 15 ergibt sich zunichst, daB X,(m) stets eine abgeschlossene 
Menge in X ist. Es ist also lediglich zu zeigen, daB X,(m) in jedem Punkt 
x’€ X,(m) analytisch ist. Offenbar darf man annehmen, daB X zusammen- 
hingend ist. Weiter kann man sich auf die Betrachtung des Falles beschrianken, 

*%) Vgl. FuBnote 5). 

23* 
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daB r eine holomorphe Abbildung in einen Zahlenraum ist. Um das einzu- 
sehen, sei (V, m) eine komplexe Karte auf Y mit t(z’) <V; @ bilde V etwa 
in einen C’ ab. Eine Umgebung U von 2’ werde nun so gewahlt, daB gilt: 
17(U)c V. Fir die Abbildung T= gor: U + C% gilt dann, da @ eineindeutig 
ist: r,(x) = rz(x) fiir jeden Punkt x ¢ U. Daher gilt auch X,(m)-~ U = Uz(m), 
woraus folgt, daB man bei der Untersuchung von X,(m) in 2’ tatsichlich 1 
als eine Abbildung in einen Zahlenraum voraussetzen darf. 


Es sei nun t: X + C% eine solche Abbildung. Wir fiihren vollstindige 
Induktion nach der Dimension n von X. Fiir n= 0,1 ist die Behauptung 
sicher richtig. Sie sei bereits fiir alle komplexen Raéume, deren Dimension 
kleiner oder gleich n — 1 ist, bewiesen. Ist dann X ein n-dimensionaler kom- 
plexer Raum, so werde mit B die Menge aller uniformisierbaren Punkte von X 
bezeichnet, in denen der Rang 0,(z) nicht maximal ist. Nach Satz 16 ist die 
abgeschlossene Hiille B von B in X eine analytische, héchstens (n — 1)- 
dimensionale Menge in X. Bezeichnet weiter C die Menge der nichtuniformi- 
sierbaren Punkte von X, so setzen wir D = B/C und betrachten rt zunichst 
auBerhalb dieser héchstens (nm — 1)-dimensionalen analytischen Menge. In 
jedem Punkte z¢ X — D gilt 0,(x) = r(x), wie sich unmittelbar aus fol- 
gendem, weiter unten bewiesenen Hilfssatz ergibt : 

Hilfssatz: [st zt: X — Y eine holomorphe Abbildung einer komplexen Mannig- 
faltigkeit X in eine komplexe Mannigfaltigkeit Y, die in allen Punkten x ¢ X 
den gleichen Rang 0,(x) hat, so gilt o0,(x) = r,(x) fiir jeden Punkt x ¢ X. (Jede 
Faser F ,(x) von t besteht nur aus gewohnlichen Punkten.) 

Es ergibt sich nun aus Satz 15, daB in X — D gilt: r,(x) = r,(X). Da man 
zum Beweise unseres Satzes offenbar m < r,(X) voraussetzen kann — andern- 
falls gilt naimlich X,(m)= X und die Behauptung ist trivial — so ergibt sich 
aus dem bisher bewiesenen die Inklusion: X,(m) c D. 

Wir betrachten jetzt den von D erzeugten komplexen Raum (D*, 6) und 
die t entsprechende holomorphe Abbildung t*= 106: D*-+C%. Da D* 
héchstens (n — 1)-dimensional ist, sind nach Induktionsvoraussetzung die 
Mengen ‘D*. (m) fiir jede natiirliche Zahl m analytisch in D*, dabei bezeichne 
’ D* irgendeine zusammenhingende Komponente von D*. Wir behaupten nun: 
X,(m)= U 4('D% (m — s’)), wobei die Vereinigung iiber alle zusammen- 
hangenden Komponenten ‘D* von D* zu erstrecken ist und n — s’, s’> 1, 
jeweils die Dimension von ‘D* bedeutet. (‘D%(m — s’)) sei die leere Menge. 
falls m < s’.) Ist das bewiesen, so ist gezeigt, daB X,(m) eine analytische 
Menge in X ist, denn jede Menge 6(‘D%.(m — s’)) ist analytisch in X und ihre 
Vereinigung ebenfalls, da jede kompakte Menge in X nur mit endlich vielen 
der Mengen 4('D}.(m — s’)) Punkte gemeinsam hat. 

Sei zunichst 2*¢’D%(m — s’) ein beliebiger Punkt. Dann ist die Co- 
dimension der Faser r*~!(t* (x*)) in z* héchstens m — s’. Da 6: D*-—> D nur 
nulldimensionale Fasern hat, ist somit t—(r(6(z*))) in 5(2*) héchstens m- 
codimensional. Dann gilt aber r,(6(z*)) < m, d. h. 6(2*) ¢ X,(m). Somit gilt 
sicher U 6(‘D%.(m — s’))C X,(m). Sei umgekehrt x ¢ X,(m). Dann gibt es 





ese 2 ee 4&4 et 2 © 


one AP ae lCUvlC CON 








Abbildungen komplexer Raume 349 
eine irreduzible Komponente F der Faser t~1(r(z)) durch z, die héchstens 
m-codimensional ist. Alle Punkte yon F gehéren zu X,(m), daher gilt: F c D. 
Die irreduzible Komponente 'D von D sei so gewahlit, daB F c’D*™). Setzt man 
dann F*=6-1(F)-\'D*, so ist F* jeweils in den Fasern r*-(r*(2*)), 
z*€ 6-"(x) -\'D*, enthalten. Die Faser r*-(r* (z*)) ist daher in z* €'D* min- 
destens (n — m)-dimensional. Dann ist aber r*-*(*z(2*)) in 2* €'D* héch- 
stens (m — s’)-codimensional; d. h. es gilt 2*¢’D%(m— ss’) und folglich 
x €6(‘D3.(m — s’)), x= 6(x*). — Satz 17 ist bewiesen. 

Wir beweisen nun den benutzten Hilfssatz?’). Da es sich um eine Aussage 
lokaler Natur handelt, diirfen wir X und Y als Polyzylinder in Zahlenriumen 
Cc" und C™ — etwa der Veriinderlichen z,,...,z, und w,,...,w,, — voraus- 
setzen. Die Abbildung rt wird dann durch m Funktionen 


w= J, (8,6 it) ~. 5 tym fay... + Zn) 


gegeben, die in einer Polyzylinderumgebung des Nullpunktes O ¢ C" holo- 
morph sind und inO verschwinden. Wir haben zu zeigen, daB unter den Vor- 
aussetzungen des Hilfssatzes die Urbildmenge eines jeden Bildpunktes 
(ww, ... , w) €C™ eine rein r-codimensionale analytische Menge im C” ist, 
(die nur aus gewéhnlichen Punkten besteht). Die Koordinaten z,,... , z, 


seien so numeriert, daB in der Nahe von O die Funktionaldeterminante 


\| fe || " , , 
ole o,0,=1,...,7, nirgends verschwindet. Es sei alsdann 
e 


2, = g,(W,,..., eee = eee ee eee 


das Umkehrsystem der ersten r Funktionen in der Umgebung von O. Da 


Se ee eee 8 Ss ae 2 
so folgt : 
r 
Ofe ag, Ofe , 
* 2 a. a = = on 
(*) ~ 0% i +h, 7° falls o= 1,..., r,j=rd+l,...,m. 


Wir betrachten nun die Funktionen 


FB’, (004, - « « 5 Wes Se aas > +p Bq) fg Gar - - +s Ger Be agr- + 9%) Be rt+i,..., Mm, 


und behaupten, daB sie unabhiangig von z,,,,...,z, sind. Dazu kénnen wir 
r <n und r < m voraussetzen, da sonst nichts zu beweisen ist. Es gilt: 


oF, _ f of, . 290 of, k=¢+i1,...,m, 


— os, 0z; Oz,’ j=r+l,...,”. 





0z; ¢ 


a *) Eine solche Komponente ‘D existiert, denn allgemein gilt: 
Ist A eine irreduzible analytische Menge in einem komplexen Raum X, die in einer 
analytischen Menge B enthalten ist, so ist A bereits in einer irreduziblen Komponente von B 
enthalten. 
7) Der Beweis wird nach einem in der Theorie der Umkehrsysteme bekannten Muster 
gefiihrt; er ist hier lediglich der Vollstandigkeit halber wiedergegeben. 
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Da nach Voraussetzung in einer Umgebung von 0 ¢ C” die (r + 1)-reihigen 


Matrizen 
(F)-- 1,. sat (GE p=1...n8 
02 wa dz, k= ¢r+i1,...,™ 
(34) Oh, : j=rt+l,...,n 
Oz /e=1 ~ 
stets iiberall vom Range r sind und ae 22» | |. o= ,r, nirgends ver- 
schwindet, gibt es zu jedemj = r+1,...,m siomale Funktionen a? (z,, . . ,z,), 
o=l,...r;k=r+il,... , me, 20 daB gilt: 
he GR). 9fe of Gh . 8h &k=¢r+i1,..., m 
Oz = da a2,” Ox, -s 4s dz; ’ j=r+1,..., n. 
Damit ergibt sich: 
oF, (ik) ‘ Ofe 29 , 8a k=r+H1,..,,m 
2, =S a 2 dz, dz, 02, eee ers 
oF, ‘ : : 
woraus wegen (*) folgt: =~ =0 fir k=r+1,...,.m,j=r+1,...,n. Die 
2 


Funktionen F,,,...., F,, sind also tatsichlich alien WO Biin gh) s'k gM: 

Nunmehr exgibt sich die Behauptung unmittelbar. Aus dem Bewiesenen 
folgt naimlich, daB die Urbildmenge eines jeden hinreichend nahe bei 0 ¢ C™ 
gelegenen Bildpunktes (w\”, . . ., w) genau die Menge 


0 0 (0 (0 
Sy = Gg (™, . . ., WH, Baas. sor Mehr» - oy p= Ge (OM, .. ., 0, Ban, - 5 Bp) 


ist. Das ist aber in der Tat eine rein (n — r)-dimensionale analytische Menge 
mit nur gewohnlichen Punkten, q.e.d. 

Anmerkung: Aus dem Beweise des Hilfssatzes ersieht man weiter, daB 
die Bildmenge beziiglich t in der Nahe von O¢ C™ genau durch die Glei- 
chungen 


Wy 4, = Fy, 41(W,, .. ., Wy), » -) Wm = Fy (Wy, . . ., Wy) 


beschrieben wird. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes hat also jeder 
Punkt x ¢ X eine Umgebung U (zx), die vermége 1 auf eine rein r-dimensionale 
lokal-analytische Menge in Y mit nur gewéhnlichen Punkten abgebildet wird. 

Jede holomorphe Abbildung +: X — Y gibt auf Grund von Satz 17 zu 
einer Folge 


X,(0)¢X,(1)S---CX,(m)c--- 


von in X analytischen Mengen AnlaB. Gewisse dieser Mengen kénnen leer 
sein; ist r < oo der Rang von t in X, so gilt stets: X,(r) = X,(r + 1) =-+--= X. 
Wir féhren r:.n den Begriff der Entartung einer holomorphen Abbildung 
ein. 
Def. 14 (Entartungsmenge, (nirgends) entartete Abbildung): Eine holo- 
morphe Abbildung rt: X-> Y eines zusammenhiingenden komplexen Raumes X 
in einen komplexen Raum Y heiBt entartet in einem Punkt x ¢ X, wenn gilt: 
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r{xz)<r,{(X). Die Menge aller Punkte x « X, in denen t entartet ist, heift die 
Entartungsmenge von t. Die Abbildung t heiBt nirgends entartet, wenn ihre 
Entartungsmenge leer ist”*). 

Da die Entartungsmenge von t: X + Y mit der Menge X, (r(X)— 1) 
iibereinstimmt und diese Menge von X verschieden ist und keine isolierten 
Punkte enthalt, so folgt aus Satz 17: 

Satz 18: Die Entartungsmenge einer holomorphen Abbildung t : X > Y eines 
zu hiingenden, n-dimensionalen komplexen Raumes X in einen komplexen 
Raum Y ist eine analytische, hichstens (n — 1)-dimensionale Menge in X, die 
keine ‘solierten Punkte enthilt. 





§ 4. Abbildungssitze. Lokal-eigentliche und eigentliche 
holomorphe Abbildungen 


1. Das Bild r(X) eines komplexen Raumes X beziiglich einer holomorphen 
Abbildung t: X + Y besitzt im allgemeinen Punkte, in denen 1(X) nicht 
analytisch ist. Es sei nur an die durch die Gleichungen zf = z,, z¥ = 22, 
vermittelte holomorphe Abbildung t des Raumes C? der Verinderlichen z,, z, 
in den Raum *C? der Verinderlichen z}, z¥ erinnert, wo gilt: 


1(C?) = (*C2— {z¥ = 0}) U (0, 0) 


und 1(C*) also im Nullpunkt (0,0) nicht analytisch ist. Es sollen nun Be- 
dingungen dafiir angegeben werden, daB bei einer holomorphen Abbildung 
t:X-—Y die Bilder analytischer Mengen wieder analytische bzw. lokal- 
analytische Mengen sind”). In einer friiheren Arbeit sind solche Bedingungen 
fiir spezielle holomorphe Abbildungen, némlich fiir Projektionen, mitgeteilt 
worden [14]. Die Hauptresultate aus [14] bleiben aber fiir beliebige holo- 
morphe Abbildungen richtig. So gilt zunichst: 

Satz 19: Ist +t: X + Y eine nirgends entartete holomorphe Abbildung vom 
Range r, so gibt es zu jedem Punkt x ¢ X eine Umgebungsbasis {U,}, derart, 
daB t(U,) jeweils eine lokal-analytische, rein r-dimensionale Menge in Y ist. 

Wir beweisen diesen Satz, indem wir ihn auf den entsprechenden Satz 
iiber Projektionen in [14] (Satz 14) zuriickfiihren. Es sei dementsprechend G, 
der Graph von t : X - Y; nach Satz 12 ist G, eine analytische, lokal-irreduzible 
Menge in X x Y. Bezeichnet g: X x Y > Y die Projektion von X x Y auf Y 
(q ist eine holomorphe Abbildung!), so ist g:G,- Y nirgends entartet und 
vom Rang r. Da man ohne Einschriinkung der Allgemeinheit X und daher 
auch (G, als rein-dimensional voraussetzen darf, sind somit die Voraus- 
setzungen von Satz 14 in [14] erfiillt. Es gibt daher zu jedem Punkt (2z,1(z)) € 
€ G, beliebige kleine Umgebungen U/(x), V,(t(x)), so daB die Projektion von 
G,\(U, x V,) in V, eine rein r-dimensionale, analytische Menge in V, ist. 


*) Vgl. FuBnote *). 
*) Kine erste, allerdings sehr einfache Bedingung wird durch die Anmerkung im 
AnschluB an den Beweis des Hilfssatzes, p. 350, gegeben. 
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Setzt man nun U,(z)= U;(xz)\1-(V,(t(2))), so gilt offensichtlich g(G, > 
r\ (UL x V,)) = t(U,). Daher ist {U,(x)} eine Umgebungsbasis des Punktes x 
mit der behaupteten Eigenschaft**). 

Auch die folgenden Siatze lassen sich auf die entsprechenden Siatze iiber 
Projektionen zuriickfihren. Die hier wiedergegebenen Beweise sind den in 
[14] durchgefiihrten nachgebildet. Zunachst zeigen wir: 

Satz 20: Ist tr: X + Y eine nirgends entartete holomorphe Abbildung vom 
Range r und ist X' irgendeine relativ-kompakte Menge in X, so gibt es zu jedem 
Punkt x,¢ X’ eine Umgebungsbasis {U,} von X', so dap jeweils t(U,) in (2p) 
analytisch und rein r-dimensional ist. 

Der Beweis ist einfach. Sei W irgendeine Umgebung von X’. Jedem 
Punkt x ¢ X'7\1t-1(x(x9)) werde gemaB Satz 19 eine Umgebung U(x) c W zu- 
geordnet, sodaB 1(U(x)) eine analytische, rein r-dimensionale Menge in einer 
Umgebung von 1(z,) € Y ist. Da X’-\1-(r(x)) kompakt ist, kann man 
endlich viele Punkte ,,. . ., x, in X’ -\r—1(r(29)) finden, so daB die Veren:igung 
der entsprechenden Umgsbungen U (x,), ..., U(x,) eine in W enthaltene U::- 
gebung U’ von X’/\1-(r(zq)) ist. Es ist such t(U’) eine analytisch<, rein 
r-dimensionale Menge in der Nachbarschaft von t(z,). Man kaniu nun noch 
eine in W enthaltene Umgebung W’ von X’— U’ finden, derart, daB 1(z,) 
kein Haufungspunkt von 1(W’) ist. Offenbar ist dann U = U’W W’ eine in W 
enthaltene Umgebung von X’, so daB r(U) in r(x) analytisch und rein r-dimen- 
sional ist, w.z.b.w. 


Man kénnte vermuten, daB bei einer nirgends entarteten holomorphen Ab- 
bildung +t: X > Y das Bild 1r(X’) einer jeden offenen Teilmenge X’ von X 
eine lokal-analytische Menge in Y ist. Das ist jedoch nicht einmal bei ein- 


%) Aus Satz 19 ergeben sich unmittelbar verschiedene Resultate iiber abhangige holo- 
morphe Funktionen. So folgt zunachst (vgl. [12], p. 156): 

a) Sind f,,...,f, abhdngige holomorphe Funktionen in einem zu enhi di 
komplexen Raum X — d.h. sind in jedem uniformisierbaren Punkt x € X die Differential- 
formen dj,,...,4f, linear abhiingig —, 80 gibt es in beliebiger Nahe eines jeden Punktes 
rex Punkte x mit folgender Eigenschaft: es gibt in einer Umgebung von (f,(x5),---. 
fe(5)) € C* eine holomorphe Funktion F (z,,...,%) = 0, soda fiir alle Punkte x aus der 
Nachbarschaft von x, gilt: F(f,(x), .-- , fx(z)) = 0. 

Die durch die Funktionen },, ..., f, erzeugte holomorphe Abbildung tr: X — C* ist 
namlich héchstens vom Range k — 1; daher ist nach Satz 19 jeder Punkt 2; ¢ X, der 
nicht zur Entartungsmenge von t gehért, von der behaupteten Art. 

Fiir Punkte x; auf der Entartungsmenge von t selbst ist die Aussage a) im allgemeinen 
nicht richtig. Bereits in [12] wird hierfiir als Beispiel das Funktionensystem z,= u, 
2,=Uv, z;= ue", zu dem die Entartungsmenge {u = 0} gehért, angegeben. Der Punkt 
(u, v) = (0, 0) hat nicht die obige Eigenschaft. 

Ist die Entartungsmenge von t leer, so ist a) fiir jeden Punkt x; ¢ X richtig. Ins- 
besondere ist also a) einschrankungslos fiir alle Punkte x ¢ X richtig. wenn 1 eine Ab- 
bildung héchstens vom Range | in den C* ist. Daher folgt: 

a’) Sind f,g abhédngige holomorphe Funktionen in einem komplexen Raum X, 80 gibt 
es in einer Umgebung eines jeden Punktes (f (xo), g(2o)) € C®, 2€ X eine holomorphe Funktion 
F (z,, 2) = 0, so daB fiir alle x aus der Nachbarschaft von x, gilt: F(f(x), g(x)) = 0. 

Die Aussage a’) wurde fiir den Fall, daB X ein Gebiet im C* ist, von A. B. Brown [4]. 
bewiesen. 
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eindeutigen holomorphen Abbilduingen der Fall, wie das folgende einfache 
Beispiel zeigt : 

Durch die Gleichungen z,=z(z — 1), z.= 2*(z — 1) wird eine holomorphe 
Abbildung t der komplexen z-Ebene C' in den Raum C? der Veriinderlichen 
2, 2, definiert. Das Bild r(C") ist die analytische Menge M : {z? + z,z,— 23 = 0}. 
Die Abbildung rt ist nirgends entartet; jeder vom Nullpunkt verschiedene 
Punkt 4 ¢ M besitzt genau ein Urbild; der Nullpunkt (0,0) ¢ M selbst hat 
z= 0 und z= | als Urbider. Das Bild des Einheitskreises {|z| < 1} ist, ob- 
gleich rt dort eineindeutig abbildet, keine lokal-analytische Menge in C?, denn 
in (0,0) €¢ C? zerfallt M in zwei irreduzible Keime, von denen nur einer einen 
Reprisentanten hat, der zu t({|z| < 1}) gehért**). 

Unmittelbar aus Satz 20 folgt jedoch: 


Satz 21: Ist tr: XY eine nirgends entartete holomorphe Abbildung vom 
Range r, und gibt es zum Punkt y € t(X) eine Umgebung V(y) und eine in X 
kompakte Menge X, CX, so daB jede Faser r-(r(x)), r(x) € V(y), in X, ein- 
dringt, so ist t(X) eine analytische, rein r-dimensionale Menge in y € Y. 

Beweis: Nach Voraussetzung gilt: 7(X)™ V(y)= 1(X,)OV(y). Nach 
Satz 20 gibt es eine Umgebung U (X,), so daB r(U(X,)) in y analytisch und 
rein r-dimensional ist. Da auch t(U(X,)) ~\ V(y) = t(X)O V (jy), so ist folg- 
lich r(X) selbst in y analytisch und rein r-dimensional, w.z.b.w. 

Als Folgerung aus Satz 21 sei noch angemerkt: 

Satz 21’: Ist 1: X - Y eine eineindeutige holomorphe Abbildung und ist X 
rein n-dimensional, so ist das Bild r(X"') einer jeden relativ-kompakten offenen 
Teilmenge X' von X eine rein n-dimensionale, lokal-analytische Menge in Y. 

Zum Beweise zeigen wir, daB die Voraussetzung von Satz 21 erfiillt ist. 
Sei y, €t(X’) ein beliebiger Punkt, x,¢ X’ sei sein Urbild. Die Umgebung 
U (xp) sei so gewahlt, daB U (25) kompakt in X’ liegt. Gabe es nun keine Um- 
gebung V(y,), derart, daB jedes Urbild r“(r(z)), r(x) € V(y9) \r(X’), zu 
U(x) gehdrt, so giibe es eine gegen y, konvergierende Punktfclge y,¢1(X’), 
so daB z,= t!(y,) € X’'— U. Da X’ relativ-kompakt in X liegt, hat die Folge 
der x, einen Haufungspunkt z*+ 2, in X. Da notwendig r(x*) = y, gelten 
mu, so haben wir einen Widerspruch zur Eineindeutigkeit vont, w.z.b.w. 


2. Wir betrachten nun auch holomorphe Abbildungen, die Entartungs- 
stellen besitzen kénnen. Wir beweisen: 


31) Die Zahlenebene C! bildet vermége der Abbildung 1 offenbar einen komplexen 
Uberlagerungsraum der im C* analytischen Menge M : {z} + z,z,— 23 = 0}; denn man 
verifiziert sofort, daB fiir das Tupel (C', r) die Bedingungen 0) und 1) der Definition 11 
erfiillt sind. Da nur iiber dem Nullpunkt (0,0)¢M zwei verschiedene Punkte des C* 
liegen, ist M in jedem Punkt 3 + (0, 0) irreduzibel, dagegen zerfallt M in (0,0) in zwei 
Primkeime. Beschrinkt man t auf die im Nullpunkt punktierte Zahlenebene C'— 0, 
so kann die Abbildung t: C!— 0 — M als Beispiel fiir die folgende Aussage dienen (vgl. 
auch FuBnote 18), 19): : 

Es gibt eineindeutige holomorphe Abbildungen t: A->B einer komplexen Mannigfaltig- 
keit A auf eine irreduzible, aber nicht lokal-irreduzible analytische Menge B eines Zahlen- 
raumes, 80 dap die Umkehrabbildung t-': B — A unstetig ist. 
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Satz 22: Ist x: X — Y eine holomorphe Abbildung und gibt es zu jedem 
Punkt y € t(X) eine Umgebung V (y) sowie eine in X kompakte Menge X,c X, 
derart, dap jede rein-dimensionale Komponente einer jeden Faser t~(t(zx)), 
t(x) € V(y), in X, eindringt, so ist t(X) eine lokal-analytische, r,(X ,)-dimensio- 
nale Menge in Y. Ist X zu enhiingend, so ist r(X) rein r,(X,)-dimen- 
sional und irreduzibel*). 

Beweis: Da nach Voraussetzung jeder Punkt y ¢ t(X) eine Umgebung V (y) 
besitzt, derart, daB r(X)~ V(y) das Bild einer kompakten Menge X, < X ist, 
braucht man fiir das Studium von 1r(X) 7 V(y) nur diejenigen endlich vielen 
zusammenhangenden Komponenten von X heranzuziehen, die mit X, Punkte 
gemeinsam haben. Alsdann kann man aber offenbar sogar ohne Einschriin- 
kung der Allgemeinheit annehmen, daB X selbst zusammenhingend ist. 

Wir fiihren nun vollstandige Induktion nach der Dimension n von X. Die 
Behauptung ist offensichtlich richtig fiir n = 0; sie sei bereits fiir alle (nicht 
notwendig zusammenhangenden) Raume, deren Dimension kleiner als n ist, 
bewiesen. Es sei r= r,(X). Die Entartungsmenge £ von fr ist nach Satz 18 
eine héchstens (n — 1)-dimensionale analytische Menge in X. Es sei (2*, e) 
der komplexe Uberlagerungsraum von EZ und r*= toe: E*- Y die tr ent- 
sprechende holomorphe Abbildung von E* in Y. Ist y ¢ r*(#*) irgendein 
Punkt, so sei V(y) die diesem Punkt gemaB der Voraussetzung des Satzes zu- 
geordnete Umgebung und X, Cc X die entsprechende kompakte Menge. Da 
offenbar auch X,“ E kompakt ist und ¢ den Raum £* eigentlich auf E ab- 
bildet, ist also E¥ = e1(X,-E) eine kompakte Menge in E*. Jede rein- 
dimensionale Komponente F* einer jeden Faser t*-?(t*(x*)), t*(x*) € V(y), 
dringt in E* ein; denn e(F*) ist eine rein-dimensionale Komponente von 
t(r(x)), r(x) € V(y), und hat also nach Voraussetzung mit X, Punkte ge- 
meinsam. Es sind somit fiir r* : #*-» Y die Voraussetzungen des Satzes er- 
fallt. Da E* héchstens (n — 1)-dimensional ist, ist daher nach Induktions- 
voraussetzung t*(H£*) = 1(£) eine lokal-analytische Menge in X. Die Di- 
mension einer jeden Faser von t* ist stets um mindestens 1 gréBer als die 
minimale Dimension der Fasern von T; es gilt somit: r,*(£*) < r — 2. Daher 
ist t(Z) tiberall héchstens (r — 2)-dimensional. 

Wir zeigen nun, daB 1t(X) in jedem Punkt von Y — 1(£) analytisch und 
rein r-dimensional ist. Sicher gibt es tiberhaupt solche Punkte. Da namlich 
t auf X — E nirgends entartet und vom Range r ist, gibt es nach Satz 19 zu 
jedem Punkt xz ¢ X — E eine Umgebung U(x) c X — E, derart, daB 1r(U (zx)) 
eine rein r-dimensionale, lokal-analytische Menge in Y ist. Eine solche Menge 
kann aber nicht in der héchstens (r — 2)-dimensionalen, lokal-analytischen 
Menge t(£) enthalten sein. — Sei also y ¢ Y — t(£) ein beliebiger Punkt von 
t(X). Es gibt eine Umgebung W(y), die keinen Punkt von 1r(Z) enthalt. 
Wire das namlich nicht der Fall, so giibe es eine Folge y,¢ t(Z), die gegen y 
konvergiert. Nach Voraussetzung haben dann fast alle y, ein Urbild 2, in 





32) Man beachte, daB in Satz 22 vorausgesetzt wird, daB jede rein-dimensionale Faser- 
komponente in X, eindringen soll. In Satz 21 wurde dies nur fiir die Fasern schlechthin 
gefordert. 
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X,O#. Da X, kompakt ist, haben also die z, einen Haiufungspunkt z in Z. 
Da notwendig t(z)= y gelten muB, wiirde also y selbst zu r(Z) gehéren im 
Widerspruch zur Annahme?**)- 

Die gema8 der Voraussetzung des Satzes existierende Umgebung V (y) 
von y € t(X) — t(Z) kann nun offensichtlich so klein gewihlt werden, daB die 
abgeschlossene Hiille V (y) von V (y) beziiglich Y ganz in Y — r(£) enthalten ist. 
Dann ist t1(V (y)) eine abgeschlossene Menge in X — £; folglich ist X} = 
= X,-\17(V(y)) kompakt in X — FE. Da nun jede Faser tr (r(x)) von 
t:X—E-Y in Xj, eindringt, falls r(x) ¢ V(y), sind somit die Voraus- 
setzungen von Satz 21 erfillt. Die Menge r(X — 2) und also auch 1(X) ist 
daher in y analytisch und rein r-dimensional. 

Es bleibt zu zeigen, daB r(X) auch in allen Punkten von 1(Z) analytisch 
und rein r-dimensional ist. Zu dem Zwecke wahlen wir zu dem beliebigen 
Punkt y ¢ r(Z) eine offene Umgebung U (y), derart, daB r(#)~\ U(y) in U(y) 
analytisch und 1t(X)7\ U(y) in U(y) abgeschlossen ist. Um das letztere zu 
erreichen, braucht man nur U (y) c V (y) zu verlangen. Es ist jetzt M = (r(X) — 
— t(£)) -\ U(y) eine rein r-dimensionale, analytische Menge in U (y) — t(£) 4 

\U(y). Da t(£)-\U(y) eine héchstens (r— 2)-dimensionale analytische 
Menge in U (y) ist, so folgt aus Satz 9, daB die abgeschlossene Hiille M von M 
beziiglich U(y) eine in ganz U(y) analytische, rein r-dimensionale Menge ist. 
Nun gilt aber M = 1(X) 0 U(y). Denn ist y’¢€ t(#) > U(y) irgendein Punkt 
und 2’ irgendein Urbild von y’, so gibt es, da r~'(r(Z)) eine von X verschiedene 
analytische Menge in X ist, eine gegen x’ konvergierende Folge x, ¢ X — t-'(r(2)). 
Da alsdann fast alle t(x,) zu M gehéren und die r(z,) sich gegen y’ haufen, 
gilt also sicher y’¢ M und somit M = 1r(X)7\ U(y). Mithin ist r(X) auch in 
jedem Punkt y € t(Z£) analytisch und rein r-dimensional und folglich eine in Y 
lokal-analytische, rein r-dimensionale Menge schlechthin. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB 1t(X) irreduzibel ist. Das aber ergibt sich 
unmittelbar aus dem folgenden 

Hilfssatz: Ist +: X-— Y eine holomorphe Abbildung eines zusammen- 
hiingenden komplexen Raumes X in einen komplexen Raum Y, und ist r(X) 
eine lokal-analytische Menge in Y, so ist r(X) irreduzibel. 

Beweis: Es sei A eine irreduzible Komponente von 1(X); es sei y <A ein 
Punkt, der keiner weiteren Komponente von 1t(X) angehért. Dann gibt es 
eine Umgebung V (y,), so daB gilt: V(y 9) \t(X) = V(yo) \A. Ist nun a6 X 
irgendein Urbild von y,, so kann man eine Umgebung U (z,) so bestimmen, 
daB gilt: r(U (x9))C V (a9). t(U(xq)) enthalt daher nur Punkte aus A; das 
Urbild t-*(A) von A umfaBt also die in X offene Menge U(2,). Da 1r-*(A) 
eine analytische Menge in A ist und X zusammenhingend ist, gilt somit 
t1(A) = X, d. hh. t(X) = A, w.z.b.w. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 22 ist: 

Satz 22’: Es sei tr: X + Y eine holomorphe Abbildung und M eine analyti- 
sche Menge in X. Zu jedem Punkt y € t(M) gebe es eine Umgebung V (y) sowie 

33), Offenbar haben wir bewiesen, daB 1(Z) abgeschlossen in t(X) liegt. Dagegen ist 
natiirlich 7(#) im allgemeinen keineswegs abgeschlossen in Y selbst. 
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eine kompakte Menge M,< X, derart, daB jede rein-dimensionale Komponente 
einer jeden Menge t(t(x)) \ M, t(x) € t(M)~\ V(y), in M, eindringt. Dann 
ist t(M) eine lokal-analytische, r,(M)-dimensionale Menge in Y. Ist M 
irreduzibel, so ist t(M) rein r,(M)-dimensional und irreduzibel. 

Zum Beweise braucht man nur zum von M erzeugten komplexen Raum 
(M*, «) iberzugehen und die Abbildung t*= 1 Ow zu betrachten. 

3. Wir wollen jetzt fiir holomorphe Abbildungen t: X — Y Bedingungen 
angeben, die garantieren, daB die in Satz 22, 22’ fir X bzw. M gemachte 
Voraussetzung fiir jede in X analytische Menge erfillt ist. Vorwiegend zu 
diesem Zwecke wurde bereits in § 2, Def. 9 der Begriff der lokal-eigentlichen 
holomorphen Abbildung eingefiihrt. Man iiberzeugt sich namlich sofort, daB 
bei einer lokal-eigentlichen holomorphen Abbildung 1: X — Y die in Satz 22’ 
fiir M gemachte Voraussetzung fiir jede in X analytische Menge erfiillt ist. 
Somit ergibt sich: 

Satz 23: Ist r: X + Y eine lokal-eigentliche holomorphe Abbildung, so ist 
das Bild t(M) einer jeden in X analytischen Menge M eine lokal-analytische, 
r,(M)-dimensionale Menge in Y. Ist M irreduzibel, so ist t(M) rein r,(M)- 
dimensional und irreduzibel. 

Ist r eine eigentliche Abbildung, so ist t(M) stets eine analytische Menge in Y. 

DaB bei eigentlichen holomorphen Abbildungen die Bilder analytischer 
Mengen selbst wieder analytische Mengen sind, ergibt sich ohne weiteres aus 
der Tatsache, daB eine eigentliche Abbildung eine abgeschlossene Abbildung ist. 

Eine einfache Folgerung aus Satz 23 ist: 

Satz 24: Ist t: X + Y eine holomorphe Abbildung eines kompakten kom- 
plexen Raumes X in irgendeinen komplexen Raum Y, so ist das Bild t(M) 
einer ieden in X analytischen Menge M eine r,(M)-dimensionale, analytische 
Menge in Y. Isi M irreduzibel, so ist t(M) rein r,(M)-dimensional und irredu- 
zibel. 

Man hat nur zu beachten, daB eine stetige Abbildung eines kompakten 
Raumes in einen lokal-kompakten Raum immer eigentlich ist™). 

Weiter sei besonders hervorgehoben : 

Satz 25: Ist +: X— Y eine eigentliche holomorphe Abbildung in einen 


mehrfach-projektiven Raum Y = X Ps, so ist das Bild 1t(M) einer jeden in 
o=1 
X analytischen Menge M eine r,(M)-dimensionale algebraische Menge in Y. 
t(M) ist rein r,(M)-dimensional und irreduzibel, falls M irreduzibel ist. 
Der Beweis ist auf Grund des Satzes von Cuow trivial. 
Wir merken weiter an: 





*4) Aus Satz 24 folgt unmittelbar: Ist +: X — Y eine holomorphe Abbildung eines 
kompakten zusammenhdngenden komplexen Raumes X in einen komplexen Raum Y, in 
dem jede kompakte analytische Menge aus endlich vielen Punkten besteht, so ist t kon- 
stant. — Dieser Satz verallgemeinert die bekannte Aussage, daB auf einem kompakten 
komplexen Raum jede holomorphe Funktion konstant ist. Die hier iiber Y gemachte 
Voraussetzung ist sicher dann erfiillt, wenn Y ein K-vollstandiger (oder holomorph- 
separabler oder holomorph-vollstandiger) komplexer Raum ist. 
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Satz 26: Ist rx: X - Y eine eigentliche holomorphe Abbildung vom Range r 
eines zusammenhiingenden komplexen Raumes X in einen beliebigen komplexen 
Raum Y, so ist das Bild r(E) der Entartungsmenge E eine héchstens (r — 2)- 
dimensionale analytische Menge in Y. 

Dieser Satz ist in einer speziellen Fassung in der Theorie der eigentlichen 
Modifikationen von Bedeutung (vgl. [10], p. 288). 

4. Als Anwendung von Satz 23 sollen nun alle komplexen Unterriume 
eines komplexen Raumes X bestimmt werden. Ist L ein beliebiger komplexer 
Unterraum von X, so wird nach Voraussetzung L vermége der Injektion : 
holomorph in X abgebildet. Die Abbildung : ist sicher lokal-eigentlich, da 
sie topologisch ist™). Daher ist L eine lokal-analytische, lokal-irreduzible 
Menge in X. Alsdann kann nach den Ergebnissen von § 2 auf Z durch Be- 
schrankung des Strukturatlas % von X eine komplexe Struktur %, induziert 
werden, die L ebenfalls zu einem komplexen Unterraum von X macht. Wir 
behaupten, daB diese induzierte komplexe Struktur mit der auf L vorge- 
gebenen Struktur iibereinstimmt. Zum Beweise bezeichnen wir L — versehen 
mit der induzierten Struktur — mit ‘ZL und zeigen, daB die identische Ab- 
bildung i: L +’L eine umkehrbar holomorphe Abbildung ist. Es gilt i=‘: 01, 
wenn ¢ bzw. ‘: die Injektionen von L bzw. ‘LZ in X sind. Nun sind ¢ und ‘1 
nach Voraussetzung holomorphe Abbildungen. Offensichtlich ist auch ‘¢ 
eine holomorphe Abbildung der lokal-analytischen, lokal-irreduziblen Menge 
Lc X auf den komplexen Raum 'L. Daher ist auch ‘:~'o1 = i eine holomorphe 
Abbildung von L auf ‘L. DaB auch die Umkehrabbildung i-':’L + L holo- 
morph ist, ergibt sich aus einem allgemeinen Satz iiber die Holomorphie von 
Umkehrabbildungen (vgl. § 5, Satz 30), kann hier aber auch leicht direkt 
eingesehen werden, da die Stetigkeit von i-! evident ist. 

Insgesamt ergibt sich somit: 

Satz 27: Jeder komplexe Unterraum L eines komplexen Raumes X ist eine 
lokal-irreduzibel, lokal-analytische Menge in X, die mit der induzierten kom- 
plexen Struktur versehen ist*). 


§ 5. Offene holomorphe Abbildungen. Charakterisierung 
holomorpher Abbildungen durch den Graphen. Umkehrabbildungen 


1. Eine Abbildung g : R > R’ eines topologischen Raumes R in einen topo- 
logischen Raum R’ heist bekanntlich eine offene Abbildung, wenn das Bild g{U) 
einer jeden in R offenen Menge U eine offene Menge in R’ ist. Hinreichend 
fiir die Offenheit einer Abbildung g: R + R’ ist, daB jeder Punkt r ¢ R eine 


%) Da topologische Abbildungen stets lokal-eigentlich sind, kénnen wir hier allgemein 
den folgenden Satz formulieren: Ist tr: X — Y eine holomorphe und topologische Abbildung 
in Y, so ist t(X) eine lokal-analytische Menge in Y. — Fiir eineindeutige holomorphe Ab- 
bildungen ist nach dem Beispiel auf p. 353 diese Aussage im allgemeinen nicht richtig. 

%) Hatten wir den Begriff des komplexen Unterraumes nach dem Vorbild von C. CuE- 
VALLEY [vgl. FuBnote 24)] eingefiihrt, so wire diese Aussage falsch. Dann ware z. B. 
auch die im C* analytische, aber nicht lokal-irreduzible Menge M : {z} + z,2,— 24 = 0} 
ein komplexer Unterraum des C*, da man ihr die komplexe Struktur des C!— 0 auf- 
pragen kann [vgl. FuBnote 31)). 
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Umgebungsbasis {U (r)} von offenen Umgebungen U (r) besitzt, so daB g(U (r)) 
jeweils den Punkt g(r) ¢ R’ als inneren Punkt enthalt. 

Aus der klassischen Funktionentheorie ist bekannt, daB jede durch eine 
nichtkonstante holomorphe Funktion f(z) definierte Abbildung offen ist (Satz 
von der Gebietstreue). 

Dieser Satz laBt sich weitgehend verallgemeinern; wir beweisen sofort: 

Satz 28: Hine nirgends entartete holomorphe Abbildung t:X-—+>Y vom 
Range r eines zusammenhingenden komplexen Raumes X in einen zusammen- 
hiingenden, r-dimensionalen komplexen Raum Y ist eine offene Abbildung. 

Beweis: Da rt nirgends entartet ist, so besitzt nach Satz 19 jeder 
Punkt x ¢ X eine Umgebungsbasis {U,(x)}, so daB jeweils t(U,(x)) in r(x) € Y 
analytisch und rein r-dimensional ist. Da Y selbst r-dimensional ist, ist mit- 
hin t(U,(x)) stets eine Umgebung von t(x). Also ist t eine offene Abbildung. 

Satz 28 laBt sich umkehren. Es gilt nimlich (alle auftretenden Riume X, Y 
seien zusammenhiangend) : 

Satz 29: Hine offene holomorphe Abbildung t:X—+Y eines komplexen 
Raumes X in einen r-dimensionalen komplexen Raum Y ist eine nirgends 
entartete Abbildung vom Range r. 

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB t vom Range r ist. Zu dem Zwecke 
sei z,€ X ein Punkt, der nicht zur Entartungsmenge E von t gehért (wir 
zeigen anschlieBend, daB £ leer ist). Ist r’ der Rang von rt, so gibt es nach 
Satz 19 eine Umgebungsbasis {U,(x,)}, so daB 1(U,(x)) stets eine in T(z») 
analytische, rein r’-dimensionale Menge ist. Da t offen sein soll, mu8 anderer- 
seits t(U,(x,)) stets eine Umgebung von t(z,) sein. Daraus folgt aber, da Y 
von der Dimension r ist: r’= r. 

Um zu zeigen, daB rt nirgends entartet ist, kinnen wir Y = C* annehmen. 

Da Satz 29 namlich eine lokale Eigenschaft ausdriickt, diirfen wir X und Y 
als lokal-irreduzible, lokal-analytische Mengen in Zahlenriumen auffassen. 
Liegt etwa Y im C* in einerUmgebung des Nullpunktes, so kann man die 
Koordinaten z,,...,Zy 80 wahlen, daB die (N —r)-dimensionale analytische 
Ebene {z,= ---= z,= 0} mit Y in der Nahe von O nur den Punkt O gemein- 
sam hat. Dann gibt es aber nach Satz 3 einen Polyzylinder 

ZN = Zt x ZN-* = {\z,| < a,..., |z,| < a} x {|z,4,| < 5,..., ley] < 5}, 
so daB die Projektion 2 von Y ~ Z* in Z* nirgends entartet und vom Range r 
ist. a ist nach Satz 28 offen. Daher ist auch zor eine offene Abbildung 
vom Range r. Wei® man nun, da8 2 or nirgends entartet ist, so hat auch 
t:t71(¥ AZ) = Y diese Eigenschaft. 

Sei also rt: X > C’ eine offene Abbildung. t werde etwa durch die r in 
X holomorphen Funktionen 


z,= J, (x), ...,2%= f(z), z€xX 
erzeugt. Wir fiihren vollstandige Induktion nach r. Fir r= 1 ist die Be- 
hauptung richtig; denn die Fasern einer auf einem n-dimensionalen kom- 


plexen Raum X holomorphen, nicht konstanten Funktion sind stets rein 
(n — 1)-dimensional. 
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Der Satz sei fiir alle Rangzahlen, die kleiner oder gleich r — 1 sind, bereits 
bewiesen. Wir fiihren dann die Annahme, rt sei doch entartet, wie folgt zum 
Widerspruch. Es sei EZ die nichtleere Entartungsmenge von 1; es sei x, ¢ E 
irgendein Punkt. Durch die Gleichung /,(x) — /,(z,) = 0 wird in X eine rein 
(n — 1)-dimensionale analytische Menge F definiert ; denn /, ist wegen der Offen- 
heit von t nicht konstant. Mit (F*, ~) werde der rein (n — 1)-dimensionale (nicht 
notwendig zusammenhingende) komplexe Uberlagerungsraum von F be- 
zeichnet, t*= tO @ sei die durch t induzierte holomorphe Abbildung von F* 
in den C’. Man kann r* als holomorphe Abbildung in den C’~* auffassen, 
da F vermége t in die (r — 1)-dimensionale analytische Ebene HE’ -" : {z, — f, (29) 
= 0} des C’ abgebildet wird. r* : F*- C’-! ist eine offene Abbildung. Ist 
nimlich V eine offene Menge in F*, so kann die Menge t*(V*) folgender- 
maBen dargestellt werden: man wihle eine offene Menge-V in X mit o(V*) 
= Vr\F; das ist méglich, da @ offen ist®”). Dann gilt r*(V*) = 1(V) - 2"-*. 
Da rt offen ist, besteht t(V) nur aus inneren Punkten. Daher ist auch r* (V*) 
eine offene Menge in E*-! = Cr-!. 

Der Rang von t* : F*-> C’-! ist nach dem bereits bewiesenen (r — 1). Wir 
zeigen nun, daB es Punkte z*¢ F* gibt, in denen der Rang von t* héchstens 
(r — 2) ist. Die durch 2,¢ Z laufende Faser von rt ist nach Voraussetzung 
mindestens ((m — r) + 1)-dimensional. Da 1~'(r(2z,)) in F enthalten ist und 
die Fasern von @ stets aus endlich vielen Punkten bestehen, gibt es folglich 
auch mindestens (n — r + 1)-dimensionale Fasern von rt*. In Punkten auf 
solechen Fasern ist dann aber der Rang von t* héchstens gleich (n — 1) — 
—(n—r+1)=r-—-2. 

Wahlit man nun eine zusammenhingende Komponente Ff von F*, die 
Punkte besitzt, in denen der Rang von r* kleiner als (r — 1) ist, so ist algo 
t* : Ff + Cr- eine offene holomorphe Abbildung eines zusammenhingenden 
komplexen Raumes Ff in den C'-!, die entartet ist. Solehe Abbildungen 
existieren aber nach Induktionsvoraussetzung nicht. Also kann auch t : X > C* 
keine Entartungsstellen besitzen, w.z.b.w. 

Wenngleich eine holomorphe Abbildung tr: X — Y vom Range r in einen 
r-dimensionalen Raum Y nach Satz 29 nie offen ist, wenn die Entartungs- 
menge £ von t nicht leer ist, so ist es sehr wohl méglich, daB r(Z) nur aus 
inneren Punkten von 1(X) besteht. Abbildungen mit dieser Eigenschaft 
nennen wir nach H. Hopr [11] vollsténdige Abbildungen. Eine in [11], p. 134 
fiir vollstindige Abbildungen gemachte Aussage laBt sich wie folgt ver- 
allgemeinern : 

Eine holomorphe Abbildung t: X + Y vom Range r in einen r-dimensio- 
nalen komplexen Raum Y ist sicher dann vollstiindig, wenn ihre Entartungs- 
menge E kompakt ist und vermége t auf genau einen Punkt abgebildet wird. 

Der Beweis kann analog wie in [11] gefiihrt werden. Man wihlt eine offene 
Umgebung U von £, deren Hiille 0 kompakt ist und bestimmt weiter eine 
Umgebung V des Punktes y= t(Z) € ¥Y so, daB V-\1(U — U) leer ist. Setzt 


37) Die Offenheit von g kann leicht aus den Bedingungen der Definition 11 gefolgert 
werden. 
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man dann W = (V — y)7\t(U), so ist W eine abgeschlossene Menge in 
V — yo, da r(U) wegen der Kompaktheit von U abgeschlossen ist. W ist 
aber auch eine offene Menge in V — yp, denn offensichtlich gilt W = (V — y») ~ 
o\t(U — BE); und t(U — £) ist nach Satz 28 eine offene Menge in Y. Nun 
kann V — y, als zusammenhingend angenommen werden; da W nicht leer 
ist, ergibt sich insgesamt: W= V — yo. Also gilt V — y9¢1(X), d.h. y, ist 
innerer Punkt von 1(X). 

Die soeben bewiesene Aussage laBt sich wesentlich verschirfen. Es laBt 
sich namlich zeigen: 

Satz 30: Zine holomorphe Abbildung t:X-—-Y vom Range r in einen 
r-dimensionalen Raum Y ist vollstindig, wenn jede Faser t'(r(x)), x € E, eine 
kompakte zusammenhingende Komponente besitzt. 

Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden, von K. STEIN 
({18], Satz 4) unter Benutzung des Abbildungssatzes 23 bewiesenen 

Satz 30’: Hs sei t: XY eine holomorphe Abbildung vom Range r in 
einen r-dimensionalen Raum Y; es sei L eine kompakte zusammenhingende 
Komponente einer Faser t1(t(x)). Dann wird jede Umgebung von L vermége t 
auf eine Umgebung von r(x) € Y abgebildet. 

2. In § 2, Satz 12, wurde bewiesen, daB der Graph G, einer holomorphen 
Abbildung rt: X + Y eine analytische, lokal-irreduzible Menge in X x Y ist, 
deren Dimension im Punkte (z, t(x)) mit der Dimension von X in z iiberein- 
stimmt. Wir behaupten nun allgemein: 

Satz 31: Hine eindeutige Abbildung +t: X + Y eines zusammenhdngenden 
komplexen Raumes X in einen komplexen Raum Y ist genau dann eine holo- 
morphe Abbildung, wenn ihr Graph G, ein mit X gleichdimensionaler kom- 
plexer Unterraum von X x Y ist. 

Beweis: Wir haben lediglich zu zeigen, daB t holomorph ist, wenn der 
Graph G, die angegebene Eigenschaft hat. Die Projektionen p,: G, > X und 
q,: G, > Y von G, auf X und Y sind holomorphe Abbildungen. Da p, ein- 
eindeutig auf X abbildet, ist p, nach Satz 28 eine offene Abbildung. Folg- 
lich ist p>': X>G, stetig. Wegen t= q,0p;' ist somit auch Tr stetig. 
Auf Grund des Satzes von RIEMANN sowie des Satzes 8 geniigt es nun, die 
Holomorphie der Abbildung rt in allen uniformisierbaren Punkten von X zu 
beweisen. Sei 2, ein solcher Punkt, seien z,, ..., z, lokale komplexe Koordi- 
naten auf X in einer Umgebung U von 2p, die in x, simtlich verschwinden. 
Wir kénnen U so klein wihlen, daB r(U) im Trager V einer auf Y komplexen 
Karte (V, g) enthalten ist. Da g eine umkehrbar holomorphe Abbildung 
von V auf eine in einem Zahlenraum C* lokal-analytische Menge ist, brauchen 
wir nur die Holomorphie von got: U + C*% in z)¢ X zu beweisen, da daraus 
wegen t= g-'0(por) die Holomorphie von rt in 2, folgt. Sind w,,..., wy 
Koordinaten im C%, die in gOt(z») verschwinden, so wird die Abbildung 
got: U + C*% durch in U stetige Funktionen 





a= Fy (as « « 29 Rghr s > os Wy= Jy (2, . . «5 Be) 
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beschrieben; wir haben zu zeigen, daB diese Funktionen in z, simtlich holo- 
morph sind. 

Nach Voraussetzung ist der Graph G,., von got, der durch die Glei- 
chungen w,— f,(z,,...,%,)=0, v=1,...,N, definiert wird, in U x 0% 
eine rein n-dimensionale analytische Menge. Da die in U x C¥ analytische 
Ebene {z,= 0, ..., 2, = 0}, deren Codimension n ist, mit G,., nur den Null- 
punkt gemeinsam hat, gibt es nach Satz 3 einen Polyzylinder 


Z*x ZS : {\z,| << a,..., \z,| < a} x {|w,| < b,..., |wy| <b}, 2*cU, 
und Pseudopolynome 


sy 1 
0, (0,3 %,.--; z,)= wr + Dal (z,,...,%)°e, vo l,...,N, 
o=0 
mit in Z" holomorphen Koeffizienten a (z,, .: . , Zz), 80 daB G,,, \(Z" x Z*) 
in der durch die Gleichungen 


@, (3 2%,---, 2) = 0, .. ., Dy (Wy; %,-.-,%) =O 


in Z"x Z* definierten analytischen Menge enthalten ist. Folglich ist die 
stetige Funktion /,(z,,...,2,) eine Wurzel des Pseudopolynoms «,(w,; 
Sat oes z,) in Z",y=1,...,N. Daraus ergibt sich aber nach einem be- 
kannten Satz iiber die Wurzeln von Pseudopolynomen die Holomorphie von 
ee z) in Z", y= 1,..., N, w.z.b.w. 

Es fragt sich, ob die Holomorphie einer eindeutigen Abbildung t: X > Y 
nicht aus noch schwicheren Voraussetzungen iiber den Graphen G, als in 
Satz 29 gefolgert werden kann. In [7], Exp. XIV, wird (fiir komplexe Mannig- 
faltigkeiten) gezeigt, daB eine stetige Abbildung tr: X — Y genau dann holo- 
morph ist, wenn G, eine analytische Menge in X x Y ist. Die Forderung, 
daB G, mit X gleichdimensional sein soll, fallt also fort; dafiir wird aber die 
Stetigkeit von t als Zusatzvoraussetzung gestellt. Diese Aussage kann analog 
wie Satz 31 bewiesen werden. Wir beweisen noch: 

Satz 31’: Hine eindeutige Abbildung t: X > Y eines zusammenhiingenden 
komplexen Raumes X in einen komplexen Raum Y ist sicher dann eine holo- 
morphe Abbildung, wenn ihr Graph G, eine lokal-analytische Menge in X x Y 
ist, die im Punkte (x, t(x)) mindestens d,(X)-dimensional ist. 

Beweis: Es braucht nur gezeigt zu werden, daB 1 eine stetige Abbildung 
ist, da man dann genau wie im Beweise von Satz 29 weiterschlieBen kann. Es 
sei (G*, y) der zusammenhangende komplexe Uberlagerungsraum von G,. 
Die holomorphe Abbildung p,o y:G*—X ist als nirgends entartete Ab- 
bildung offen: denn G* ist mit X gleichdimensional. Die Abbildung g,0 y : G¥ > 
~ Y ist sicher stetig. Nun gilt r(W) = (p,c y) ((¢,0 y)7(W)) fiir jede Teil- 
menge W von Y; daraus folgt, daB die r-Urbilder offener Mengen sicher offen 
sind, w.z.b.w. : 

Auf die Dimensionsbedingung kann in Satz 31’ nicht verzichtet werden, 
wie das folgende Beispiel zeigt: es sei Y*® eine zusammenhingende, 

Math. Ann. 133 24 
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2-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, in der eine diskrete Punktmenge 
A von der Miachtigkeit des Kontinuums existiert®*); es sei 1: C?— Y? 
irgendeine eineindeutige Abbildung des Zahlenraumes C? auf A. Dann ist 
der Graph G, von t eine nulldimensionale analytische Menge in Y?, die aus 
kontinuierlich vielen irreduziblen Komponenten, nimlich den Punkten von A, 
besteht. 1 ist aber nicht holomorph**). 


3. Es ist ein bekannter und charakteristischer Satz der Funktionentheorie 
von mehreren Veranderlichen, daB ein System von n im Nullpunkt des C” 
holomorphen Funktionen 


welches in einer Umgebung von O umkehrbar ist, stets eine Umkehrung durch 
holomorphe Funktionen gestattet (vgl. [12], p. 149, auch [2]). Insbesondere 
verschwindet also die Funktionaldeterminante des Systems f,,..., f, im 
Nullpunkt nicht. Der angegebene Satz kann auch so formuliert werden, 
da8 die Umkehrabbildung einer holomorphen Abbildung einer komplexen 
Mannigfaltigkeit auf eine gleichdimensionale, komplexe Mannigfaltigkeit, falls 
sie tiberhaupt existiert, stets eine holomorphe Abbildung ist. In dieser Form 
ist der Satz auch fiir beliebige holomorphe Abbildungen von komplexen Riu- 
men ineinander giiltig; wir beweisen naimlich: 


Satz 32: Ist 1: X + Y eine eineindeutige holomorphe Abbildung eines zu- 
sammenhiingenden, n-dimensionalen komplexen Raumes X in einen n-dimen- 
stonalen komplexen Raum Y, so ist t(X) ein Gebiet in Y und die Umkehr- 
abbildung t+ : t(X) + X ist ebenfalls eine holomorphe Abbildung. 


Beweis: Die Menge 1(X) ist zusammenhingend, da X zusammenhingend 
ist. t(X) ist offen, da t nach Satz 28 eine offene Abbildung ist. Man kann 
also t auch als eineindeutige holomorphe Abbildung von X auf den komplexen 
Raum 1(X) auffassen. Nach Satz 31 ist der Graph G, von tr: X >1(X) ein 
n-dimensionaler abgeschlossener komplexer Unterraum von X x 1(X). Da 


%) Solche komplexen Mannigfaltigkeiten existieren, wie H. Horr [11] und E. Caran 
u. M. Rosenticnt: Complex analytic manifolds without countable base; Proc. Amer. 
Math. Soc. 4, 335—340 (1953) gezeigt haben. 


381) Man kann weiter zeigen: 

Eine eindeutige Abbildung t: X — Y eines zusammenhdngenden komplexen Raumes X 
mit abzihlbarer Topologie in einen komplexen Raum Y mit abzihlbarer Topologie ist holo- 
morph, wenn ihr Graph G, eine irreduzible analytische Menge in X x Y ist. 

Man braucht nur die Ungleichung d(@,) > d(X) zu beweisen. Da G, eine abzahlbare 
Topologie besitzt, ergibt sich dieselbe unmittelbar aus folgender Aussage: 

Ist x: A —> B eine holomorphe Abbildung eines zusammenhdingenden komplexen Rau- 
mes A mit abzihlbarer Topologie auf einen komplexen Raum B, so gilt: d(A) => d(B). 

Dieser Satz ist ein Spezialfall eines allgemeinen Dimensionssatzes; vgl. hierzu die 


demnichst von K. Stern und Verf. erscheinende Arbeit: ,,Eigentliche holomorphe Ab- 
bildungen“. 
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t+:7(X)+X in r(X)x X denselben Graphen besitzt, ist also auch 1t— 
nach Satz 31 eine holomorphe Abbildung, w.z.b.w.**) 

Es mége zum AbschluB dieses Paragraphen noch eine weitere Anwendung 
der Siatze 23 und 31’ gegeben werden. Von K. Stern (vgl. [18], Zusatz zu 
Satz 2) wurde bewiesen: 

Es sei t:X-—+>Y _ eine eigentliche holomorphe Abbildung eines zu- 

enhiingenden komplexen Raumes X auf einen komplexen Raum Y. Ist 
dann o: Y +Z eine stetige Abbildung von Y in einen weiteren komplexen 
Raum Z, derart, daB aor: X +Z eine holomorphe Abbildung von X in Z ist, 
so ist o eine holomorphe Abbildung von Y in Z. 

Wir geben im folgenden einen einfachen Beweis fiir diesen Satz. Wir 
zeigen sogar: die gemachte Aussage ist auch dann richtig, wenn man o nicht als 
stetig voraussetzt. 

Zum Beweise betrachten wir die Produktabbildung t x (got): X > YxZ 
von X in Y xZ. Dieselbe ist holomorph, da ihre Komponenten holomorph: 
sind. t x (o OT) ist sogar eigentlich, da die erste Komponente rt eigentlich ist. 
Nach Satz 23 ist t x (¢ OT) (X) eine mindestens d(Y)-dimensionale analytische 
Menge in Y x Z; denn es gilt: r, , (¢01)(X) > 7,(X) =d(Y). Nun stimmt, da 
t eine Abbildung auf Y ist, t x (aor) (X) mit dem Graphen G, der Ab- 
bildung o : Y + Ziiberein. Aus Satz 31’ ergibt sich dann aber die Holomorphie 
der Abbildung a: Y > Z, w.z.b.w. 





§ 6. Meromorphe Abbildungen komplexer Riume 


1. Alle in diesen Paragraphen auftretenden komplexen Riéume seien zu- 
sammenhaingend. Sind /,,..., fm holomorphe Funktionen in einem kom- 
plexen Raum X, so wird durch die Gleichungen 


z,= f,(z),..., zn= f(z), zEeX, 


eine holomorphe Abbildung rt: X + C™ von X in den Raum C™ der m kom- 
plexen Verianderlichen z,,.. ., z,, erzeugt. Es ist trivial, daB iiberhaupt jede 
holomorphe Abbildung +: X-—C™ durch in X holomorphe Funktionen 
fie. + +> fm erzeugt wird. 

Sind die Funktionen /,,...,/,, meromorph in X, hat jedoch kein /,, eine 
Unbestimmtheitsstelle, so kann man auch jetzt den Funktionen eine holo- 
morphe Abbildung zuordnen, deren Bildraum allerdings nicht mehr der 
Zahlenraum C™, sondern der Osgoodsche Raum C™ ist. Bezeichnet nimlich P 
die Vereinigung der Polstellenmengen der Funktionen f,,...,/,,, 80 ist die 
holomorphe Abbildung t: X — P + C™ wohldefiniert. FaBt man rt als holo- 
morphe Abbildung in den Osgoodschen Raum C™ auf, so kann t holomorph 


%) Offensichtlich kann man analog beweisen: Ist r: X — Y eine eineindeutige eigent- 
liche holomorphe Abbildung, so ist t(X) ein abgeschlossener komplexer Unterraum von Y 
und die Umkehrabbildung t-*: t(X) — X ist ebenfalls holomorph. — Diese Aussage wird 
falsch, wenn man Tf nur als eineindeutig und holomorph und 1(X) als irreduzible analytische 
Menge in Y voraussetzt; vgl. FuBnote 31). Man beachte, daB im Beweis von Satz 32 
nicht die Giiltigkeit dieses Satzes fiir komplexe Mannigfaltigkeiten unterstellt ist. Der 
bekannte Satz wird also insbesondere mitbewiesen. 

24* 
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in die Punkte von P fortgesetzt werden. In einem Punkt 2,¢ P, der etwa 


ein Pol der Funktionen f,, . . ., {,, & < m, ist, wihrend f,,,, ..., f» dort holo- 
morph sind, hat man nur zu setzen: 
T (Xp) = (00, --- , ©, fie ga (Xo), - - - + fm (0) » 


wobei co jeweils der Nordpol der entsprechenden Zahlenkugel P! sei. Als- 


dann ist eine holomorphe Abbildung t von ganz X in C™ definiert, denn in 
einer Umgebung U von 2, wird t durch die Funktionen 

2 = f(a), «5 te fel)“, Ze sa = fesa(2), --- m= fm(z), EU, 
beschrieben, wo z,= z>',x=1,..., k, 2,,p=8+1,..., m, Ortsuniformi- 
sierende in t(2,) und die Funktionen f;',. . . , fies tesa ~~ -+ fm holomorph in 2, 
sind (die ersten k Funktionen verschwinden in z,). Wir nennen tr: X + C™ 
wieder die von den Funktionen /,,...,/,, erzeugte holomorphe Abbildung. 

Wir merken sofort an: 

Jede holomorphe Abbildung +: X +C™ wird durch m in X meromorphe 
Funktionen f,,..., fm, von denen keine Unbestimmtheitsstellen besitzt, erzeugt 
(hierbei wird f = co als meromorphe Funktion zugelassen! ). 

In der Tat! Die t erzeugenden meromorphen Funktionen /,, .. . , fm sind 
durch die Gleichung 

t(z) = (f,(z),..-, fm(z)), EX, 
definiert. Alle Funktionen sind im strengen Sinne meromorph, wenn das 
t-Urbild der m unendlich fernen Ebenen des C™ von X verschieden ist; im 
anderen Falle sind gewisse der /,,, evtl. alle, identisch unendlich. 

2. Haben einige der gegebenen meromorphen Funktionen /,,. . . , f, Un- 
bestimmtheitsstellen, so kann man ihnen nicht mehr eine holomorphe Ab- 
bildung zuordnen, da die auBerhalb der Unbestimmtheitsstellen definierte 
Abbildung nicht eindeutig in diese Punkte fortgesetzt werden kann. Man 
kann jedoch auch jetzt noch in sinnvoller Weise eine ,,Abbildung von X in 
den C™ < erkliren, wenn man zulaBt, daB den Unbestimmtheitsstellen mehr- 
punktige Mengen entsprechen diirfen. 

Wir gehen wie folgt vor. Bezeichnet N die Vereinigung der Unbestimmt- 
heitsmengen der Funktionen /,, . . . , f,, 80 ist die Abbildung tr: X — NC 
bereits definiert. Als Bildmenge 1t(z,) eines Punktes z,¢ N werde nun die 
Gesamtheit aller Punkte 4 ¢ C™ erklart, zu denen es eine gegen x, konver- 
gierende Punktfolge z,¢ X — N gibt, derart, daB r(x.) gegen 4 ¢C™ kon- 
vergiert**). Man sieht unmittelbar, daB t(2z,) abgeschlossen und daher kom- 
pakt ist; iiberdies ist t(z) nie leer. 

Die so erklarte Abbildung +t: X > C* mége bereits jetzt die von den 
f,,..-,f, erzeugte meromorphe Abbildung genannt werden. Solche mero- 
morphe Abbildungen haben mit den holomorphen Abbildungen die folgende 
grundlegende Eigenschaft gemeinsam. 


*°) Das laBt sich auch so ausdriicken, wenn mit U(z,,N) der Spurenfilter des Um- 
gebungsfilters von x, auf X — N bezeichnet wird: Ein Punkt 4 € C™ gehért genau dann 
zur Menge t(x,), wenn er ein Berithrungspunkt des Bildfilters t(U(2,.N)) ist. 
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Satz 33: Ist tr: X-+C™ eine von in X meromorphen Funktionen |,,...,fm 
erzeugte meromorphe Abbildung, so ist ihr Graph G,, das ist die Menge aller 
Punkte (x, 4)¢X xO™ mit 4¢ +(x), ein zusammenhiingender mit X gleich- 
dimensionaler abgeschlossener komplexer Unterraum von X x O™. 

Beweis: Man sieht leicht ein, daB G, eine abgeschlossene Menge in X x 0 
ist. Uberdies ist G, - ((X —_N) xC™) eine lob al-irreduzible, zusammenhingende 
analytische Menge in (X — N) xO™, da r: X — N +O eine holomorphe Ab- 
bildung ist. Sei nun (29, 49) ein Punkt von G, mit 2) ¢ N ; man darf annehmen, daB 
jo ein endlicher Punkt des C™ ist (falls naimlich die yu-te Koordinate von 49 
unendlich ist, ersetze man z, durch z,= z,'). Haben die Funktionen /,(2) 
in einer Umgebung U von az, die Darstellungen /,,(z) = p,(z) -q,(z)-', 
w= 1,...,m, mit in U holomorphen Funktionen p,(z), ¢,(2), 80 betrachten 
wir in U x O™ die durch die Gleichungen 


Gi (©) * 2 — Py (Z) = 9, . . «5 P(X) * 2m — Pm(%) = O 
definierte analytische Menge G*. In (U— N) x C™ stimmt G* mit der dort 
irreduziblen analytischen Menge G, > ((U — N x C™) iiberein. Es gibt dann 
auch eine in U «C™ irreduzible Komponente G von G*, die in (U — N) x O™ 
mit G,-\((U — N) x ©) iibereinstimmt. Wir behaupten: G = G,(U « 0). 

Sei zunichst (2, 3) € G@,0(U x @™), x € N. Nach Definition von 1 gibt es 
eine gegen x konvergierende Folge z,¢ X — N, so daB r(z,) gegen 4 konver- 
giert. Da (z,, t(2z,)) €G,\((U — N) x O™) = @n((U — N) x €™), gilt also 
(x,, t(x,)) €G. Wegen der Abgeschlossenheit von G in U x O™ folgt daraus 
(x, 3) < G@. Sei umgekehrt (z, 3) ¢ G, 2¢ N. Da G nicht in der analytischen 
Menge (U\N) x C™ enthalten ist, gibt es eine Punktfolge (z,, 3,) «@— 
—~ Ga ((U AN) x O™), die gegen (x, 4) konvergiert"). Da x, nicht zu N ge- 
hort, gilt (2,, 4,) € G,, d. h. 3,= t(z,). Daraus folgt aber nach Definition von 7 
in den Punkten von N : 4 € t(x), d. h. (x, 4) € G,. 

Der Graph G, von tr: X + C™ ist somit in der Tat eine mit X gleichdi- 
mensionale analytische Menge in X x C™. G, ist irreduzibel im Punkte (5, 49). 
Denn in jeder Umgebung W (2, 49) = U(x») x V (4o) ist G, irreduzibel, da stets 
eine irreduzible Komponente von @G* -\ W (2p, 49) in (U (a) — N) x V (jo) mit 
G,(U (x) — N) x V (49) tibereinstimmt. Somit ist G, lokal-irreduzibel; da 
G, tiberdies zusammenhingend ist, ist also Satz 33 bewiesen. 

Als Folgerung aus dem Beweis von Satz 33 sei noch angemerkt: G, ist die 
abgeschlossene Hiille von G,-\((X — N) x O™) in X x O™. 

Der Graph G, einer durch meromorphe Funktionen /,,. . . , fm erzeugten 
meromorphen Abbildung +t: X > C™ kann nach Satz 33 selbst als ein zu- 
sammenhingender komplexer Raum aufgefaBt werden; er mége mit ‘X be- 
zeichnet werden. Die Projektion 2 :'X — X ist eine holomorphe Abbildung 
von ‘X auf X, die genau auBerhalb der in ‘X analytischen Menge 2~'(N) 
='N + 'X eineindeutig ist. Das Quintupel ('‘X, ‘N, 2, N, X) bildet daher eine 

“1) Hier benutzen wir einen Speaialfall des sog. Rittschen Lemmas, welches folgendes 
aussagt (vgl. auch [14], p. 416): Bs seien M, M’ analytische Mengen in einem komplexen 
Raum X; keine der irreduziblen Komponenten von M’ sei in M enthalten. Dann ist jeder 
Punkt von M (\ M’ Héufungspunkt von Punkten von M’, die nicht zu M gehdren. 
24a 
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stetige wesentliche Modifikation von X in der Unbestimmtheitsmenge N im 
Sinne von [10] (Def. 4, Satz 2). Die Abbildung 2 ist sogar eigentlich, denn 
das Urbild 2-!(K) jeder in X kompakten Menge K ist abgeschlossen im kom- 
pakten Raum K x C™ und daher selbst kompakt. 2 induziert daher nach den 
Resultaten aus [10] einen Isomorphismus 2* des Kérpers K(X) der in X 
meromorphen Funktionen auf den Kérper K('X) der in ‘X meromorphen 
Funktionen (es gilt: 2*(f)= fom). Offenbar wird die Projektion ‘rt :'X — 
+ ©™ von 'X in C™ gerade von den in ‘X meromorphen Funktionen 2* (f,,) 
=f, erzeugt, «= 1,...,m. Da ‘t eine holomorphe Abbildung ist, hat keine 
der Funktionen ‘/,,...,‘/,, eime Unbestimmtheitsstelle. Die Singularititen 
2. Art von endlich vielen meromorphen Funktionen lassen sich daher durch 
eigentliche Modifikationen in der Unbestimmtheitsmenge beseitigen. Diesen Tat- 
bestand formulieren wir in etwas genauer Form als 

Satz 34: In einem komplexen Raum X seien endlich viele meromorphe 
Funktionen f,,..., fm gegeben; es sei N die Vereinigung der Unbestimmtheits- 
mengen dieser Funktionen. 

Dann gibt es (bis auf analytische Isomorphie) genau eine eigentliche wesent- 
liche Modifikation ('X,'N, 2, N, X) von X in N, so da folgendes gilt: 

1) Die in 'X meromorphen Funktionen 'f,,= 2*(f,), ~= 1,...,m, haben 
keine Unbestimmtheitsstellen in 'X. 

2) Ist (X, N, x, N, X) eine beliebige eigentliche Modifikation von X in N, 
die ebenfalls die Bedingung 1) erfiillt, so gibt es eine holomorphe Abbildung 7 
von X auf 'X, so dag (X,N,4,"N,'X), "N= A(N), eine eigentliche Modi- 
fikation von 'X in N C'N ist, dabei gilt: x = 20d. 

Der Raum 'X stimmt mit dem Graphen der durch die Funktionen f,,.. . , Us 
erzeugten meromorphen Abbildung t : X + C™iiberein. Die Funktionen 'f,. . . .. fim 
erzeugen eine holomorphe Abbildung ‘t :'X > C™, und es gilt: 


‘c=tom auf ‘X —'N, r,('X)=17,(X — N), t(X — N)c'r(‘X)ct(X—-Q). 


Beweis: Es bezeichne ‘X den Graphen G, der von den Funktionen f,,..., a 
erzeugten meromorphen Abbildung 1: X -C™, also die Menge der Punkte 
(x, 4) € X xO™ mit 4 € r(x). Es wurde bereits gezeigt, daB fiir die eigentliche 
wesentliche Modifikation ('X,’N,2,N,X), 'N=2"(N), die Aussage 1) 
richtig ist. Sei nun (X, N, x, N, X) eine weitere eigentliche Modifikation 
von Xin N, derart, daB die in X meromorphen Funktionen i, = f,0% keine 
Unbestimmtheitsstellen in X haben. Dann erzeugen dieselben eine holo- 
morphe Abbildung 7: X + 0; auf X—N gilt: T= 102. Wir betrachten die 
holomorphe Abbildung 4= % 7 von X in X xO. Wir zeigen, daB 2 eine 
Abbildung auf G,= ‘X ist. Zunichst ist 4 eine eigentliche Abbildung, da x 
eigentlich ist. Daher ist a(x ) eine irreduzible analytische Menge in X x C™. Da 
offensichtlich aX _N )c’X und 4 auf X-—wN eineindeutig ist, folgt 
a(x )='X. Aus der Definition von / folgt direkt: 7= 204. Daraus ergibt 
sich, daB 4 die Menge N auf eine analytische Menge ’N c'N abbildet. 
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Insgesamt sieht man, daB (X _N,a;""N, 'X) eine eigentliche Modifikation von 
‘X in 'N ist. Damit ist die Aussage 2) bewiesen. 

Um einzusehen, daB die Modifikation (‘X,'N, 2, N, X) durch 1) und 2) bis 
auf analytische Isomorphie eindeutig bestimmt ist, sei (*X,*N,*2, N, X) eine 
weitere solche Modifikation. Nach 2) gibt es dann holomorphe Abbildungen */ 
von *X auf ’X bzw.’A von 'X auf *X, mit *2 = 20 */ bzw. a = *20'/. Daraus 
folgt, da 2-!0 *z eine umkehrbar holomorphe Abbildung von *X—*N auf 
‘X —'N ist, daB ‘A0*/ auf *X —*N die Identitaét ist. Dann aber ist 'A die 
Umkehrabbildung von *A, daher sind *X und 'X vermége */ analytisch 
isomorph. 

Wir betrachten nun die durch die Funktionen ‘f,,... , '/,, erzeugte holo- 
morphe Abbildung ‘t von ‘X in den C™ naher. Natiirlich gilt: ‘tr = roa auf 
‘'X —'N. Da die Gleichung r,('X)=1r,('X —’N) nach Satz 18 statthatt 
und ‘rt auf ‘X—'N denselben Rang hat wie rt auf X — N, so folgt weiter: 
r,(X — N)=r,('X). 

Die Inklusion 1(X — N) c 'r('X —'N) ist trivial. Um ‘r('X) c t(X—N) 
zu beweisen, sei ‘x €’X ein beliebiger Punkt. Gehért ‘x nicht zu ‘N, so liegt 
‘t('x) sogar in t(X — N). Gilt aber ‘x €'N, so sei ‘x,¢’'X —'N eine gegen 'N 
konvergierende Punktfolge. Da ‘t(‘x,) ¢t(X — N) und ‘r(‘x) = lim'r(‘z,), 
so folgt ‘r('x) € r(X—N). — Damit ist Satz 34 vollstiindig bewiesen. 

Anmerkung: Offensichtlich gilt sogar ‘t('X)= 7t(X—N), wenn X kom- 
pakt ist. Dann ist nimlich auch ‘X kompakt und also ‘r(’X) abgeschlossen. 

Satz34 kann bei Beweisen von Abhiangigkeitssitzen fiir meromorphe 
Funktionen benutzt werden, um die durch die Existenz der Unbestimmtheits- 
stellen bedingten Schwierigkeiten zu eliminieren. In diesem Sinne ist der 
Satz vom Verf. bereits in [15] herangezogen worden. 

3. Wir fiihren nun den Begriff der meromorphen Abbildung axiomatisch 
ein *), 

Def. 15 (Meromorphe Abbildung): Eine Abbildung t: X + Y eines kom- 
plexen Raumes X in einen komplexen Raum Y heiBt eine meromorphe Ab- 
bildung, wenn folgendes gilt: 

a) Jedem Punkt x ¢ X ist eine nichtleere kompakte Menge t(x)C Y zuge- 
ordnet. 

b) Der Graph G, von t — d.h. die Gesamtheit aller Punkte (x, y) « X x Y 
mit y€t(x) — ist ein zusammenhingender mit X gleichdimensionaler komplexer 
Unterraum von X x Y. 

c) Es gibt eine dichte Menge X* in X, so da fiir jeden Punkt x ¢ X* die 
Menge t(x) einpunktig ist. 


#2) Von W. Sroxt [20] wurde ebenfalls der Begriff der meromorphen Abbildung ein- 
gefiihrt. Die Stollsche Begriffsbildung geht indessen von ganzlich anderen Gesichts- 
punkten aus. Jede meromorphe Abbildung im Sinne der hier gegebenen Definition 
ist auch meromorph im Sinne von Stott. In wichtigen Fallen gilt nach einer miind- 
lichen Mitteilung von Herrn Stroy auch die Umkehrung. 








368 REINHOLD REMMERT: 

Es wurde bereits gezeigt, daB endlich viele in einem komplexen Raum X 
meromorphe Funktionen stets eine meromorphe Abbildung im Sinne dieser 
Definition von X in den C™ erzeugen. 


Wir bemerken sofort: 

Ist t: X + Y eine meromorphe Abbildung, so ist die Menge r(x) fiir jeden 
Punkt x ¢ X eine kompakte analytische Menge in Y. Ist insbesondere Y ein 
mehrfach-projektiver Raum, so ist t(2) stets eine algebraische Menge. 


Die Aussage ist trivial, denn (x x Y)G, ist eine analytische Menge in 
X x Y. Diese Menge kann als Menge in Y aufgefaBt werden, wo sie mit t(z) 
iibereinstimmt. Fiir mehrfach-projektive Bildraume folgt die Behauptung 
aus dem Satz von CHow**). 

Ist t: X - Y eine meromorphe Abbildung, so ist die Projektion 2: G,—> X 
eine holomorphe Abbildung auf X, die nach Definition auBerhalb der Menge 
a1 (X*) CG, eineindeutig ist. Wir behaupten nun: 

Die Abbildung x ist auBerhalb ihrer Entartungsmenge E eineindeutig. 

Wire x:G,— E-X nicht eineindeutig, so gibe es zwei verschiedene 
Punkte ‘z,,‘x,¢ G,— E mit 2('x,)= a('x,)= x. Da a in G, — E eine offene 
Abbildung ist, gibt es punktfremde Umgebungen U(‘z,) und U('z,) sowie 
eine Umgebung U (x), derart, daB jeder Punkt aus U (x) Bild wenigstens eines 
Punktes aus U ('x,) und U(‘z,) ist. Da X* dicht in X liegt, giibe es also auch 
einen Punkt x* ¢ U(x) X* mit dieser Eigenschaft. Das ist aber nicht még- 
lich, da jeder Punkt aus X* nach Definition genau ein 2-Urbild hat. Also 
ist 7 — wie behauptet — auBerhalb £ eineindeutig. 


Der Rang von z ist n, wenn X ein n-dimensionaler Raum ist. Dies ergibt 
sich aus der Tatsache, daB a auBerhalb E eineindeutig und offen ist. Wir 
behaupten weiter: 

x ist eine eigentliche Abbildung. 

Da 2(G,) = X, so geniigt es zu zeigen, daB jeder Punkt x ¢ X eine kom- 
pakte Umgebung U besitzt, deren Urbild t-*(U) kompakt in G, ist. Die 
Faser 2~!(x) ist nach Voraussetzung kompakt; ist daher V irgendeine Um- 
gebung von z~"(z), so ist 2(V)= W nach Satz 30’ eine Umgebung von z. 
K6nnen wir nun eine kompakte Umgebung U von zx angeben, so daB 2—(U) 
in V enthalten ist, so ist auch 2(U) kompakt, wenn man V als relativ- 
kompakte Menge wihlt. Gibe es keine solche Umgebung U, so kénnte man 
eine Punktfolge y,<« G,—V finden, derart, daB 2(y,) = x, gegen x konvergiert. 
Offensichtlich darf y,¢ H angenommen werden; andernfalls ersetze man y, 
durch einen hinreichend nahe bei y, liegenden Punkt y,¢ G,— (ZV). Wird 
y, so gewahlt, so folgt wegen der Eineindeutigkeit von a in G,— EZ, daB y, 
der einzige Punkt der Menge 2~'(z,) ist. Da aber 1(V)= W und fast alle z, 


*3) Die vorstehende Aussage wurde fiir meromorphe Abbildungen in einen mehrfach- 
projektiven Raum auch von W. Tur [21] bewiesen. Der Thimmsche Beweis ist kom- 
pliziert, da der Satz von Cuow nicht herangezogen wird. 
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zu W gehéren, miissen alsdann auch-fast alle y, zu V gehéren im Widerspruch 
zur Annahme, q.e.d.**) 

Es folgt nun weiter nach Satz 26, daB 2(H£) = N eine héchstens (n — 2)- 
dimensionale analytische Menge in X ist. Eine meromorphe Abbildung t: X > Y 
eines n-dimensionalen komplexen Raumes X in einen beliebigen komplexen 
Raum Y ist also stets auBerhalb einer héchstens (n — 2)-dimensionalen analyti- 
schen Menge N eindeutig; wir nennen N die Singularititenmenge vont. 
t: X — N- ¥ ist eine holomorphe Abbildung. Bezeichnet ‘t die Projektion 
von @, in Y, so ist ‘t offenbar eine holomorphe Abbildung von G, in Y, fir 
die gilt: ‘t('x) = rom('x), falls ’x ¢ G,— E. 

Die Singularitétenmenge N der meromorphen Abbildung t entspricht 
offenbar der friiheren Unbestimmtheitsmenge der meromorphen Funktionen 
fy, ---+f- Analog wie bei meromorphen Funktionen kénnen auch jetzt diese 
Singularitaéten durch eine eigentliche Modifikation des Raumes X in der 
Menge N beseitigt werden. Es gilt nimlich wiederum der folgende Existenz- 
und Einzigkeitssatz : 

Satz 34’: Es sei t: X - Y eine meromorphe Abbildung; es sei N die Sin- 
gularitéitenmenge von t. Dann gibt es (bis auf analytische Isomorphie) genau 
eine eigentliche wesentliche Modifikation ('X,'N,2,.N, X) von X in N, so dag 
folgendes gilt: 

1) Es gibt eine holomorphe Abbildung 't:'X + Y, so dap auf ' X—'N gilt: 
‘T= TON. 

2) Ist (X, N, x, N, X) eine weitere eigentliche Modifikation von X in N, die 


der Bedingung 1) geniigt, so gibt es eine holomorphe Abbildung 1: X +'X, so 
dap (X, N, 4,’’N,'X), "N = A(N), eine eigentliche Modifikation von 'X in 
"N C'N ist, dabei gilt: a= 20A. 

Der Raum 'X stimmt mit dem Graphen G, der meromorphen Abbildung 
t:X-— ¥Y iiberein; 'N ist die Entartungsmenge der Projektion x von G, auf X. 
Es gilt: 

r('X) = 1,(X — N), t(X — N)c't('X)Ct(X—D). 


Der Satz wurde z.T. bereits im vorstehenden bewiesen, die noch aus- 
stehenden Aussagen sieht man analog wie im Beweise von Satz 34 ein. 

Durch Satz 34’ wird das Studium der meromorphen Abbildungen weit- 
gehend auf das Studium holomorpher Abbildungen reduziert. So ergibt sich 
z. B. unmittelbar: 

Ist t: X + Y eine meromorphe Abbildung auf Y, so induziert t einen natiir- 
lichen Isomorphismus t* des Ringes I(Y) der in Y holomorphen Funktionen 
in den Ring I(X) der in X holomorphen Funktionen. t* ist zu einem Korper- 
isomorphismus t* von K(Y) in K(X) fortsetzbar. 

*4) Wir haben im vorstehenden offenbar insbesondere folgenden Satz bewiesen: 
Ist ((X,’N, 1, N, X) irgendeine stetige Modifikation, derart, daB t eine Abbildung auf X 
ist und die Fasern von t simtlich kompakt sind, so ist (‘X,’N,1, N, X) eine eigentliche 
Modifikation. — Den Beweis dieses Satzes kénnte man auch auf folgende Aussage stiitzen 
(vgl. [18], Satz 6): Eine holomorphe Abbildung t: X + Y auf Y ist eigentlich, wenn jede 
Faser t~*(r(x)), x € X, kompakt und zusammenhédngend ist. 
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In der Tat! Ist f eine in Y holomorphe bzw. meromorphe Funktion, so ist 
fo’r in ‘X holomorph bzw. meromorph, da ‘t:’X - Y eine holomorphe Ab- 
bildung auf Y ist. Da a:'X > X eine eigentliche Modifikationsabbildung ist, 
ist weiter t* (f) = (f0’t)Om~ eine in X holomorphe bzw. meromorphe Funktion. 

Weiter kann man Satz 34’ heranziehen, um Aussagen iiber die Bildmenge 
t(X) — darunter werde die Menge aller Punkte y € Y verstanden, zu denen 
es ein x € X mit y € r(x) gibt — zu beweisen. Es gilt naimlich 1(X) = 'r('X); 
daher lassen sich insbesondere die Abbildungssitze des § 4 mutatis mutan- 
dis auf meromorphe Abbildurigen iibertragen. Wir verzichten auf die exakte 
Durchfiihrung. 

Es sei abschlieBend bemerkt, daB die meromorphen Abbildungen in einen 
Osgoodschen Raum genau die von endlich vielen meromorphen Funktionen 
erzeugten Abbildungen sind (wenn man wieder / = co als meromorphe Funktion 
auffaBt). Ist nimlich +: X +C™ eine vorgegebene meromorphe Abbildung, 
so wird zunichst ‘rt :'X - C™ von solchen meromorphen Funktionen erzeugt 
(die tiberdies keine Unbestimmtheitsstellen haben).- Ubertrigt man die ‘rt 
erzeugenden Funktionen vermége a nach X, so erhalt man genau die Tt er- 
zeugenden meromorphen Funktionen. 
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Uber das harmonische Mittel der Teiler einer 
natiirlichen Zahl 


Von 


Hans-Joacutm KANOLp in Braunschweig 


Das harmonische Mittel H(n) der Teiler einer natiirlichen Zahl n wurde 
von O. Ore [4] und M. Garcia [1] untersucht. P. Lasorpe [3] zeigte einen 
einfachen Zusammenhang zwischen H(n) und den geraden vollkommenen 
Zahlen auf. Wir wollen diese Untersuchungen sowohl in methodischer Hin- 
sicht als auch den Ergebnissen nach erginzen. 


§1 
Zuerst wollen wir einige einfache Formeln und Abschatzungen zusammen- 
stellen. Die Definition von H(n) wird gegeben durch 








(1) Hey ~ wy 2a 
wobei 

(2) t(n)= 1 

st. Wir bezeichnen wie iiblich ” 

(3) a(n) = ~ d 

und erhalten ‘ 

(4) H(n) = aoe 


H(n) ist eine multiplikative Funktion, weil fiir (n,,,.)= 1 stets H(n,m,) 
= H(n,) H(n,) gilt. Sei nun 


k 
(5) a= I Pe 
die Primpotenzzerlegung von n. Dann bekommen wir 
+1 on 
(6) H (ppp = Mt at oh. 
TS + wny oe! 
also 
(7) H(1)=1, H(n)> 4, 
wenn » > 1. Aus (6) ergibt sich die einfache Abschatzung 
(8) H (py + ppt) > k 
fir k > 2 Fad jedes in der Gestalt (5) vorliegende n > 1 gilt 
k k 
(9) H (n) I Pet < J] (a,+ 1)=1(n) < H(n) pwr ; H(n) <t(n). 
x=1 x=] ** 
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§2 

Wir beweisen jetzt den 

Satz 1. Es gibt héchstens endlich viele natiirliche Zahlen n, die die Gleichung 
H \n) = c bei beliebig vorgegebener Konstante c erfiillen. 

Beweis. Sei c eine gegebene rationale Zahl. Dann ist nach (8) fiir alle n, 
die H(n) = c erfiillen, die Anzahl k& ihrer verschiedenen Primteiler nach oben 
beschrankt. Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daB bei festem k die An- 
zahl der n mit H(n) = c endlich ist. Wir fiihren den Beweis indirekt. Wir 
nehmen an, es gabe unendlich viele verschiedene n,, welche 


k 
(10) H(n.)= ¢: no= J] pre (o= 1, 2,3, ...) 
x=1 
mit festem k erfiillen. Aus (10) folgt 
k 
(11) IT H (pen) = c; H (peer) sc. 
x=1 
Nun ist nach (6) 
+1 
(12) <e— < H(pig") <c. 


Die Exponenten «,, kénnen also nur endlich viele verschiedene Werte an- 
nehmen. Wir kénnen uns aus der Folge {n,} eine geeignete Teilfolge derart 
ausgewahlt denken, daB fiir sie 


(13) on = ty 
firx=1,..., k von @ nicht mehr abhingt. Ferner kénnen wir uns die Teil- 
folge gleich so gewahlt denken, daB auch 
(14) H (pyx) > h, 
firx=1,..., k und 0 = 1, 2,3, ... gilt. Dann wird mit 
(15) H (pix) = hy + €ox 
k k 
(16) c= J] (hy + &ox)= TT hy; 0= 1,2,3,... 58,70. 
x=1 x=1 
Wir wollen jetzt die Differenz 
(17) d= H(q*) — H(p*), 


worin « eine feste natiirliche Zahl und p und g Primzahlen bedeuten sollen, 
welche 


(18) pP<4q 
erfiillen, nach unten abschitzen. Es ist 
i cen l = l 


Nun gelten die Ungleichungen 

et ae qz—1 1 
9 Fane > P } feel 
ll Pores Pee ees ge! 
Damit erhalten wir 


(21) 


2 < p, so ist g> p+ 1 und 
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P+1 q~ (p+1)(p+2) 


onl 


: 1 
q> 3, 80 ist — 
H(3) — H(2) = - 
und fiir « > 1 


d= H(3*) — H(2*) = 


1 


Weil H (n) eine multiplikative Funktion ist, gilt 
H(n) = H(n®) H(n?). 
Es sei jetzt n® fest gegeben. Damit ist auch 


i 
Ay(x)= 0 (.3 9(2)) ; 
Es existiert nun mindestens ein n?, zu dem es g(x) verschiedene n?, 9 = 1, . . . 
g(x) gibt, so daB 
H(n?)- H (n?) = Z, 
eine ganze Zahl ist. Sei 


NF = Por Per: - - Peagi Per < Per <*** 





dann also auch pc; H(p*)>h=a+1; e= H(p*)—h <0. Ist p= 2, 


; . Ist p= 2, q= 3, so ist fir «= 1 


2 
> 

- 

‘ 


Aus dem Vorangehenden ist ersichtlich, daB die Gleichung (16) einen Wider- 
spruch darstellt. Somit ist (10) hinfallig und der Satz 1 bewiesen. 


Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die H(n) eine 
ganze Zahl ist, mit 9. Es gilt der 
Satz 2. Ist Ay(x) die Anzahl der n€ 9, n< x, 80 gilt 


fiir jedes vorgegebene ¢ > 0. 


Beweis. Wir fiihren die folgende Bezeichnungsweise ein (vgl. [2]): Ist n 
in der Gestalt (5) gegeben, so wollen wir unter 


die Teiler von n verstehen, die genau aus dem Produkt aller p2* mit «, => 2 
bzw. «a, = 1 bestehen. Es ist dann 


n= nF- nb == [] pe: [T py; (n®, n*)=1. 


eindeutig bestimmt. Wir betrachten die n = n? - n2 ¢ 9, n < x. Die Zuordnung 
n?—» n sei maximal g(x)-deutig. Dann ist nach friiheren Ergebnissen [2] 








. Aus d+ 0 folgt 


< Peag 
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Dann ist 

(31) H(n}) = Ft =>... 

Wir denken uns die n? der GréBe nach geordnet. Aus (31) folgt 

(32) 2% poy. - - Pea Z= NZ,(1 + Poy)... (1 + Poa )i @Q= 1.---,9(2). 
Fir 9 = i, 9 = j, t +) erhalten wir 

(33) 2%: Dir --- Dig, (1 + Pj) --- (1 + Dia) J; 


os 24; Pi- ee Pja,(1 T Pir) ~~ (1 Pi a,) Z; ° 
Es sei nun 
Pir - - + Piag= "ing Ur - - - Viv, Zi = Zig Zs Gar - - + Ving Nar - - Vo) = as 
Pir - + + Pyas = Ming Ur - ~~ U0j3 25 = Zig Bj; (Jj, Zj) = 1. 


Damit bekommen wir aus (33) 


(34) 


26 din ~~ Ging (L + Gyr) ~~ - (1 + Qo) Z 
= 25 gin - ~~ Myo, (1 + Gir) - - - (L +940) Zi: 


(35) , 

Gir - + - Ging | 2 (1 + Qa) --- (1 + Gin) J; 

Gir --- Gv, |2(L + di) --- (Lh + Gn) Z - 
Wire 
(36) Z,= 7; (i<j), 
also 
(37) Z=Z=1, 
so ware 
(38) Ging S35 Qynj S33 VS dir--- Ging <M- - - Go, SS. 
Daraus folgen Widerspriiche. Somit kénnen wir annehmen [vgl. (9)]: 
(39) Z,< Zy< +++ <Z ya); g(x) S Zag) < max t(n). 

nsx 
Fir hinreichend groBe n gilt 
log n 
(l+e) — - 

(40) t(n) <2 loglogm - (e¢ > 0, vorgegeben). 


Nach (28) und (39) ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit von Satz 2. 
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Zur Theorie der Markoffschen Prozesse 
Von 


Konrap Jacoss in Miinchen 


Einleitung 


Die gegenwartig in der allgemeinen Theorie der Markoffschen Prozesse 
bekannten Methoden lassen sich, grob gesehen, in drei Gruppen einteilen. 

1. ,,Direkte“‘ Methoden. Sie beruhen im wesentlichen auf einer Fallunter- 
scheidung zwischen ,,Durchgangszustinden‘ und _,,Nicht-Durchgangszu- 
standen‘; mittels des Borel-Cantellischen Lemmas und verwandter SchluBb- 
weisen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zeigt man dann, daB die beiden 
Klassen von Zustinden in Wahrheit viel weitergehendere unterscheidende 
Eigenschaften besitzen, als die Fallunterscheidung zunichst erkennen laBt 
(vgl. hierzu Doos [9], Hostrnsky [17], Friécuert [13], Does [7)}). 

2. Eigenwert- und ergodentheoretische Methoden. Sie beruhen auf der 
Ausniitzung spezifischer Eigenschaften des Eigenwertspektrums Markoffscher 
Kerne und auf der Anwendung von Ergodensiitzen (vgl. hierzu Hapamarp- 
FriécHeEt [15], Frécuert [13], Yostpa-KakuTant [28], Doos [8}). 

3. Die Potenzreihenmethode von FELLER u. a. Die Beziehungen zwischen 
abzihlbaren Systemen von Wahrscheinlichkeitskoeffizienten lassen sich als 
einfache rechnerische Relationen zwischen den zugehérigen erzeugenden 
Funktionen darstellen. Die Limeseigenschaften Markoffscher Prozesse ergeben 
sich vor allem mit Hilfe des Abelschen Grenzwertsatzes und anderer Potenz- 
reihensatze (vgl. hierzu Erpés-FELLER-PoLuarp [11], FELLER [12]. 

Samtliche genannten Methoden sind auf den Fall endlicher Zustandsriume 
ohne Einschrankung anwendbar. Sie unterscheiden sich z. T. hinsichtlich 
ihrer Verallgemeinerungsfihigkeit. Die in 3. genannte Methode ist im Falle 
abzaihlbarer Zustandsriiume ohne Einschrinkung wirksam. Unter den in 1. 
und 2. genannten Methoden gibt es jeweils solche, die den Fall beliebiger 
Zustandsriume unter einer gewissen Zusatzannahme (D) (vgl. § 2) zu_be- 
handeln gestatten (vgl. Doos [8,9], Dorsiry [7], Yostpa-KakuTAnI [28}). 
Die in 1. genannten Methoden haben den Vorzug, sich stets eng an die wahr- 
scheinlichkeitstheoretische Anschauung anzulehnen; dagegen scheinen mir die 
Beweisideen weniger anschaulich zu sein. Die in 2. genannten Methoden 
haben den Vorzug, daB sich die Beweisideen funktionalanalytisch-geometrisch 
ziemlich anschaulich interpretieren lassen, dafiir geht die wahrscheinlichkeits- 
theoretische Anschauung — schon durch die Verwendung der komplexen 
Zahlen — weitgehend verloren. 
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In der vorliegenden Arbeit soll eine Methode entwickelt werden, die einer- 
seits eng an der wahrscheinlichkeitstheoretischen Anschauung (und damit 
auch im Bereich der reellen Zahlen) bleibt, deren Beweisideen aber anderer- 
seits funktionalanalytisch-geometrisch interpretierbar sind. Hauptbeweis- 
mittel sind: ein Aufspaltungssatz (Satz 1, vgl. Jacoss [18, 19]), der Extremal- 
punktsatz von MixnkowskI-KReIn-Mitman (§ 1 B, Satz 3; § 2B, vgl. Miy- 
KOWSKI [23], BourBak1 [4], GopDEMENT [14]). Die Methode ist ebenso ver- 
allgemeinerungsfahig wie die in 1. und 2. genannten; lediglich ein sehr all- 
gemeines Ergebnis von Doos [8] bleibt, soweit ich sehe, auBerhalb ihres 
Wirkungsbereichs. Sie funktioniert einheitlich fiir zyklische wie fiir einpara- 
metrige, allgemeiner fiir abelsche Markoffsche Prozesse. Ferner werden Ab- 
zahlbarkeitsbetrachtungen iiberfliissig, welche die in 1. und 2. genannten 
Methoden iiblicherweise komplizieren; dies beruht im wesentlichen auf einem 
Satz von EBERLEIN (EBERLEIN [10], DreEupoNNE-ScHwartTz [6], Jacoss [18]) 
und auf der Verwendung von Filtern. Allerdings wird transfinite Induktion 
beniitzt. Die Begriffe ,.kompakt und ,,bedingt kompakt‘* werden — wo 
nicht anders angegeben — stets im Sinne von BourBakI [3] verwendet. 

Um die Beweisideen nicht durch funktionalanalytische Technik zu ver- 
decken, wird die Theorie zuniichst fiir endliche Zustandsriume durchgefiihrt 
($1). In § 2 werden dann die zur Verallgemeinerung nétigen Uberlegungen 
angegeben. In § 5 werden einige Anwendungen skizziert. 


§ 1. Endlich-dimensionale Markoffsche Prozesse 


Gegeben sei eine Menge 2 von n Elementen, die wir durch die natiirlichen 
Zahlen 1,..., n bezeichnen und die die méglichen reinen Zustiinde eines 
physikalischen Systems darstellen mégen. Zwischen den verschiedenen Zu- 
stinden mégen zeitlich konstante Ubergangswahrscheinlichkeiten gegeben 
sein: Befindet sich das System zur Zeit 0 im Zustand k, so mége es sich zur 
Zeit 1 mit der Wahrscheinlichkeit p;, im Zustand i befinden. Die Matrix 
p =(p;,) hat die Eigenschaften 

n 

(E) Pizx= 9, >» P=! (i, k= cin 6 ai 
j=1 

Eine Matrix mit diesen Eigenschaften heiBt stochastisch. Das Produkt zweier 

stochastischer Matrizen ist wieder stochastisch. Spezielle stochastische Ma- 
trizen sind die Permutationsmatrizen. 

(Stochastisch) gemischte Zustinde unseres Systems sind durch Vektoren 

1 
x= (x,) mit x, >0, } x, = 1 gegeben. Die Gesamtheit dieser Vektoren im 
R* bezeichnen wir mit GB. DB ist eine konvexe abgeschlossene Menge. Be- 
findet sich das System zur Zeit 0 im gemischten Zustande (z,) = 2, so be- 
findet es sich zur Zeit 1 im gemischten Zustand 


z= (%,)= (2 Pix Tx) » 
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zur Zeit m im gemischten Zustand 
atm) — (2) = (> phy 2), 
k 


wobei (p")) = p™ die m-te Potenz der Matrix p=(p,,) bedeutet. G ist in- 
variant unter der durch die stochastische Matrix p bewirkten linearen Trans- 
formation P des R*, die wir ebenfalls ,,stochastisch‘ nennen. Setzt man 


(1) (2) = 2% 
k 
(2) |z] = Pa Ize| , 
so ist (x) eine Linearform, |] eine Norm im R*, und man hat 
(3) (Px) = <2) 
(4) |P 2] = || 
fiir jedes stochastische P und jedes xz € R*. 

Die zeitliche Entwicklung des Zustands unseres Systems ist also durch die 
Folge z, P x, P?x,... gegeben. 

Anstatt den Zustand des Systems nur in diskreten Zeitpunkten zu be- 
trachten, kénnen wir ihn auch in kontinuierlicher Folge untersuchen. Wir 
haben dann eine einparametrige Halbschar (p;,(t)) = p(t) (t = 0) stochastischer 
Matrizen (mit p(0) = (p;,(0)) = (4;,)) zu betrachten. P(t) gibt den Zustand 
zur Zeit t an, wenn x der Zustand zur Zeit 0 ist. Die Forderung der zeitlichen 


Konstanz der Ubergangswahrscheinlichkeiten findet ihren Niederschlag in der 
Forderung 


(E’) P(s + t)= P(s)- P(t) (s,t > 0). 


Sowohl im diskreten wie auch im kontinuierlichen Falle haben wir es mit 
einer die Einsmatrix enthaltenden abelschen Halbgruppe @ von stochastischen 
Matrizen p zu tun; ihr entspricht eine abelsche Halbgruppe © von stochasti- 
schen Transformationen P des R". Die zeitliche Entwicklung des Zustandes 
unseres Systems wird durch die ,,Bahn** G© x¢QB beschrieben; den Durch- 
laufungssinn kann man durch das gefilterte (BourBAKI [3]) Mengensystem 
{PG | P € G} angeben. Wir machen nun die 

Definition 1. Das aus einer die Einheitsmatrix enthaltenden abelschen Halb- 
gruppe G n-reihiger stochastischer Matrizen p und der entsprechenden abelschen 
Halbgruppe © stochastischer linearer Transformationen P des R" bestehende 
mathematische Gebilde wird ein stationrer endlichdimensionaler Markoffscher 
ProzeB genannt. Sind die Halbgruppen zyklisch (d.h. aus den nichtnegativen 
ganzen Potenzen eines ihrer Elemente bestehend) bzw. einparametrig (iiber dem 
Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen), so heiBt auch der ProzeB zyklisch 
(oder diskret) bzw. einparametrig. 

Um simtliche Vektoren des R" physikalisch deuten zu kénnen, ist es vorteil- 
haft, Markoffsche Prozesse nicht als (mikrophysikalische) statistische Vor- 
giinge, sondern als makrophysikalische Diffusionsvorgdnge zu interpretieren. 
Die Vektoren des R" kénnen etwa als Ladungsverteilungen — falls ihre 
25* 
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Koeffizienten nichtnegativ sind, auch als Massenverteilungen — iiber n Zellen 
eines Zustandsraumes 2 aufgefaBt werden Die Gleichung (3) bedeutet die 
Erhaltung der Gesamtladung. Die Ungleichung (4) bedeutet, daB zwar positive 
und negative Ladungen beim Zusammentreffen in einer Zelle sich gegenseitig 
neutralisieren kénnen, daB aber die Umkehrung dieses Vorganges nicht vor- 
kommt. 


A. Reversible Vektoren und Fluchtvektoren. 
Der Aufspaltungssatz 


Wir betrachten eine die Identitét H enthaltende abelsche Halbgruppe 
© = {E, P, . . .} stochastischer Transformationen des R". 

Definition 2. Ein Vektor x ¢ R" heiBt ein Fluchtvektor unter ©, wenn es zu 
jedem ¢ > 0 ein P € © mit 


|P2] <e 


gibt. Die Gesamtheit aller Fluchtvektoren unter © bezeichnen wir mit §. 

Es bedeute © die abgeschlossene Hiille von G, d. h. die Gesamtheit aller 
Transformationen P des R*, mit folgender Eigenschaft: Zu jedem e > 0 und 
endlichvielen x, ... , y € R* gibt es ein P € G mit 

|Pz— Pz] <e,...,]Py— Pyl <e. 

G ist wieder eine abelsche Halbgruppe von stochastischen Transformationen 
des Rn. Fir jedes x ¢ R" ist die ,,Bahn“ Gx G-invariant und nicht nur be- 
schrankt, sondern auch abgeschlossen, also kompakt (alles im Sinne der durch 
||| gegebenen Normtopologie). Gx ist die abgeschlossene Hiille G(x) der 
Bahn © x. Ein Vektor x ¢ R* ist offenbar genau dann ein Fluchtvektor, wenn 
es ein P ¢ G mit P x = 0 gibt. 

Definition 3. Hin Vektor x «© R" heift reversibel unter ©, wenn fiir jedes 
y € G(z) 

G(y) = G(z) 


gilt. Die Gesamtheit der reversiblen Vektoren bezeichnen wir mit R. 

Aquivalent zur Reversibilitaét eines Vektors x ist jede der folgenden Eigen- 
schaften : 

1. Zu jedem y € G(x) und jedem e > 0 gibt es ein P € G mit || P y — 2! <e. 

2. G y= Gz fiir jedes y ¢ G x, oder: Zu jedem P¢G gibt es ein Q<G 
mit @ Px= zx. 

Die Bezeichnung ,,reversibel“ erscheint so gerechtfertigt. 

Man sieht ohne weiteres: R und F sind G-invariante (sogar G-invariante) 
Teilmengen des R". & ist ein linearer Teilraum des R". R und F haben nur 
den Vektor 0 gemeinsam. Es gilt der 

Satz 1 (Aufspaltungssatz). RN und GF sind G-invariante lineare Teilriiume 
des R". Der R” ist die direkte Summe von R und F. Genauer: Jeder Vektor 
x € R® besitzt genau eine Zerlegung 


(5) r=r+f, reR, feF, r€@(z). 
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Die Komponenten r, f von x hiingen linear, stetig und invariant von x ab. Die 
von © in R induzierte Halbgruppe ist eine Gruppe. Sie wirkt in R isometrisch 
(lapt die Norm |r\| invariant). 

Ein Beweis dieses Satzes unter allgemeineren Voraussetzungen findet sich 
bei Jacoss [18, 19], ferner in § 2 A dieser Arbeit (Satz 14); in unserem Falle 
1aBt sich der dort gegebene Beweis stark vereinfachen. 

Wir untersuchen nun die Fluchtgeschwindigkeit der Fluchtvektoren. Es 
gilt der 

Satz 2. Es gibt ein P € © mit 


IPf]) SoM) fiiralle feg. 
Beweis. Die Menge M= {f|/ ¢G, |f|=— 1} ist kompakt. Also gibt es 


endlichviele Punkte /,,..., /,€ M derart, daB zu jedem / € M ein o mit 
\f aiid hel Ss t 

existiert. Wir kénnen P, so bestimmen, daB 
IPefel = 4 


gilt. Nun folgert man leicht fiir P= P,... P, die Behauptung. 
Die Fluchtvektoren streben also auf ihrer Bahn mit exponentieller Ge- 
schwindigkeit gegen 0. Wegen (3) gilt fiir jeden Fluchtvektor / 


h=0. 


Er stellt also eine Ladungsverteilung mit der Gesamtladung 0 dar. Die 
positiven und negativen Bestandteile diffundieren allmahlich in dieselben 
Zellen und léschen sich dort gegenseitig aus. 


B. Extremale Zustinde. Der Satz von Mtnkowsk1 


Die Menge RB der reversiblen Zustiinde bezeichnen wir mit W. Aus 
dem Aufspaltungssatz entnimmt man (wegen der G-invarianz von B), daB 
die reversible Komponente eines jeden Vektors x ¢% wieder in D liegt. W ist 
also nichtleer. Ferner ist % G-invariant, konvex, beschriinkt und ab- 
geschlossen, also kompakt. 

Ein Zustand z ¢ I heiBe extremal, wenn es keine Darstellung 


z=ar+ Bs, a, B>0,a+P=1 


mit verschiedenen r,s €W gibt. Aus einem bekannten Satz von MiInKowsKI 
({23, 1]) folgt der 

Satz 3. I ist die abgeschlossene konvexe Hiille der Gesamtheit W, aller 
extremalen Zustinde in W. 

Aus der Tatsache, daB G in R eine Gruppe linearer isometrischer Trans- 
formationen induziert, folgert ‘man leicht den 

Satz 4. Jede Transformation P ¢ © permutiert die Menge YW, der extremalen 
Zustiinde, d. h. bildet YD, eineindeutig auf sich ab. 
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C. Trégerfremdheit der extremalen Zustinde. 
Endlichkeit der Menge der extremalen Zustiinde 
Als Tréger eines Vektors x € R" bezeichnen wir die Gesamtheit aller k < Q 
mit z,+ 0 (die Gesamtheit der tatsichlich belegten Zellen). 
Jeder Vektor x laBt sich als Differenz zweier Vektoren mit nichtnegativen 
Komponenten darstellen. Man kann z. B. setzen: 


z= z+— x 
. . x, fir x,>0 
mit 2 = 


(6) 0 sonst 
" x, fir x,<0 
re 


~ |0 sonst 
Es gibt auch noch andere Darstellungen; man braucht z. B. nur 2+, z~ durch 
a*+ y, x-+ y zu ersetzen, wobei y irgendein Vektor mit lauter nichtnegativen 
Komponenten ist. Die Zerlegung (6) ist unter simtlichen Zerlegungen 
r=p—n, pnZ=Od 

eindeutig gekennzeichnet durch jede der folgenden Eigenschaften: 

1. |p| + In] = |] 

2. p und n sind tragerfremd. 

Es gilt nun der 

Satz 5. Ist x €R so ist auch x* CR und z- CR. 

_Beweis. x= x+ — x~. Sei P €G beliebig und Q ¢ G derart gewihlt, dab 
Q Px= x. Dann ist 


a=QPx-QPcr-. 
Offensichtlich gilt @ P zt => 0, @ P x-= 0, ferner 
1G Pat] slat], (9 P2-|< |e]. 
Aus |z*| + |2-|| = || folgt nun 
19 Pat] + |O P2-| = |i . 
Nach Bedingung 1. (s.0.) folgt @ Pat= 2+, 9 Px-=2-. Somit x*+¢&, 
z-ER. 
Setzt man fiir zwei beliebige Vektoren x, y 
rN\y= x—(x— y)*= y— (y— 2)*, 
so folgt: Ist z, y €R, so ist auch rN y €R. 
Satz 6. Ist x ein extremaler Zustand aus Y und y ein beliebiger Zustand 


aus W, so ist xn y=axmitaZ=o0. 
Beweis. Wie man leicht feststellt, ist 


OsSrnysz. 


Gilt in einer der beiden Ungleichungen das Gleichheitszeichen, so sind wir 
fertig. Es sei nun 0 + ry + 2, also a= |xny! > 0, B= |e—2nyl|>0. 
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Dann ist « + 6 = 1, 


nr om 
<—" eB, o= em, ar+Pps=2. 


Da x extremal in W ist, ist r= s = zx, also 


r=+(xry). 


Satz 7. Zwei verschiedene extremale Zustinde aus YW sind stets triigerfremd 

Beweis. Seien x, y zwei verschiedene extremale Zustinde aus 23. Dann 
gilt z-\y=ax= By. Wegen |x] = jy] =1 gilt «= 8. Wegen z+ y ist 
a= B= 0, also r-\y= 0. Dies ist gleichbedeutend mit der Trigerfremdheit 
von x und y. 

Satz 8. I enthédlt nur endlichviele extremale Zustinde. 

Beweis. Man kann den Satz aus der Endlichkeit von Q folgern. Im Hin- 
blick auf spiatere Verallgemeinerungen geben wir einen weiteren Beweis an, 
der nur die Kompaktheit von W ausniitzt. 

Angenommen, es gibt eine unendliche Folge x®)(y = 1, 2,...) paarweise 
verschiedener extremaler Zustinde in %. Wir kénnen auf Grund der Kom- 
paktheit von % annehmen, daB die Folge x”) konvergiert : 


rm +x2eB. 
Insbesondere gilt 
x” —» x, fiir jedes ke Q. 


Aus der Tragerfremdheit der x schlieBt man leicht: x ist zu allen x) trager- 
fremd. Also ist = 0. Dies steht zu x ¢ 3 CV im Widerspruch. 

Aus den Satzen 3, 4, 5 und 8 schlieBt man 

Satz 9. R ist die lineare Hiille der extremalen Zustinde in WD. G und © 
induzieren innerhalb von R dieselbe Gruppe linearer Transformationen. Diese 
Gruppe ist endlich und permutiert die extremalen Zustéinde. 


D. Zyklische Prozesse 


Wir betrachten einen zyklischen Markoffschen ProzeB; es sei P die Trans- 
formation, aus deren nichtnegativen Potenzen (P°= E = Identitiat) die Halb- 
gruppe G besteht. P induziert eine Permutation der extremalen Zustinde, 
die sich aus elementenfremden Zyklen aufbauen l4Bt. Wir denken uns die 
Zyklen und innerhalb eines jeden Zyklus die permutierten extremalen Zu- 
stande geeignet durchnumeriert. Es sei x} das a-te Element des A-ten Zyklus, 
Z? sei der Trager von x2; 4 laufe etwa von | bis 1, o von 1 bis s,. Es sei 


84 L 
FP=UZiE=j]VUE,N=2-E. 
o=1 A= 
Man gewinnt nun ohne Mihe den 
Satz 10. Zu jedem Vektor x €R" gibt es genau einen Vektor r € R", derart, 
daB folgendes gilt : 
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1. r €&; r ist also Linearkombination der x2, der Tréger von r ist also in E 
enthalten, die Folge Pr ist periodisch. 

2. Die Folge | Px — P+r| konvergiert mit exponentieller Geschwindigkeit 
gegen 0. 

Stets ist (2) = <r). Ist 2 => 0, so ist auch r > 0. Ist also x €%, so ist auch 
r €%, also r € YW. Ist der Trager von z in EH’ enthalten, so ist fiir alle « => 0 
der Trager von Pz in E’ enthalten; es gibt kein 2 ¢ R" mit 2 ¢F, derart, 
daB die Traiger simtlicher P“ x bereits in einer echten Teilmenge eines E’ ent- 
halten sind. Ist der Trager von x + 0 in Z? enthalten, so ist der Trager von 
Px in Z2,,, (hierbei ist s,+ 1 durch 1 zu ersetzen) enthalten (bei passender 
Numerierung); die Trager der P“x durchwandern die Z? zyklisch und fiillen 
sie, falls x ¢& ist, schlieBlich véllig aus; es gilt dann namlich fiir ein geeignetes 
reelles « + 0 

||P“ — P*(« x2)|| +0 (exponentiell). 


Aus den Aussagen 1. und 2. des Satzes 10 kann man die anschauliche 
Folgerung ziehen: N entleert sich stets mit exponentieller Geschwindigkeit. 

Als Folgerung fiigen wir ein bekanntes Ergebnis iiber die Higenwerte 
stochastischer Matrizen an; zu diesem Zweck lassen wir die stochastische 
Matrix p = (p;,) eine lineare Transformation P im komplexen K" induzieren. 

Satz 11. Ist « ein Eigenwert von P, so ist \e| < 1. Ist \e| = 1, 80 ist ¢ Bin- 
heitswurzel, d. h. es gibt ein m > 0 mit e™= 1. 

Beweis. Die erste Aussage ist trivial. Sei nun e ein Eigenwert von P mit 
je| = 1, und sei x + 0 ein (komplexer) Eigenvektor zu ¢. Es sei y, = %, 2, 
Y2= Tm zx. Man sieht sofort: 


Px= Py, +i Py, Py,, Py, reell, also 

Py, = Rn Px 

Py,= 3m Pe. 

Nun folgert man leicht: y, und y, sind reversible Vektoren im R"C K", 
also gibt es ein m mit P™ y; = y; (i= 1,2). Dann ist e“x= P™x=2+0. 
Somit e"= 1. 

E. Einparametrige Prozesse 


Wir betrachten einen einparametrigen Markoffschen ProzeB, es sei P(t) 
(¢ >} 0) die zugehGérige einparametrige Halbgruppe von stochastischen Trans- 
formationen. Es sei z die Anzahl der extremalen Zustinde in I und etwa 
m= 2z!. Dann gilt offenbar fiir jedes x € Wy, t > 0 


P(tj™z#=2. 
Ersetzt man t durch , 80 folgt wegen (Z’) und Satz 9 
m 


P(t)r=r fiir jedes reR. 
Wir haben also den 
Satz 12. Bei einparametrigen Prozessen ist jeder reversible Vektor stationdr 
(fix). Fiir jeden Vektor x € R" strebt P(t) x exponentiell gegen einen stationdren 
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Vektor r. Stets ist (x) = <r); ist x >0, 80 ist auch r2>O0; ist x €B, 80 ist 
r €W. Ist x, eine Durchnumerierung der extremalen Zustiinde in W, und ist E, 
der Triiger von x,, so gilt: Ist der Tréger von x in E, enthalten, so sind die Triger 
aller P(t) x auch in E, enthalten; ist x ¢%, so ist der Triiger von P(t) x fiir 
hinreichend grofe t mit E, identisch ; es gibt dann némlich ein « + 0 mit 


|P(t)X —«X,| --0 (exponentiell). 


Anmerkung. Einparametrige Markoffsche Prozesse kann man z. B. er- 
halten, indem man ein Differentialgleichungssystem 


d 
7 Pit)= A> Pt) 


lést, wobei A eine durch eine Matrix a = (a;,) mit 


a,;,20 fir i+k 
induzierte lineare Transformation des R* ist. 
Korollar. LaBt sich die stochastische Transformation P in einen ein- 
parametrigen Markoffschen ProzeB einbetten, so sind alle von 1 verschiedenen 
Eigenwerte von P dem Betrage nach kleiner als 1. 


§ 2. Allgemeine Markoffsche Prozesse 


Wir rekapitulieren nun den in § 1 dargelegten Gedankengang unter ver- 
allgemeinerten Bedingungen. Es handelt sich dabei im wesentlichen um eine 
Verallgemeinerung derjenigen Bedingungen, unter denen eine Theorie der 
Markoffschen Prozesse z. B. von Dorsitn [7], Door [9] und Yostpa-Kaku- 
TANI [28] durchgefiihrt wurde. Die verwendeten Siatze aus der Funktions- 
analysis sind zum gréBten Teil Verallgemeinerungen (sowohl dem Inhalt als 
auch der Beweismethode nach) bekannter einfacher Sitze aus der endlich- 
dimensionalen Geometrie. 

Q sei nun eine beliebige nichtleere Menge. Die Ladungsverteilungen in 2 
seien durch beliebige endliche reelle (nicht notwendig positive) MaBe x(£) tiber 
einem fest gewaihlten Borelkérper B = {Z, ...} von Teilmengen von 2 gegeben. 
Die Gesamtheit dieser MaBe bildet einen reellen linearen Raum 9. Fiihrt 
man die Totalschwankung als Norm ein, so wird 9 ein Banachraum. Wir 
schreiben x => y, wenn x(£) = y(Z£) fiir alle E ¢% gilt. Jedes x ¢ § besitzt 
genau eine Zerlegung 

t= g* — 2 


mit a*, 2-20 und |z|= |a*+|+\a-|. Fir nichtnegative x¢ ist |z/ 
= 2(Q). Nichtnegative MaBe x ¢ $ mit z(Q2)= 1 wollen wir auch als (sto- 
chastisch) gemischte Zustinde eines physikalischen Systems interpretieren ; 
thre Gesamtheit B ist eine konvexe abgeschlossene Teilmenge des Banachraumes 9 ; 
DB ist nichtleer. 
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Als Verallgemeinerung der stochastischen Matrizen betrachten wir sto- 
chastische Kerne. Eine fir E €%, w ¢ Q erklirte Funktion p(Z, m) heiBt ein 
stochastischer Kern, wenn folgendes gilt: 

1. Fiir jedes feste w ¢€ Q ist p(Z, w) als Funktion von £ ¢B% ein Element 
von B. 

2. Fiir jedes feste E €Z@ ist p(Z, wm) als Funktion von w ¢ 2 B-meBbar. 

Jeder stochastische Kern p(H,w) definiert in § eine — ebenfalls als 
stochastisch bezeichnete — lineare Transformation P durch die Vorschrift 


(7) P x= mit Z(E) =f p(E, w) z(dw) (E €). 
a 
Fiir (x) = x(Q) und |x|] gelten wieder die allgemeinen Relationen 
(P x)= (2) |P2| =< lz]. 


Ist x => 0, so ist stets auch P x => 0. Sind P, Q stochastische Transformationen, 

so ist auch P Q eine stochastische Transformation. Sie gehért zu dem Pro- 

duktkern f{ p(E,«a)q(do,m); die identische Abbildung J gehért zu dem 
2 


,,Dirac-Kern‘‘ 
l far week 


0 sonst. 


d(E, w)= 


Ebenso kann man jede Permutation von 2, die G nicht andert, durch sto- 
chastische Kerne darstellen. 

Definition 4. Das aus einer abelschen Halbgruppe G stochastischer Kerne 
p= p(E,w) und der entsprechenden abelschen Halbgruppe © stochastischer 
linearer Transformationen P von $ bestehende mathematische Gebilde wird ein 
stationdrer Markoffscher ProzeB genannt (iiber 2). Sind die Halbgruppen 
zyklisch bzw. einparametrig, so heiBt der ProzeB zyklisch bzw. einparametrig. 

Wir werden Markoffsche Prozesse untersuchen, die eine gewisse ein- 
schrankende Annahme erfiillen. Um diese Annahme formulieren zu kénnen, 
benétigen wir einige Vorbereitungen aus der Funktionalanalysis. 

Bekanntlich ist der zu einem Banachraum $ duale Banachraum 9)’ als die 
Gesamtheit aller stetigen Linearformen 2’ (x) auf § definiert, wobei man die — 
stets endliche — Zahl 


2’ | = sup |x’ (zx) 
zsl 


als Norm einfiihrt. Wir wollen statt 2’(x) auch (2, x’) schreiben. (x, x’) ist 
dann eine bilineare stetige Funktion von x € 9, x’ € 9’. 

’ induziert in § die sog. ,,schwache Topologie. Eine Umgebungsbasis 
dieser Topologie an der Stelle 0 € § wird z. B. durch die simtlichen Mengen 
der Gestalt 

U= {x | |(z, z)| <e,9=1,..., r}, 


wobei z}...., 2, beliebig gewahlte Elemente von 9’ sind und ¢ > 0 beliebig 
ist, gegeben. Ist G von unendlicher Dimension, so ist die schwache Topologie 
nicht mehr zur Normtopologie aquivalent (wie im Falle endlicher Dimen- 
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sion), sondern schwicher. Die Normtopologie wird auch die starke Topo- 
logie genannt. 

Im allgemeinen besitzt die schwache Topologie an einer Stelle x ¢ § keine 
abzihlbare Basis. Um den Begriff ,,schwache Konvergenz“ verniinftig for- 
mulieren zu kénnen, muB man daher den Begriff des Filters bzw. der Filter- 
basis verwenden (BoursBakI [3], 8. 8f.). Folgen kénnen stets als spezielle 
Filter gedeutet werden; in Verallgemeinerung des Begriffs ,,Ubergang zu einer 
Teilfolge‘ hat man den Begriff ,,Verfeinerung eines Filters“; Filter, die nicht 
weiter verfeinert werden kénnen, heiBen Ultrafilter; mittels des Zornschen 
Lemmas beweist man, daB jedes Filter zu mindestens einem Ultrafilter ver- 
feinert werden kann (vgl. fiir alles dies Boursakt [3], S. 8f.). 

Hat man eine Filterbasis F in § (d.h. ein System von nichtleeren Teil- 
mengen von $), mit der Eigenschaft, daB der Durchschnitt von je endlichvielen 
Mengen aus F wieder eine Menge aus F enthilt), so heiBt F schwach-konvergent 
gegen x € $, geschrieben 

lim F = x (schwach) , 


wenn es zu jeder schwachen Umgebung U von z eine Menge M ¢ F mit Mcu 
gibt. Insbesondere schreibt man z, -> x (schwach), wenn (z,, y’) > (2, y’) fiir 
jedes y'¢€ 9’ gilt. Dieser Konvergenzbegriff hat die itiblichen Eigenschaften: 
er ist linear, bei Verfeinerung bleibt die Konvergenz erhalten, jede Schranke 
fiir die Normen der Elemente y einer Menge M% ¢ F ist auch eine Schranke 
fiir die Norm des Limes z. Ist — f < g < f fiir alle g aus einem M ¢ F, so ist 
—-f{s2zsf. 

Letzteres ist leicht direkt einzusehen, da jede Menge EF ¢% durch 

L(h) = h(B) (h € 9) 

eine stetige Linearform L ¢ 9’ definiert. Man hat allgemeiner den 

Hilfssatz 1. Es sei $, die Menge aller h « §, die beziiglich eines festen 
2 ,€ BD totalstetig sind. Dann ist $, ein abgeschlossener linearer Teilraum 
von §. Es sei F eine beschrinkte (d. h. eine beschriinkte Menge enthaltende) 
Filterbasis in $,; fiir jedes E ¢Z sei F(Z) die aus den Zahlmengen 


{h(E)|h eM} (M € F) 
bestehende Filterbasis. Dann ist die Aussage 


lim F = x (schwach) 
aiquivalent zur Aussage 


lim F(E) = x(E) (E €®). 


Zum Beweis beniitze man den bekannten Satz, daB der Dualraum 9% 
von $» als die Menge aller 2z,-fast-beschrinkten G-meBbaren Funktionen 
darstellbar ist, wobei x,-fast-iiberall iibereinstimmende Funktionen zu identi- 
fizieren sind und die Norm |h|| eines beliebigen A ¢ 5 durch das wesentliche 
Maximum des Absolutbetrages der zugeordneten Funktion dargestellt wird. 
Es ergibt sich sofort, daB die ,,Treppenfunktionen“* (d. h. die nur endlich- 
vieler Werte fahigen G-meBbaren Funktionen) in 9 dichtliegen. Hieraus 
folgt leicht die Behauptung. 
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Der tiefere Grund fiir die Einfiihrung der schwachen Topologie liegt in 
folgendem. Eine der wesentlichsten Eigenschaften endlichdimensionaler 
Riume ist die (starke) Kompaktheit der Einheitskugel € = {x | ||x|| < 1}; beim 
Ubergang zu unendlichdimensionalen Raiumen geht diese Eigenschaft stets 
verloren (Riesz [24]). Andererseits ist fiir viele Untersuchungen — und auch 
fiir die unsere — eine Kompaktheitseigenschaft der Einheitskugel wesentlich 
(vgl. § 1; ferner z. B. KryLtorr-Boco.iousorr [21], 22], Jacoss [18, 19]). Da 
die starke Topologie diese Eigenschaft nicht liefert, sucht man nach einer 
andern Topologie, die das gewiinschte leistet. Fiir viele Banachraume (namlich 
die ,,reflexiven“’ Raiume, vgl. Drzeuponn& [5], zu ihnen gehéren insbesondere 
die Hilbertriume, Nacy [27]), tut dies die schwache Topologie. Manchmal 
mu man zu einer noch schwicheren Topologie greifen (vgl. KryLorr-Boco- 
LIOUBOFF [22)}). 

Ungliicklicherweise ist die Einheitskugel in unserem speziellen Banach- 
raum $) im allgemeinen nicht schwach-kompakt. Wir stiitzen uns trotzdem 
auf die schwache Topologie in § und erreichen die fiir uns nétigen Kompakt- 
heitsaussagen in $) durch die Einfiihrung einer zusatzlichen Annahme. 

Definition 5. Hine lineare stetige Transformation S in  heift schwach- 
volistetig, wenn die Menge S€={Sx| |x) <1} bedingt schwach-kompokt 
(BourBAKI [3]) ist. 

Definition 6. Unter der schwachen Hiille © von © verstehen wir die Menge 
aller stetigen linearen Transformationen P in 9, fiir welche folgendes gilt: Sind 


X,..., X,€ H beliebig gewahlt und ist U eine beliebige schwache Umgebung von 
O € 9, so gibt es ein P € G mit 
Pzx,-— Pxz,€uU (e= 1,..., r). 
Es gilt der 


Satz 13. Die schwache Hiille © der abelschen Halbgruppe © von stochastischen 
Transformationen in % ist eine abelsche Halbgruppe von linearen Transfor- 
mationen in 9. Fiir jedes P ¢ & gilt 

(Px) =z), |Pal<|z|, PBcD (x € 9). 
Ist x = 0, so ist P x = 0 (vgl..Jacoss [18)]). 

Wir behandeln in dieser Arbeit Markoffsche Prozesse, die die folgende 
Annahme erfiillen: 

Annahme (8). Die schwache Hiille G von G enthilt eine schwach-vollstetige 
Transformation P. 

Wir iibertragen nun die in § 1 entwickelte Methode auf unseren allgemeinen 
Fall. 


A. Reversible Vektoren und Fluchtvektoren. 
Der Aufspaltungssatz 
Wir verallgemeinern die Definitionen 2 und 3 der Fluchtvektoren und der 
reversiblen Vektoren, indem wir statt der (starken) Normtopologie die schwache 


Topologie zugrundelegen: Fiir jedes x ¢ G bezeichne G(x) die schwache Hiille 
der Menge Gx= {Px|P¢G}. Ein Vektor x¢€ 9 heiBt ein Fluchtvektor, 
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wenn O ¢€ G(x) gilt. Ein Vektor r ¢ § heiBt G-reversibel, wenn G(g) = G(r) 
fiir jedes g € G(r) gilt. 
R und F sind wie in den Definitionen 2 und 3 definiert: Es gilt dann der 
Satz 14 (Aufspaltungssatz). R und GF sind invariante abgeschlossene lineare 
Teilriume von 9. ¥ ist die direkte Summe von R und F. Genauer: Jeder Vektor 
x € ¥ besitzt genau eine Zerlegung 


(9) zm=r+f, rEeR, feg. 


Die Komponenten r, f von x héngen linear, stetig und invariant von x ab. Die 
von & in R induzierte Halbgruppe ist eine Gruppe. Sie wirkt in R isometrisch 
(lapt die Norm |x| invariant). 

Beweis (Skizze). Man kénnte den in [18] fiir diese Aussage gegebenen 
Beweis wortlich tibernehmen, wenn man wiiBte, daB stets G x = G(z) gilt. 
Dies ist in unserem Falle im allgemeinen nicht erfiJlt. Wir gehen daher — 
unter Zuhilfenahme der gemiB Annahme (S) in G vorhandenen schwach- 
vollstetigen Transformation P — zu einer geeigneten Unterhalbgruppe G, von G 
iiber, fiir welche stets G2 = G(x) gilt. Wir setzen naimlich 


G,= PG 


und zeigen zunichst: jeder ©G-Fluchtvektor ist auch G,-Fluchtvektor und 
umgekehrt; jeder G-reversible Vektor ist auch G,-reversibe] und umgekehrt. 
Dies ist ganz einfach. Man sieht, daB es geniigt, den Aufspaltungssatz beziiglich 
der Halbgruppe G, zu beweisen. Dies geht dann folgendermaBen vor sich: 
Fiir jedes x € § ist die Menge G,(x) schwach-kompakt und G,-invariant. Das 
System aller nichtleeren schwach-abgeschlossenen G,-invarianten Teilmengen 
von @,(x) ist induktiv, d.h. es erfillt die Voraussetzungen des Zornschen 
Lemmas (BourBAKI [2], 8. 37). Nach dem Zornschen Lemma enthilt es also 
eine minimale Menge M. Jeder Vektor r € M ist offenbar G,-reversibel. Man 
zeigt leicht, daB G,x = G(x) (x € H) gilt. Wir bestimmen zu beliebigem 
x €¥ ein R ¢ G, mit reversiblem R x; dann kann man U ¢ G, mit U R(R z) 
= Rx bestimmen. Mit r= 0 Rx, f= x—r gewinnt man dann eine Zer- 
legung (9). — Nun betrachten wir im dualen Raum 9’ die zu G, duale Halb- 
gruppe G;; ihre Elemente P’ sind durch 
(Px, 2')= (x, P’2’) (x€H, 2'¢9') 

gegeben. Innerhalb von §’ verwenden wir die sog. s-Topologie; eine Um- 
gebungsbasis fiir diese Topologie ist an der Stelle O’ ¢ 9’ durch die simtlichen 
Mengen der Gestalt 

W= {z’ | |(zq, z’)| <e,0=1,...,7} (x,€H, e > 0 bel.) 
gegeben. Man beweist leicht die folgende Aussage: Die Einheitskugel €’ 
= {x’ | |a’|| < 1} ist Kompakt (Boursakt [3]}) beziiglich der s-Topologie. Damit 
hat man alle Mittel in der Hand, um die fiir G, mit der schwachen Topologie 
angestellten Uberlegungen auf ©j mit der s-Topologie zu iibertragen. Wir 
gewinnen so fiir jeden Vektor 2’ € 9’ eine Zerlegung 


z= r’ of. f", r’ € R’, fe FF. 
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Zwischen den Raumen %, fF’ und ebenso zwischen den Réumen F,X’ be- 
stehen nun Orthogonalitdtsrelationen, mit deren Hilfe man beweisen kann, 
daB RN und F abgeschlossene G,-invariante lineare Teilriume von § sind, 
und daB die Zerlegung [9] eindeutig, linear und G,-invariant ist (vgl. Ja- 
cons [18, 19]). Aus der Tatsache, daB jedes 7 ¢ G, beziiglich eines jeden 
Vektors r€Q eine Inverse U ¢ G, besitzt, kann man nun — unter Aus- 
niitzung der bisher gewonnenen Ergebnisse — verschirfend schlieBen, daB G, 
in R eine Gruppe induziert. Die restlichen Aussagen des Aufspaltungssatzes 
sind dann leicht zu beweisen. 


B. Extremale Zustiinde. Der Satz von KREtN-MILMAN 


Der Inhalt von § 1 B kann praktisch woértlich ibernommen werden. Wir 
haben lediglich einzufiigen, daB nach Satz 14 und Annahme (S) die Menge 
W=BA\NR schwach-kompakt wird. Ein bekannter Satz von Krety-MILMAN 
lautet : 

Satz von Kremn-MiLMAN. Eine konvexe kompakte Menge R in einem 
lokalkonvexen separierten topologischen Vektorraum ist stets mit der abgeschlossenen 
konvexen Hiille der Menge ihrer Extremalpunkte identisch. 

Anmerkung. Der Satz von Krern-MILMAN ist eine direkte Verallgemeine- 
rung des Satzes von MinkowskI. Wie man den Satz von MinkowskI durch 
ein (wegen der Endlichkeit der Dimension abbrechendes) Dimensions-Absteige- 
verfahren beweisen kann, so kann man den Satz von KREtN-MILMAN durch 
ein transfinites Absteigeverfahren (mittels des Zornschen Lemmas und unter 
Verwendung von Stiitzhyperebenen) beweisen, wobei die Kompaktheit von R 
an die Stelle der Endlich-Dimensionalitét von § tritt (vgl. Boursaki [4], 
GopEMENT [14]). Es scheint mir bemerkenswert, dafS man den Begriff des 
Extremalpunkts und den Inhalt des Satzes von Krern-MILMAN formulieren 
kann, ohne irgendwie von der Existenz von Punkten auferhalb von R Gebrauch 
zu machen (vgl. hierzu den Begriff des konvexen Raumes von H. KNESER [20)). 
Der oben angefiihrte Beweis des Satzes beniitzt Stiitzebenen, also Raum- 
elemente auBerhalb von R. Es ware wiinschenswert, einen Beweis des Satzes 
von KReEIN-MILMAN zu besitzen, der lediglich von Raumelementen innerhalb 
von R Gebrauch macht (und sich daher auf abstrakte konvexe kompakte 
topologische Raiume iibertragen lieBe). 

Wir gewinnen somit die Satze 

Satz 15. I ist die schwach-abgeschlossene konvexe Hiille der Gesamtheit Y, 
aller Extremalpunkte von W. 

Satz 16. Jede Transformation P «G permutiert die Extremalpunkte von W 
(d. h. bildet die Menge %, der Extremalpunkte von YW eineindeutig auf sich ab). 


C. Trigerfremdheit der extremalen Zustinde. 
Endlichkeit der Menge aller extremalen Zustéinde 


Die Menge M ¢& heiBe ein Trager von x € , wenn 
x(EB) = x(E\ M) fir jedes EF «B 
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gilt. Der Trager von z ist also durch zx im allgemeinen nicht eindeutig be- 
stimmt; es gibt im allgemeinen keinen minimalen Traiger. Wir beniitzen nun 
die bereits am Anfang des § 2 erwihnte Tatsache, daB sich jedes x ¢ § auf 
genau eine Weise in der Form 


z=2t+—2z mit zt,2-20, |z] = |2*] + Iz] 


darstellen la8t. Dann kénnen wir den Inhalt des § 1 C nahezu wortlich auf 
unseren Fall iibertragen. Wir erhalten insbesondere die Definition 


an\y=x—(x— y= y—-(y— ze h (x, y¥ © §) 
und den 

Satz 17. Zwei verschiedene extremale Zustiinde aus GW besitzen stets zwei 
elementenfremde T'réger. 

Zum Beweis hat man lediglich zu bemerken, daB die Trigerfremdheit 
zweier Vektoren x, y€U zu der Relation x7 y= 0 aquivalent ist, welche 
ihrerseits genau wie in § 1 C bewiesen werden kann. 

Satz 18. IW enthalt nur endlichviele extremale Zustinde. 

Beweis. Angenommen, % enthilt unendlich viele extremale Zustinde. 
Dann kénnen wir eine unendliche Folge zx, von paarweise verschiedenen 
extremalen Zustinden aus 8 bilden. Mittels Satz 17 kann man zu jedem z, 
einen Trager M,¢% derart bestimmen, dab 


M,OM,=90 (u + ¥) 


gilt. Nun ist die Menge IB schwach-kompakt ; damit ist zunichst Filterkompakt- 
heit im Sinne von BourBaKI [3] gemeint. Nach einem Satz von EBERLEIN ([10], 
DrgeupONNE-ScuwarmTz [6]) ist die Menge % aber sogar schwach-folgen- 
kompakt, d.h. es laBt sich aus jeder in % enthaltenen Folge eine schwach- 
konvergente Teilfolge auswihlen. Wir kénnen also gleich annehmen, dab 
unsere Folge schwach konvergiert, etwa 


L,> 2x (schwach). 
Jedenfalls ist z ¢ Y. Aus der Fremdheit der Trager M, folgt 
lim z, (M,,) = 0 = x(M,) (= 1,2,...), 


da die auf der linken Seite stehende Folge vom Index y« + | an identisch 
verschwindet. Ferner gilt trivialerweise 


z(Q- U M,)=0. 
pol 


Es ist also z = 0, was zu x € 3 im Widerspruch steht. Wir erhalten den 
Satz 19. N ist die lineare Hiille der Menge W, aller extremalen Zustinde 
in W und damit von endlicher Dimension. G und © induzieren innerhalb von 
R dieselbe Gruppe linearer Transformationen. Diese Gruppe ist endlich und 
permutiert die extremalen Zustinde. 
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D. Zyklische Prozesse 


Bei der Ubertragung des Inhalts von § 1 D auf unseren allgemeinen Fall 
m.icht sich der Umstand stérend bemerkbar, daB man nicht mehr in eindeutiger 
Weise von ,,dem‘ Traiger eines MaBes x ¢ § sprechen kann (vgl. die Defi- 
nition in § 2C). Wir numerieren zunichst wie in § 1 D die Extremalpunkte 
von % nach Zyklen durch: 22 (A= 1,...,L;¢=1,..., 8,). Dann bestimmen 
wir zuniichst irgendwelche paarweise fremden Trager M? der x2. Diese Trager 
kann man dann nach einem naheliegenden Absteigeverfahren (vgl. Yostpa- 
Kaxvtant [28]) durch kleinere Trager EZ? ersetzen, derart, daB [28] 


P (Ei ,,, @) = 1 (w € E?; o mod s,) 
83 L 
gilt. Setzen wir wieder E+ = U £2, E= U E’, so gewinnen wir den 
o=1 a=1 


Satz 20. Zu jedem x € $ gibt es genau ein r € §, derart, daB folgendes gilt 
1. r €R:; r ist also eine Linearkombination der x3, E ist ein Tréger von r, 


die Folge P’r (vy = 1, 2, . . .) ist periodisch. 
2. Es gibt zu jedem x € $ eine Folge P”* (k = 1, 2, . . .) derart, dap 
P’® x (A) +> r(A) (A €B) 
gilt. 
Stets ist <r) = <x). Ist x > 0, 80 ist auch r= 0. Ist x €B, so ist r CDW. 
Hat x den Triger E’, so ist fiir alle y= 1,2,... E* ein Triiger von P’ x. r ist 
also eine Linearkombination der Vektoren x},..., — Ist y €B beliebig vor- 


gegeben, so kann man zuséitzlich die Triger E?, E* so bestimmen, dap keine 
y-mapkleinere Teilmenge von E* Triger aller MaBe P’x (y= 1,2,...) wird, 
wie man auch x € , x ¢F mit E* als Triger wihlt. Ist E? Trager von x, so ist 
E?,, Triiger von P x(o mod s,). Es gilt 


P (E2,,, w) = 1 fiir alle w ¢€ EB? (o mod s,). 
Der Satz 11 iiber die Eigenwertstruktur stochastischer Matrizen iibertragt 


sich wértlich auf stochastische Kerne, die einen die Annahme (S) erfiillenden 
Markoffschen ProzeB erzeugen. 


E. Einparametrige Prozesse 


Der Inhalt von § 1 E tibertrigt sich —- mit Ausnahme der Anmerkung — 
nahezu wortlich auf unseren Fall. Insbesondere haben wir den 

Satz 21. Der betrachtete Markoffsche ProzeB sei einparametrig. Dann ist 
jeder reversible Vektor r ©R stationdr (fix). Zu jedem x © $ gibt es genau einen 
fixen Vektor r €R und eine Folge t, — ~~, derart, dap 


lim (P(t,) 2) (A) = r(A) (A €B) 
gilt. Stets ist <r) = <x); ist x = 0, 80 ist auch r = 0; ist x CD, so ist r EB. Ist 
a, (e=l,..., 8) eine Durchnumerierung der extremalen Zustinde in %%, so 


kann man zu jedem x, einen Triger E, derart bestimmen, daB folgendes gilt: 
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Ist E, ein Triger von x, so ist E, auch Triger von P(t) x fiir alle t= 0. 
Es gilt dann r= « 2,(a= (x)). Es gilt 


P, (E£,, w) = 1 fiir alle w € E,,. 


Ist y €D beliebig vorgegeben, so kann man zusiitzlich die Trager E,, so bestimmen, 
daB keine y-maBkleinere Teilmenge M von E, Triiger aller P(t) x (t = 0) wird, 
wie man auch x € H, x ¢F mit EL, als Triger gewihlt haben mage. 


§ 3. Hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Annahme (8) 


Die Annahme (8), die wir unserer Theorie zugrundegelegt haben, ist 
funktionalanalytisch-topologisch formuliert. Es erhebt sich die Frage, wie 
man es den stochastischen Kernen p ¢ G ansehen kann, ob die Annahme (S) 
erfullt ist. 

DoEBLIN [7], Doos [9] und Yostpa-KakuTani [28] haben eine Theorie 
der Markoffschen Prozesse unter der folgenden Annahme durchgefiihrt : 

Annahme (D). Es gibt in G einen Kern p(E, w), es gibt ferner ein 1,6 B 
und zwei reelle Zahlen , 8 mit u > 0, 0 < & < 1, derart, daB aus E ¢B, x, (EB) < 
stets 

p(E, w) <8 fiir alle w¢ Q 
folgt. 

Doos [9] fiihrte die Theorie unter der Annahme (D) direkt maBtheoretisch 
durch; zur Uberwindung der im allgemeinen Falle auftretenden Abzihlbar- 
keitsschwierigkeiten wurde eine etwas raffinierte Differentiationstheorie fiir 
MaBe beniitzt. Auch Yostpa-KakutTAnI [28] beniitzten eine Differentiations- 
theorie fiir MaBe, behandeln aber nur Fille, in denen G geeignete Abziahlbar- 
keitseigenschaften besitzt, derart, daB die Differentiationstheorie eine ein- 
fache Gestalt erhalt; sie folgern mit ihrer Hilfe aus der Giiltigkeit der An- 
nahme (D) die Giiltigkeit einer sehr bequemen funktionalanalytischen 

Annahme (K). © enthdlt eine stochastische Transformation P, die eine 
Zerlegung 

P=V+QR 


in einer vollstetigen linearen Transformation V und eine lineare Transformation R 
mit |R\ < 1 gestattet. 

Dabei wird eine Transformation V in 9, wie iiblich, vollstetig genannt, 
wenn die Menge V €= {Vz |x| <1} bedingt stark-kompakt ist (es ist hier 
gleichgiiltig, ob man Filter- oder Folgenkompaktheit meint). 

Unter der Annahme (K) ist eine Theorie der Markoffschen Prozesse be- 
reits von Kry.Lorr-Boco.LiouBorr [21] durchgefiihrt worden; Yosrmpa- 
KAkuTANI [28] bringen wesentliche Verschirfungen dieser Theorie. 

In diesem Paragraphen zeigen wir, daB die Annahme (K) allgemein aus 
der Annahme (D) folgt. Irgendwelche Abzihlbarkeitsannahmen sind dabei 
iiberfliissig. Von einer Differentiationstheorie im oben erwihnten Sinne wird 
dabei nicht Gebrauch gemacht ; beniitzt werden im wesentlichen : der Zerlegungs- 
satz von LEBESGUE, der Satz von Rapon-NrkopyM und der Konvergenzsatz 

Math. Ann. 123 26 
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von LeBEescue (vgl. HatMos [16]). Hauptinstrument ist die Filtertheorie 
(BourBaKI [3}). 

Aus der Annahme (K) laBt sich ohne Schwierigkeit die 

Annahme (ST). Die starke Hiille von © enthilt eine (stark) -vollstindige 
Transformation T 
folgern, die natiirlich erheblich starker ist als die Annahme (S). (Die 
starke Hiille von © ist analog wie die schwache Hiille erklirt, nur daB starke 
anstatt schwache Umgebungen verwendet werden. Aus der Annahme (ST) 
lassen sich naturgem&B schirfere Aussagen iiber die Konvergenz der Zustiinde 
gegen ihre reversiblen Komponenten, sowie gewisse Vereinfachungen der 
Beweise herausholen. 

Die Annahme (D) ist also mindestens ebenso scharf wie die Annahme (S). 
DaB sie wirklich schirfer ist. und sogar schirfer als die Annahme (ST), zeigt 
das folgende 

Beispiel. Q sei die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,.... @ sei der 
Borelkérper aller Teilmengen von 2. Man sieht sofort, daB jedes x € § ein- 
deutig durch eine Folge z,(y ¢ 2) reeller Zahlen mit absolutkonvergenter 
Reihe > |z,| gegeben ist: 

«(£)= »' x, (E €®). 
veE 
Umgekehri entspricht jeder derartigen Folge z, genau ein x € §. Entsprechend 
kann jeder stochastische Kern p(£,m) durch eine Matrix p;, mit p,;,= 0, 
» Pix= 1 gegeben werden. Wir betrachten nun den durch die Matrix 


6:4:,, far k2=2 
Pi.= . 

6,, fir k=1 
gegebenen zyklischen ProzeB. Offenbar ist dann die Annahme (D) nicht er- 
fillt. Andererseits iiberzeugt man sich leicht, daB die der Matrix 

Pix= 951 (i, FE Q) 
entsprechende Transformation 7 zur starken Hiille von G gehért. Da TG 
eindimensional ist, ist 7’ stark vollstetig, d. h. die Annahme (ST') ist erfiillt. 


Wir gehen nun an die: Durchfiihrung des soeben skizzierten Programms. 
Satz 22. Sind die Vektoren a, b € $ beliebig gewéihlt, so ist die Menge 


M= {x|asxsd} 


(i, RE Q) 


schwach-kompakt. 

Beweis. Jedes Filter F in M ist natiirlich beschrankt. Ist F ein Ultrafilter, 
so ist fiir jedes H€% das Filter F(Z) (vgl. Hilfssatz 1) ein beschriinktes 
Ultrafilter auf der reellen Zahlengeraden, also konvergent. Nach Hilfssatz 1 
(man setze etwa z= a(a++a-+ 6*+ 6-) mit passendem «> 0 [der Fall 
a= b= 0 ist trivial]) ist unser Satz bewiesen, wenn wir zeigen, daB durch 


x(£) = limF (2) (E €B) 


ein Element xz ¢ M definiert ist. Hierzu ist nur noch die Volladditivitét von x 
zu beweisen. Es ist unmittelbar einzusehen, daB x endlich-additiv ist, d.h. 
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. daB fiir endlichviele paarweise elementfremde Mengen £,,..., £,,¢B stets 
2(£,U...UE,) = 2(#,) + +--+ 2x(E,) 
gilt. Da® entsprechendes auch fiir abzaihlbar viele Z,¢@% gilt, folgt aus der 


Aussage 
e limz(A,)=0 fiir jede absteigende Folge A,¢@B mit M A,=0. 
. Diese Aussage ist aber unmittelbar aus der Beziehung 
e a(A,) < x(A,) S b(A,) 
r herzuleiten. q.e.d. 
Anmerkung. Eine Verallgemeinerung von Satz 22 auf abstrakte L-Raiume 
). wurde von F. Riesz [25] sehr elegant bewiesen. 
t Definition 7. Es sei n > 0, x,¢ U gemaiB der Annahme (D) bestimmt. Wir 
setzen 
r R= {2|220, Iz] <1} 
\- 1 
a Ry= |z|OS2S— x. 
Die Mengen &, und &, sind jedenfalls konvex und schwach-abgeschlossen. 
Die Menge &, ist nach Satz 22 schwach-kompakt. 
5 Satz 23. Hs seien der Kern p(E,w), das MaB x,<B und die reellen Zahlen 
d n>0, & mit 0< 0 <1 gemaP der Annahme (D) gewéhlt und P die dem 
) Kern p(E, w) entsprechende stochastische Transformation in 9. Dann gilt: Fiir 
jeden Vektor x € R, besitzt der Vektor Px eine Zerlegung 
P ©= Ag+ Jo, M& Ro Jo€ Ri, Gol] SF |z| - 
) Beweis. Wir betrachten die Lebesguesche Zerlegung von Px beziiglich x, 
Nach dem Satz von Rapon-NrkopyM kénnen wir gleich schreiben 
a 
(Px) aeat | p(w) to(d w) + (Px) (EON) (E €B), 
) wobei p(w) eine x,-integrable Funktion mit g(w) = 0 und N¢B, 2(N)= 0 
5 ist. Setzen wir 
M = {| gw) >| 
: oo oF 
so ist M €B, x (M) < yn. Ist R= MUN, so ist auch x,(R) < 7» und somit 
p(R, w) = 8 (wm € Q). Hieraus folgt 
(Px) (ER) s@ |x} 
r, (Px) (EA(Q—R))= f  glw)x(dw) <1 2(B). 
“8 En(Q—R) Vv] 
1 Mit 
ll a,(Z) = (Px) (EB (Q2— R)) 
h go(E) = (Px) (E\R) 
3) ist dann die Behauptung unseres Satzes erfiillt. 
x Satz 24. Hs sei die Annahme (D) erfiillt und es seien 4 > 0, 0, 2B, 
7 P¢€@ mit 0<8 <1 gemaéB der Annahme (D) gewiihlt. Dann gibt es eine 


26* 
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Zerlegung 
P=K+B 

von P in zwei lineare Transformationen K, B von $ mit folgenden Eigenschaften : 

1. KR, CR,; K bildet Ht = {x | x = O} in sich ab. 

2. |B) <8, d.h. |B] <8 |x} (x € H), B bildet $* in sich ab. 

Beweis. Wir gehen auf die Definition (7) der Abbildung P zuriick und 
beniitzen die Darstellung des Integrals als Teilungsintegral. Eine Zerlegung 

Q= E,u-:-VE, 

von Q in endlichviele paarweise fremde nichtleere Mengen aus G heiBt eine 
Teilung & von 2 mit den Teilen £,,.... , £,. Eine Teilung © heiBe feiner als 
eine Teilung & (oder: heiBe eine Unterteilung von £), wenn jeder Teil von © 


in einem Teil von & enthalten ist. Endlichviele Teilungen besitzen stets eine 
gemeinsame Verfeinerung. Das System 2 aller Mengen der Gestalt 


M = {&|¢ ist Verfeinerung von G} 
mit beliebigen Teilungen ©, bildet eine Filterbasis im Raume der endlichen 
Teilungen (BourBAKI [3], 8.9). Wir erginzen sie zu einem Filter und ver- 
feinern dieses zu einem Ultrafilter F. Zu jeder Teilung I mit den Teilen 
E,,..., £, wahlen wir nun ein System von ,,Zwischenpunkten“ w, ¢ E, 
(v= 1,..., n) fest. Sodann ordnen wir der Teilung F eine lineare Transformation 
P; in § zu, nach folgender Vorschrift : 


(Pz x) (EZ) = 3’ p(E, w,) x(E,) . 


vy=1 
Ps hat stets die Schranke 1. Bei dieser Abbildung des Systems aller Tei- 
lungen in die Menge aller Abbildungen der Norm-Schranke | geht das Ultra- 
filter F in ein Ultrafilter Py iiber. Es ist klar, was man fiir beliebiges x ¢ 9 
unter dem Ultrafilter P,x zu verstehen hat. Nun gewinnen wir 


lim (P,x) (EZ) = (P x) (2) (EF €SB;2€ 9H). 
Neben dem Ultrafilter P, bilden wir nun ein zweites Ultrafilter: Nach Satz 23 
hat man — falls man fiir x geeignete DiracmaBe einsetzt — fiir jedes feste 
w € Q eine Zerlegung 
p(B, w) = a(E) + gE) 
mit a € Ro, J € R,, |g < 0. Wir denken uns fiir jedes w ¢ Q eine solche 
Zerlegung festgehalten und setzen nun 


(Kq¢x) (EZ) = 2 ay” (E) x (E,) . 


Dann ist Kg eine lineare Abbildung in , die $* in sich tiberfiihrt und A; R, ¢ 
C R, liefert. Analog wie vorhin bilden wir das Ultrafilter Ky, und betrachten 
die Ultrafilter K,x zunichst fiir z € R,. Dann ist K,zx ein Ultrafilter in der 
(nach Satz 22) schwach-kompakten Menge R& , konvergiert also schwach. 
Es ist klar, daB K,x sogar fiir alle z € $ schwach konvergiert. Setzen wir 


K x= lim Kya (schwach) (a € 9). 
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so ist K eine lineare Transformation in §. Es gilt 
K&R, CR, K H* CH*. 
Setzt man B= P — K, so gilt offenbar, falls man 


(Bz x) (EZ) = S gf” (E) x(E,) 
v=1 
setzt und By, analog wie K, bildet, 
(Bx) (E) = lim(Byx) (E) (E €B). 


Hieraus ergibt sich unmittelbar die Aussage 2 unseres Satzes. 

Anmerkung. K und B hiangen nach den voranstehenden Uberlegungen 
von folgenden Gegebenheiten ab 

1. von der Wahl der Zerlegungen 


p(E, w) = a (EB) + g(B) (w € Q). 


2. von der Wahl der Zwischenpunkte w, zu den einzelnen Teilungen f. 


3. Von der Wahl des Ultrafilters F. 
Satz 25. Zu jedem e> 0 gibt es eine natiirliche Zahl n derart, dap eine 
Zerlegung 
P»e—=V+R 


von P" in lineare Transformationen V, R in % existiert, wobei V stark-vollstetig 
und |R\| < « ist. 
Beweis. Wir beniitzen die in Satz 24 gewonnene Zerlegung 


P=K+B. 
Durch Potenzieren erhalten wir fiir beliebiges n eine Darstellung 
P*—=V+iR, 


wobei V Summe von K-B-Produkten ist, in denen K mindestens zweimal 
vorkommt, waihrend R Summe von héchstens n +1 K-B-Produkten ist, 
in denen B mindestens (n — 1)-mal vorkommt. Wir kénnen daher gleich ab- 
schatzen 


|R| s(n + 1) 6. 


Wir wahlen nun n derart, daB |R| < «¢ wird. Nun haben wir nur noch nach- 
zuweisen, daB V stark-vollstetig ist. Hierzu geniigt es, folgendes zu beweisen: 
Jede Transformation der Gestalt 
KAKC 

mit beliebigen Transformationen A, C, welche ||A\|, ||\C|) <1, A 9*,C H* CH* 
erfiillen, ist stark-vollstetig. Dies la8t sich folgendermaBen einsehen: Offenbar 
geniigt es, nachzuweisen, daB die Menge K A K C &, bedingt stark-kompakt 
ist. Es sei also x, eine beliebige Folge aus &,. Dann ist K C 2, eine Folge 
aus Ry. RK, ist schwach-kompakt. Dabei ist es nach einem Satz von Eser- 
LEIN ({10]; Drevponn&-Scnwartz [6]) gleichgiiltig, ob wir Filter- oder 
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Folgenkompaktheit meinen. Wir kénnen also eine schwach-konvergente Teil- 
folge K C x, der Folge K C x, bestimmen: 


lim KC z,,= x€ 8, (schwach). 
Hieraus folgt 
lim A K C x,,= A x (schwach). 
ico 
Wir sind also sicher fertig, wenn wir zeigen kénnen: Ist g,>g (schwach), 
9, € R,, so ist 
Kg,— Kg (stark). 


Ist h € R,, so ist k= Kh € R,, also gilt 
(A) k(E) ae? 5 p(w) x (ew) . 


Hierbei ist y(w) eine nichtnegative G-meBbare Funktion mit der Schranke : ; 
Ist h € § beliebig, so ergibt sich mittels der Zerlegung h = h+—h-: Kh=k 
besitzt eine Darstellung (A), wobei p(x) eine G-meBbare Funktion mit der 


Schranke ; \A| ist. Fiir jedes m € Q ist also durch die Vorschrift 
L,,(h) = p(w) 
eine Funktion L, auf 9 erklart, mit |L,,(h)| < ; |h|. Wir wollen erreichen, 


daB L,,(h) stets auch linear von h’ abhingt. Dies ist im allgemeinen nicht ohne 
Einschrinkung erreichbar. Fiir unsere Zwecke geniigt es aber vollstindig, 
wenn wir h auf den von den g, und g erzeugten linearen (nicht notwendig 
abgeschlossenen) Teilraum 9, von § einschrinken. y durchliuft dann den 
von den Funktionen 9,, gy, die gem&éB (A) zu den g,, g gehdren, erzeugten 
linearen Raum @®,. Niitzen wir aus, daB die y noch auf x,-Nullmengen ab- 
geindert werden kénnen, so ergibt sich, wegen der Abzihlbarkeitseigen- 
schaften von ®,, daB man durch Abinderung der y ¢ ®, auf einer einzigen 
festen x -Nullmenge die Linearitat simtlicher Funktionen L,, erzwingen kann, 
ohne daB deren Beschranktheitseigenschaft verloren geht. Es ergibt sich so- 
mit, daB L,, fiir jedes feste wm ¢ Q eine stetige Linearform auf 9, wird, die sich 
in bekannter Weise zu einer stetigen Linearform auf ganz $ erginzen laBt. 
Aus der schwachen Konvergenz g, > g folgt nun 


Lo(g) > Lo(9) (w € Q) 
d. h. P,(w) > y(@) (wm € Q), 
woraus nach dem Satz von LEBESGUE 
lim f |@,(@) — y(@)| xo(d w) = 0, 
d. h. men Kg,—> Kg (stark) 
folgt. 


Satz 26. Gilt die Annahme (D), so enthilt die starke Hiille G von © mindestens 
eine stark-vollstetige Transformation. 





—— 
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Beweis. Aus Satz 25 folgert man: Ist x ¢ $ beliebig vorgegeben, so kann 

man zu jeder natiirlichen Zahl n eine Folge z,,¢V |x] € (y= 1,2...) mit 
[ne — pr? x] <(n + 1) "1 

bilden. Verfeinert man das der Folge der natiirlichen Zahlen » entsprechende 

Fréchet-Filter zu einem Ultrafilter, so erhilt man aus den Folgen z,, bzw. 

P+’, P™ ebenfalls Ultrafilter FS bzw. PF, F. Die Filter F konvergieren 


nach Satz 25 stark gegen Limespunkte z,. Man sieht nun sofort (Diagonal- 
verfahren), daB die Folge z, stark konvergiert und daB 


lim Fz = limz, (stark) 
noo 
gilt. Setzt man 
Tx= lim Fr, 


so ist — wie leicht einzusehen — 7 eine stark vollstetige lineare Transformation 
aus ©. q.e.d. 


§ 4. Verschirfte Konvergenzaussagen 


Ersetzt man die Annahme (8) durch die wesentlich schirfere Annahme (D), 
so kann man die in Satz 20 und Satz 21 gemachten Konvergenzaussagen 
erheblich verschiarfen. 

Satz 27. Hs gelte die Annahme (D). Dann gibt es eine Transformation 
P €G, derart, daB 


(10) ISfiss dl 


fiir alle f €& gilt. Ist der betrachtete Markoffsche ProzeB zyklisch oder einpara- 
metrig, so bedeutet dies: fiir jedes x € ¥ gilt 


lim | P(t) xz — P(t)r|=0. 
+—>00 
Die Konvergenz erfolgt mit exponentieller Geschwindigkeit. 
Beweis. Wir kénnen gemaB Satz 25 ein Q ¢ G derart bestimmen, daB eine 
Zerlegung 
Q=V+R 
mit stark-vollstetigem V und | R| < ; existiert. Setzt man €,= {z|2¢§F, 


|v] = 1}, so ergibt sich: 
Es gibt endlichviele Vektoren /,, . . ., /,€ €, derart, daB zu jedem Vektor 


f € &, ein o mit 1 
lOf- Q fel < 4 
existiert. Unter Zuhilfenahme von Satz 14 findet man zu jedem o eine Trans- 
formation Q,€ G mit 
1 
Ie fell < z° 
Fir S= QQ,...Q, ergibt sich nun 
1 
ISfl <3 (f € Ep), 
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woraus (10) folgt. Die restlichen Aussagen des Satzes ergeben sich nun un- 
mittelbar. 


§ 5. Anwendungen 


Das Erneuerungsproblem laBt sich bekanntlich mittels der Theorie der 
Markoffschen Prozesse behandeln (vgl. FELLER [12]). Allerdings mu8B man 
einige kiinstlich erscheinende Annahmen machen, um zu erreichen, dab der 
auftretende Markoffsche ProzeB die Annahme (D) erfiillt. Die in der Ein- 
leitung erwahnte Methode 3 erlaubt die Behandlung des Problems in voller 
Allgemeinheit. 

Weniger bekannt ist die Anwendung auf die Paretosche Theorie der 
stationiren Einkommensverteilungen. Man teilt die Individuen einer Gesamt- 
wirtschaft in endlichviele Einkommenklassen und nimmt (zeitlich konstante) 
jahrliche Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Klassen an. Auch die 
Phiainomene von Sterben und Nachwuchs lassen sich hierbei beriicksichtigen. 
Die Verteilung der Bevélkerung iiber die Klassen verhalt sich dann asympto- 
tisch periodisch, bzw. wenn man die plausible Annahme macht, daB simtliche 
Ubergangswahrscheinlichkeiten positiv seien, asymptotisch konstant. Die 
Klasseneinteilung nach der GréBe des Einkommens erscheint reichlich roh; 
immerhin ist es neuerdings gelungen, wesentliche Ziige der empirischen Ver- 
teilungskurven aus einem plausiblen theoretischen Ansatz heraus zu gewin- 
nen (RUTHERFORD [26]). 

Selbstverstandlich kann man eine beliebig verfeinerte Klasseneinteilung 
theoretisch zugrundelegen. Ferner kann man die Forderung der zeitlichen 
Konstanz der Ubergangswahrscheinlichkeiten fallen lassen; es geniigt, ihre 
Periodizitét zu fordern; die Theorie der Markoffschen Prozesse mit periodi- 
schen Ubergangswahrscheinlicheiten lat sich durch einen einfachen Kunst- 
griff auf den stationaren Fall zuriickfiihren (Doos [9]). Man findet als Er- 
gebnis: Die Verteilung der Bevélkerung iiber die Klassen verhilt sich asympto- 
tisch periodisch, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten (etwa unter dem 
EinfluB regelmaBiger Konjunkturschwankungen) periodisch sind; die Periode 
der Verteilung ist ein ganzzahliges Vielfaches der Periode der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten. 
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Zur Theorie der analytischen Mannigfaltigkeiten 
im Raume von n komplexen Veranderlichen 
Die Fortsetzung analytischer Mengen in Gebieten mit analytischen Schlitzen 
Von 
Wo.reane Rorustein in Marburg a. d. Lahn 
Einleitung 


1. In [2] wurde gezeigt, daB die Bildung der Holomorphiehiille H (@) 
eines Gebietes G durch analytische Schlitze nicht beeinfluBt wird*). Ist z. B. 
M eine in H(G) analytische Menge, so ist H(G — M) 2 H(G) — M. Die gleiche 
Relation ergab sich fiir wesentlich allgemeinere Schlitzmengen M. Hier soll 
nun das entsprechende Problem bei der Fortsetzung analytischer Mannig- 
faltigkeiten behandelt werden. Das Verfahren meiner Arbeit [2] kann man 
nicht verwenden, da ein Analogon fiir die Holomorphieradien, mit deren Hilfe 
die Siaitze gewonnen wurden, bei den analytischen Mengen fehlt. Die im 
folgenden benutzte Methode laBt sich dagegen auch bei der Fortsetzung von 
Funktionen f(z, , .. . , z,), » = 2 anwenden. 

2. Zur Erlaiuterung des Problems seien K,c A Kugeln des C"(n = 3) und 
M eine analytische Menge in K. Es gilt (vgl. [3]) 

a) g*(k = 2) sei eine k-dimensionale in K — K, analytische Menge. Dann 
gibt es genau eine in K analytische Menge gk, welche in K — Ky mit g* iiberein- 
stimmt. 

Unten wird gezeigt, daB auch gilt: 

a’) g*(k => 2) sei in (K — K,) — M analytisch. Dann gibt es genau eine in 
K — M analytische Menge g* , welche in (K — Ky) — M mit g* iibereinstimmt. 

Wir sagen kurz: a) gilt auch in der Kugel K mit dem Schlitz M. Es ist 
das Ziel dieser Arbeit zu zeigen, daB alle Ergebnisse iiber die Fortsetzung ana- 
lytischer Mengen aus [3] und [4] erhalten bleiben, wenn die Gebiete an einer 
Menge M einer bestimmten Klasse geschlita sind. Und zwar gilt das fiir die 
Mengen M, die ich in [2] ,,F-Mengen“ genannt habe. 

Definition. 1. M ist eine F-Menge erster Art (beziiglich G), wenn gilt: 
Zu jedem Punkte P aus G gibt es eine Umgebung U und dazu erstens endlich 
viele in U holomorphe Funktionen f,, . . . , f, und zweitens ebene harmonische 
Nullmengen £,,.... E, mit der Eigenschaft: U 7 M =(f,— = ---=f,- 
— ¢= 0) U, wobei die c, unabhingig voneinander die Z, durchlaufen. 


*) Vgl. dazu auch H. Gravert u. R. Remmert: Konvexitat in der komplexen Ana- 
lysis. Comment. Math. Helvet. 31, Fasc. 2/3 (1957), insbesondere Satz 7. 
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2. M ist F-Menge zweiter Art, wenn M die Vereinigung von endlich vielen 
F-Mengen erster Art ist. 

Zum Beispiel sei G der projektive C" und M die Vereinigung von endlich 
vielen algebraischen Flachen beliebiger Dimension. Das ist eine sehr spezielle 
F-Menge (beziiglich C"). Weiter sei €* eine abgeschlossene g-dimensionale 
analytische Epene und U eine volle Umgebung von ©. Anstelle von Satz 8 
aus [3] bekommt man auf Grund dieser Arbeit den allgemeineren : 

g* sei in U — M analytisch und irreduzibel und besitze auf €¢ Grenzpunkte. 
Es sti qi+k2n+1. Dann laépt g* sich zu einer in C"— M analytischen 
Menge gi, fortsetzen. Ferner gibt es eine Umgebung V von ©, in der gt = g* ist. 

3. Die hier behandelte Aufgabe ordnet sich einer Fragestellung unter, die 
die neuere Entwicklung der Theorie der Funktionen einer Verinderlichen 
nahe legt. Dort ist die besondere Rolle der harmonischen Nullmengen ein- 
gehend untersucht worden. Die F-Mengen sind ein Analogon zu diesen Null- 
mengen, und die Frage lautet: Welche Sitze der Funktionentheorie im.C* 
bleiben erhalten, wenn man von einem Gebiet G zu dem geschlitzten Gebiet 
G — M iibergeht (M eine F-Menge)? Hierzu gibt [2] und die vorliegende Ar- 
beit einen Beitrag. Es scheint mir von Interesse zu sein, daB auch eine andere 
grundlegende Aussage aus der Theorie der analytischen Mengen zu diesen 
Satzen gehort. 

G sei beschrinkt und M eine F-Menge beziiglich G. Weiter sei f' eine ein- 
dimensionale analytische Menge in G — M. Dann besitzt f! auf dem Rande von 
G Héufungspunkte. (Beweis unter A 2, Satz c.) 

Dieser Satz spielt auch in unserer Untersuchung eine entscheidende Rolle. 

4. Die Grundlage dieser Arbeit bilden Sitze aus [4], die hier angefiihrt 
seien. Die Variablen sind (z,,..., 2, W,,...,W,; p+q=n). Z ist ein un- 
beschriinktes Gebiet des z-Raumes, etwa Z =(|z,| >1; i=1,...,p), und 
S = (z aus Z, w beliebig). Und G,¢ G seien beschrinkte Gebiete des C*. 

Existenzsatz. Voraussetzungen: 1. G ist r-konvex. 2. g* ist in S > (@ — G,) 
analytisch und irreduzibel und kommt dem Rand von @ beliebignahe. 
3.k+re2n+p. 4. SOG ist zusammenhingend. 

Dann gilt: a) g* laBt sich zu einer in S/\G@ analytischen Menge g* fort- 
setzen. b) In einer passenden Umgebung des Randes von G ist gi = g*. 

Identititssatz. Voraussetzungen. 1. g*, gf sind in S/\G analytisch. 2. g* 
= gh in S\(G—G,). 3.k =p. 4. SG ist zusammenhingend. 

Dann ist gf = gf in SAG. 

Anmerkung. Wir werden diese Siatze nur fiir den Fall brauchen, daB G, 
und @ Polyzylinder sind. Dann ist r= n — 1 und die Dimensionsbedingung 
reduziert sich auf k > p + 1. Ferner gilt hier g& = g* sogar in G — Gy. SchlieB- 
lich ist in diesem Falle die Bedingung, daB g* dem Rand von G beliebig nahe 
kommt, iiberfliissig (vgl. Satz 10 aus [3] und Satz 2 aus [4)). 

Auch diese Siatze bleiben richtig in G —- M, wenn M eine F-Menge (be- 
ziiglich @) ist. 

5. Da die Ergebnisse iiber die globale Fortsetzung in [3] und [4] lediglich 
auf den beiden Siatzen lokaler Natur: Satz 2 und Satz D” aus [3], 8. 125 
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beruhen, geniigt es nachzuweisen, daB diese auch beim Vorhandensein von 
Schlitzen weiter gelten. In allen Beweisen werden diese Satze nur auf Hyper- 


n 
flé chen einer der einfachen Formen = |z,|"+ a » |z,|?— 8 = 0 (a, 8 > 0) und 
T 


n 
y= — |x|? + ay |z\?+ B=O0 (O<a<1; B >0) angewandt. Auf diese ¢ 
I 


kénnen wir uns beschriinken. Nicht alle beteiligten g brauchen die gleiche 
Form zu haben. Da aber die zweite ein projektives Bild der ersten ist und wir 
uns nur auf Eigenschaften stiitzen werden, welche bei projektiven Abbildungen 
erhalten bleiben, diirfen wir in den Satzen stets Hyperflachen g = |z,|?+ 


n 
+ a 3’ |z,\*— 6B = 0 nehmen. 
I 


Ist M eine Menge erster Art, so diirfen wir annehmen, da M lokal mit 
Hilfe nur einer Funktion f erklairt ist: MoU =(f—c=0)OU, ¢ aus der 
Nullmenge EZ. Denn ist M,=(f,—¢,) \U; c, aus EZ, und gilt fiir alle 4: g* 
ist in G — M, analytisch, so ist g* auch in G — M M, analytisch. Wegen der 

a 


lokalen Natur der Satze kann weiter vorausgesetzt werden, daB f im betrach- 
teten Gebiet M =(f — c= 0) ist (c durchlaiuft die Nullmenge £) mit einer 
holomorphen und beschrinkten Funktion /. 

6. Auf Grund von 4. reduziert sich die Aufgabe im wesentlichen auf den 
Beweis der Analoga zu Satz 2 und Satz D” aus [3] unter den eben angegebenen 


n 

Vereinfachungen. Es seidemnach @, = |z,|? + « >) |z;/*— 8;(«, 8 >0), P ein Punkt 
1 

auf y= ---= y, = Ound U eine Umgebung von P, U’= Ur N (gy, >0). Endlich 


sei f eine in U holomorphe beschrankte Funktion, Z eine ebene harmonische 
Nullmenge und M = (f — c= 0), c aus E. 

Die zu beweisenden Satze lauten: 

I. (Lokale Fortsetzung im geschlitzten Gebiet) g* sei in U'— M analytisch, 
und es seik>s+1. Dann gilt: a) Es gibt eine Umgebung V CU von P und 
eine in V — M analytische Menge gi, welche in V'=V\U' mit g* iiberein- 
stimmt. b) Ist gt, eine weitere in V analytische Menge und ist gt = gk, in 
V \U’,” 80 sind gk und gk, in einer vollen Umgebung von P identisch. 

II. (Identitéit analytischer Mengen im geschlitzten Gebiet). gt, gk seien in 
U — M analytisch, und es sei k => 8. Weiter sei gt = gt in U'— M. Dann gibt 
es eine Umgebung V von P, so daB gt = g§ in V— M ist. 

Aus I und II ergeben sich genauso wie beim Fehlen von Schlitzen alle 
Satze iiber die globale Fortsetzung im geschlitzten Gebiet, falls die Schlitz- 
menge M eine F-Menge erster Art ist. Insbesondere bekommt man das 
Analogon des Hartogsschen Satzes mit allen seinen Konsequenzen, die in [4] 
abgeleitet wurden, z. B. die unter 4. angefiihrten. Das braucht also nicht 
weiter ausgefiihrt zu werden. 

7. Die Beweise von I und II stiitzen sich auf die Hilfssitze a, b,c. Fiir II 
braucht man lediglich 6. Dagegen ist zur Herleitung von I auBer a noch c 
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unbedingt erforderlich. An dieser Stelle wird der Unterschied zur Fort- 
setzung von Funktionen deutlich. Dort wiirde man mit einem a entsprechenden 
Satz auskommen. Der unter 3. zitierte Satz ist eine Folge von Hilfssatz c. 
Will man unsere Resultate auf komplexe Mannigfaltigkeiten iibertragen, so 
ist es von Bedeutung, daB man nur den rein lokalen Hilfssatz c braucht. 

Zur Gliederung des folgenden: Die Beweise von I, II, Satz c fiir Aus- 
nahmemengen erster Art kommen unter A. Darauf werden unter B die Er- 
gebnisse durch Induktion auf Mengen zweiter Art iibertragen. Damit ist 
gezeigt, daB alle Siatze iiber die globale Fortsetzung auch in geschlitzten 
Gebieten erhalten bleiben. 

Es fehlt nur noch der Nachweis, daB auch die lokalen Sitze in der all- 
gemeineren Form der Arbeit [3] (§ 4, Satz 1 und 2) weiter gelten. Man erbringt 
ihn am einfachsten nach dem Muster, das von der Fortsetzung von Funktionen 
her geliufig ist: Nach einer nichtsinguléren Transformation wendet man das 
Analogon des Hartogsschen Satzes (Satz 10 aus [3]) an, dessen Giiltigkeit im 
geschlitzten Gebiet ja bewiesen ist. Nachtriglich tiberzeugt man sich mit 
Hilfe von Satz c davon, daB bei dieser Konstruktion die fortzusetzende Menge 
wirklich erfaBt wird. Das geht genauso wie unter 5. in dem Beweis von 
Satz 1 aus [3]. 

Hiermit ist das Ziel dieser Arbeit erreicht: Alle Ergebnisse der Arbeiten [3] 
und [4] iiber die Fortsetzung analytischer Mengen gelten auch in Gebieten, die 
an einer F-Menge geschlitzt sind. 


A. Die Beweise von I. und II. fiir F-Mengen erster Art 
1. Die Hilfssttze 


a) In den ersten beiden Siatzen sind (z,, .. .,Z,, Wy, ..-, W,,U);P+q=n 
die Koordinaten des C+! und K,= (|z;— |< r; |w,| <r; |u| <<r);j= 1, ..., p; 
i=1,...,q'). Weiter ist im ersten Satz H = (|z,| > 1; u + 0; w beliebig). 


Hilfssatz a’. Voraussetzungen. 1. g* ist in (K,,— K,.) \H, r,> rz analy- 
tisch. 2.k>p+ 1. 

Behauptung. Es gibt in K,,~\H genau eine analytische Menge gf, welche 
in (K,,— K,,)/\H mit g* tibereinstimmt. 

Beweis. 1. ¢ > 0 sei gegeben, und es sei G,= K,,-(|z;| < 1 + €; |u| >). 
Ist die natiirliche Zahl m groB genug, so hat die Funktion F(z,u) = 2”-u fol- 
gende Eigenschaften: 1. F ist holomorph und eindeutig. 2. Ist R > r, so liegt 
G, ganz in (|F(z;, u)| > 1) A Kp. 3. u= 0 liegt in |F(z;,u)| < 1. 4. Aus 3. geht 
hervor: In (K, — K,,)\(|F(z;,u)| > 1) besitzt g* keine Singularitéten. — 
Wegen der Eigenschaft 2. geniigt es zu zeigen, daB in K, -(|F(z,,u)| > 1) 
eine analytische Menge existiert, welche in (K, — K,.) (|F(z;, u)| > 1) mit 
g* iibereinstimmt. 

2. g* wird vermége U,; = F (z,,u) = zj"-u eine analytische Menge G* des (U, z, 
w, u)-Raumes zugeordnet. Wegen der Eigenschaft 4. ist G* in (K, — K,,) ¢ 
\(\U;| > 1) analytisch. Die (z, w, u)-Projektion von G* ist g*. 

) jf =i,..., p usw. lassen wir von nun an fort. Es bedeutet also z. B. |U,| > 1: 
Fiir alle j gilt |U,| > 1. 
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3. F(z;,u) ist in KX, beschrankt: |F(z,,u)| << _N < N,< N,. Weiter sei &,, 
der Polyzylinder ((z,w,u) aus K,; |U;|< N,). Dann gilt also: (1) G* ist in 
(\U;| > 1) A(&,, — &,,) analytisch. (2) Die Projektion von G* ist g*. 

4. Auf Grund des Existenzsatzes (vgl. Einleitung 4. und die Anmerkung 
dort) gibt es genau eine in R,,7\(|U,| > 1) analytische Menge G§, welche in 
(R,,— R,,) A (\U;| > 1) gleich G* ist. 

5. Alle Komponenten von G miissen R,,— &,, schneiden. Daher gilt 
auf G§ iiberall U;= F(z,,u), da das doch in R, — &,, der Fall ist. Jede Ebene 
(z,w,u) = (2°, w®, u®) trifft infolgedessen Gt in nur einem Punkte. Aus dem 
Einbettungssatz geht dann nach bekanntem Muster hervor, daB die Pro- 
jektion gi von G‘ eine in K,-\(\F (z;, u)| > 1) analytische Menge ist. gi ist 
in (K,,— K,,) \(\F(z;,u)| > 1) gleich g*. Daher ist g) eine gesuchte Menge. 

DaB es keine von gi verschiedene Menge g£, mit den geforderten Eigen- 
schaften gibt, sieht man wieder nach Ubergang zum (U,z,w,u)-Raum. Aus gt, 
entsteht eine Menge G‘,. Alle ihre Komponenten schneiden notwendig 
R,,— R,,. Daher miissen auch alle Komponenten von gf, das Gebiet K,,— K,, 
schneiden. Da in K,,— K,, jedoch g*= gi= gi, ist, folgt gi,— gi. Damit 
ist alles bewiesen. 

Im nachsten Satz wird statt eines Ausnahmepunktes u = 0 eine harmonische 
Nullmenge E£’ von Ausnahmepunkten der u-Ebene zugelassen. Es sei demnach 
jetzt H =(\z,);>1; uw nicht aus EZ’; w beliebig), K,= (\z;— 1| <r; (|w,| < 
<r;,|u| <r). 

Hilfssatz a”. g* sei in (K,,— K,,) \ H, r,> 1, analytisch und k =p + 1. 
Dann gibt es genau eine in K, H analytische Menge g4, welche in (K,,— 
— K,,) \H mit g* iibereinstimmt. 

Beweis. 1. ¢ > 0 und R > 1, seien gegeben, und es sei EF = E’ -\(\u| < R). 
Wir bezeichnen mit B, denjenigen zusammenhangenden Teil von |u| < R, 
dessen Punkte von E einen Abstand > ¢ haben und zu dessen Rand |u| = R 
gehért. Da E die Ebene nicht zerlegt, ist fiir «> 0: lim B,= (|u| < R) — £. 
Alsdann sei G,= K,, 7 (\z;| < 1+ e; u aus B,). 

2. Es handelt sich jetzt darum, eine der Funktion F = z”-u analoge 
Funktion zu finden. Unter 4. wird gezeigt, daB es ein F'(z,u) mit denselben 
Eigenschaften wie z”- u gibt: 1. F ist in Kz holomorph und eindeutig. 

2. G, liegt ganz in (|F(z;,u)| > 1) Ka. Fir alle u aus £ ist |F (z;,u)| < 1. 
4. Aus 3. folgt: In (K,,— K,,) 1 (|F (z;,u)| > 1) besitzt g* keine Singularitaten. 

3. Wegen der Eigenschaft 2. von F geniigt es zu zeigen, da eine in 
K,,-\(\F(z;,u)| >1) analytische Menge existiert, die in (K,,— K,)O 
-\ (\F (z;,u)| > 1) mit g* iibereinstimmt. Das geht woértlich wie im Beweis zu a’. 
Zum vollstindigen Beweis fehlt also nur noch die Konstruktion von F (z,u). 

4. Konstruktion von F(z, u). 


4.1). B, sei wie unter 1. derjenige zusammenhingende Teil von |u| < R, 
dessen Punkte von £ einen Abstand > «¢ haben und zu dessen Rand |u| = R 


2) Vgl. Nevanuryna [1], S. 129. 
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gehért. In (|u| < R) — B, laBt sich zu jedem v= 1, 2,3,... ein Polygon- 
bereich EZ, (Bereich = Vereinigung endlich vieler Gebiete) mit den folgenden 
Eigenschaften bestimmen. Sei HZ} derjenige zusammenhiingende Teil des 
Komplementes von £,, der |u| > R enthalt, und a, sein Rand (a, nennen wir 
auch den AuBenrand von £,). Dann gilt: 1. Z,>£,,,>#. 2. Die Greensche 
Funktion G,(u) von EZ’ zum Pol u = oo besitzt eine Darstellung 


G,(u) — y= + f log|u — C|d pu (= 1,). 


y, ist eine Konstante und y,>yv. Auf a, ist tiberall J,= y,. Und y ist eine 
auf a, verteilte Massenbelegung der Gesamtmasse 1. 

Offenbar ist J, eine (abgesehen vom Pol u = co) in HZ} regulire Potential- 
funktion. Ist weiter d das Infimum aller Abstiinde PQ (P in B,, Q in E,) 
und D das Supremum aller Abstiinde PQ (P in B,, Q auf £), so ist in B,: 
— logD < I,< — logd. Mit |= max(|logd|, |log D)) gilt also in B, fir alle v: 
\I,| < l. 

4.2. 6>0 und A >0 seien gegeben. Man bestimme nun die natiirliche 
Zahl s, so daB 1 << 6-8. Darauf fixiere man n, so daB y,> A -s. Es gilt dann 


+ .\7,| <6 in B, und+ I, > A auf ay. 
Jetzt wird £, durch einen in (|u| < R) — B, gelegenen Polygonbereich 


E,>E£,, mit dem AuBenrand «, so approximiert, daB auf «a, noch + ‘J—g> 


> A — 6 ist. Alsdann ersetze man =<, durch eine endliche Summe ¢ 


= J pjlog|u — ¢;,| mit rationalen yu, und ¢; aus Z,, so daB auf a, noch @ > 
i 


> A — 26 und in B,: |¢| < 2 4 ist. 

Sei endlich h die in |u| < R regulire Potentialfunktion zu denselben Werten 
auf |u| = R wie g, so hat man mit g —h eine in (|u| < R)/\E), regulire 
Potentialfunktion mit den folgenden Eigenschaften: 1) Auf |u| = R ist g —h 
= 0. 2) p—h2=O. 3) In B, ist p—h< 46. 4) Aufa, ist p—h>A-46. 

4.3. 6, A werden so festgelegt, daB 4 6 < log(1 + e) und A — 446 > logR. 
Die zu h konjugierte Potentialfunktion k ist eindeutig. Infolgedessen ist 
g = h+ikin |u| < R holomorph und eindeutig. t sei det Hauptnenner der j,;, 
so daB'die m,;= t - wu, ganz sind. Die Funktion F (z,u) = z*- J] (u — ¢,)™- et 9 

‘ 


hat dann die gewiinschten Eigenschaften. In der Tat gilt: 

1) F ist in Kp holomorph und eindeutig, da g(u) in |u| < R holomorph 
und eindeutig ist. 2) G, liegt ganz in Kp/\(|F(z;,u)| > 1). Denn in G, ist 
|z| > 1 + e und wu liegt in B,. In B, ist [vgl. 4, 2; 3)]:0< g—h<46. Daher 
ist in G,: log|F (z,u)| = (log|z| + (kh — ~)) -t >(log(1 + e) — 46) -¢>0. 3) Far 
alle |z| < R und u aus £ ist |F(z,,u)| <1. Denn erstens wird das Maximum 
von F sicher auf |z| = R angenommen. Zweitens ist wegen 4.2; 4) log|F| < 0, 
wenn |z|= R und w auf dew AuBenrand «a, von EH, variiert. Und drittens 
liegen alle Punkte von Z in den von den «, umschlossenen Gebieten. Aus dem 
Maximumprinzip folgt die Behauptung. 
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Zum SchluB betrachten wir im C” den allgemeinen Fall, daB die Ausnahme- 
menge M eine F-Menge erster Art ist. Die Koordinaten seien (z,,... , Z,, 
w,...,W,),p+q=nund R, = (\z,— 1| <r; |w;| <r), ferner r,< r,< R. Die 
Funktion f(z,w) sei in Kp holomorph und beschrankt: |/| < N. Die Ausnahme- 
menge M besitze die Darstellung: M = (f — c = 0), wobei c eine harmonische 
Nullmenge £Z durchlauft. Endlich sei B= (\z;| > 1; w beliebig) - M. Dann gilt 

Hilfssatz a. g* sei analytisch in (K,,— R,) \H. Ferner sei k> p+ 1. 
Dann gibt es genau eine in RK af H analytische Menge gt, welche in K,,— K . 
mit g* iibereinstimmt. 

Zum Beweis gehen wir mit u= f(z,w) zum (z,w,u)-Raum iiber. Mit 
N,> N,> N ist |f|< N,< N, in K,,. Es sei K, =((\2z;|— 1)< 4; |w| <4; 
\u|< N,) und H=(\z,)>1; u¢#). Offenbar gilt nun: Die Menge 
G* = ((z,w) € g*; wu = f(z,w)) ist in (K, — K,) 0H analytisch. Die Projektion 
von @* ist die gegebene Menge g*. 

Aus Hilfssatz a” folgt: Es gibt genau eine in K, “H analytische Menge 
G4, fiir die GL = G* in K, — K,, ist. Wie sonst schlieBt man weiter, daB ihre 
Projektion g* die gesuchte Menge ist. 

b) Ebenso wie unter a) alles auf den Existenzsatz im ungeschlitzten Ge- 
biet zuriickgefiihrt wird, so jetzt auf den Identitatssatz. Man erhalt nach- 
einander Hilfssatz b’. b’ und b. Man hat z. B. 

Hilfssatz b’’. (Bezeichnungen wie im Hilfssatz a”) Voraussetzungen. 
1. gi, gf sind in K, ™H analytisch. 2. gf = gf in (K,— K,,) \H. 3. k= p. 

Behauptung. In K,, - H ist gi = gi. 

Beweis. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem Beweis zu Hilfs- 
satz a”. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es ein ¢ > 0, 
so daB g* und gé nicht iiberall in G, iibereinstimmen. Wieder geht man zum 
(U,z,w,u)-Raum iiber. Dabei werden gj, gi auf Mengen G{, GS abgebildet, 
die in R,,-\(|U;| > 1) analytisch sind und in (R,,— KR.) (|U;| > 1) tiberein- 
stimmen. Dagegen sind sie in R, ~ (|U;| > 1) nicht gleich. Das widerspricht 
dem Identitatssatz aus der Einleitung, 4. 

Mit demselben Verfahren wie unter a) bekommt man dann 

Hilfssatz b (Bezeichnungen wie in Hilfssatz a). Wortlaut wie in b’’. 

¢) Zum Beweis von I braucht man noch einen einfachen Sonderfall des 
Satzes, daB eine in einem beschrankten Gebiet G analytische Menge g*(k = 1) 
stets auf dem Rand des Gebietes Haiufungspunkte aufweist; diesmal handelt 
es sich natiirlich um ein Gebiet mit Schlitz. Im Gegensatz zum Bisherigen 
miissen wir uns auf den Fall p = 1 beschrinken. 

Die Koordinaten des C" seien dementsprechend (z,.#,,...,w,), q+ l= 1% 
und Kp=(\z,— 1| < R; |w| < R). Die Ausnahmemenge sei M = (f — ¢ = 0), 
c aus der Nullmenge E, f holomorph in Kp. SchlieBlich sei H= (\z,| >1)— M. 

Hilfssatz ¢. g* sei in KR, AH (r < R) analytisch und k>1. Dann hat g' 
auf dem Rande von K, Haufungspunkte. Und zwar gibt es sogar einen 
Haufungspunkt (z?,w®), fiir den |z}| > | ist und ¢® = f(z?.w®) nicht in E liegt. 
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Der Beweis reduziert sich wie bei Hilfssatz a auf den folgenden 

Hilfssatz ec’. Voraussetzungen. Im (z,,w, u) — C"*+! sei K =(\z,— 1| <r; 
\w,| <r; |u|] <r) und H =(\z,|) >1; w nicht aus Z; w beliebig). Weiter 
sei g*(k 2 1) in K7-\H analytisch. Dann hat g* einen Haufungspunkt (2°. 
w®, u®) auf dem Rande von K, fiir den |z°| > 1 ist und w° nicht in £ liegt. 

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen des Beweises von Hilfssatz a’’. 
Es ist also G,= K 7\(\z,| > 1; u aus B,). Man bestimme ¢ > 0 so, daB g* in 
G, noch Punkte aufweist. Angenommen, g* hitte keinen Haufungspunkt 
(z?, w°, u°) mit den geforderten Eigenschaften. 

Dann geht man mittels U = F(z,,u) (F ist die oben eingefiihrte Funktion) 
von g* zu einer analytischen Menge G* des (U, z,, w, u)-Raumes iiber. Es 
ergibt sich die folgende Situation: 1. G* ist in |U| >1 analytisch. 2. Ist 
N = maxF (in K) und N, >N, so gilt: Im Inneren des Polyzylinders R = ((z,, 
w,u) aus K; |U| < N) liegt wenigstens ein Punkt von G* mit |U| > 1, nicht 
aber auf seinem Rande (1. und 2. sagen aus, daB Hilfssatz c bereits im Gebiet 
ohne Schlitz falsch ist). 


Infolgedessen muB es ein A: 1 < A < N, geben, das die folgenden Eigen- 
schaften hat: 1. Auf |U| = A liegt ein Punkt von G*, in |U| >A aber nicht 
mehr. 2. G* -\(|U| = A) liegt ganz in R.—1. ist nur méglich, wenn G* ganz 
auf |U| = A gelegen ist. Aus 2. geht dann hervor, daB G* eine singularitaten- 
freie und auBerdem beschrinkte analytische Menge ist. Das ist aber unméglich. 

In Hilfssatz c ist insbesondere enthalten 

Hilfssatz e* (Bezeichnungen wie bei c). Ist g*(k = 1) in K — M analytisch, 
so kommt g* dem Rand von K beliebig nahe. 


2. Beweis von I, II und Satz c 
Vorbemerkung. Alles folgende bezieht sich auf eine passende Umgebung 
des Punktes P, in welcher insbesondere die Hilfssitze unmittelbar anwendbar 
sind. Die Ausnahmemenge M etwa soll dort eine Darstellung M =(/ —c 
= 0), c aus der Nullmenge EZ, mit holomorphem f besitzen. P liegt auf dem 


n 
Schnitt der Hyperflaichen gy, (z,f) = |z,|?+ «2X \z*— B= 0, (a, 8 > 0). Zum 
I 


Beispiel zu ¢,(z, 8) gibt es eine analytische Hyperfliche durch P, darstellbar 

in der Form |h,(z)| = 1 mit holomorphem h,(z), so daB alle von P verschie- 

denen Punkte von |h,(z)| > 1 in g,(z, 8) > 0 liegen. Nimmt man allgemeiner 
n 


die Hyperflachen g,(z,t) = |z,|?+ a» |z,\*— t= 0;1 = f und ist Q ein Punkt 
1 


auf g,(z, t’) = 0 (Q liegt dann in ¢, (z, 8) > 0 und umgekehrt gibt es zu jedem 
Q aus ¢,(z, 8) >0 ein t'>f, so daB ¢,(Q, t’) = 0), so sieht man: Es gibt 
eine in (z, Q) stetige Funktion h,(z,Q), welche bei festem Q holomorph in z 
ist und fiir die folgendes gilt: 1. h,(z, P) = h,(z), und aus |h, (z)| > 1; y,(Q, 8) <0 
folgt Q= P. 2. Strebt Q gegen P, so gilt gleichmaBig limh, (z,Q) = h,(z). 
3. Ist ,(Q, 8) > 0, so liegt |h,(z,Q)| => 1 ganz in ¢g,(z,f)>0. 4. Es ist 
|hy (Q, Q)| =1. 


Math. Ann. 133 27 
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Zu jedem o sei eine solche Funktion h,(z,Q) bestimmt. Wir beweisen zu- 
nachst I. Im ersten Teil des Beweises braucht man nur die h, (z). 

I. (Lokale Fortsetzung). Es sei 9,(P, 8)=---= 9,(P,8)=0,U eine 
Umgebung von P und U'= Ur\(g,>0). Die Menge g* sei in U’— M ana- 
lytisch und k >s + 1. Dann gibt es eine Umgebung Vc U von P und eine 
in V—M analytische Menge g&, welche in VU’ mit g* ibereinstimmt 
(Behauptung a). Je zwei solche Fortsetzungen g*, g<, stimmen in einer vollen 
Umgebung von P iiberein (Behauptung b). 

Die Behauptung b ist eine unmittelbare Folge von II. und braucht nicht 
besonders bewiesen zu werden. 


Beweis der Behauptung a. 1. Es sei P = (d,,...,d,). Die Zahlen r, >r, 
und 6 > 0 lassen sich so fixieren, daB g* im Durchschnitt D von |h,(z)| > 1 — 6 
und ((|z;— d,| < r,) — (\z,— d;|<1,))— M noch analytisch ist. Vermdge 
w,= h,(z) wird g* \9 auf eine im Durchschnitt von |w,| > 1 — 6 und ((|z;— 
—d;| < r,) — (jz,;— d,| <1); w beliebig) analytische Menge G* abgebildet. 
Sind N, > N, gréBer als die Maxima der Funktionen h, (z), so hat G* in (|w,| < 
< N,) — (\w,| < 4) keine Punkte. Nun sei KX, der Polyzylinder (|z;— d,| < 1; 
|w,| < N,), entsprechend K,, und H =(|w,| >1; z nicht auf M). Alsdann 
ist G* in (K,,— K,,) 4H analytisch und die Projektion von G* ist in (|z;— 
— d;| <r.) — (\z,— d;| < rg) gleich g* \ 9D. Nach Hilfssatz a laBt G* sich zu 
einer in K, -\H analytischen Menge G4 fortsetzen, deren Projektion g4 in 
(\z,;— d,;|< 1,) — M analytisch ist und in (|z;— d,| < r,) — (|z,;— d,;| <r.) mit 
g* -\D iibereinstimmt. 

2. Es bleibt zu zeigen, daB bei dem ProzeB in 1. g* wirklich erfaBt wird. 
Es wire ja denkbar, daB etwa g*/\® leer ist. Wir weisen nach, daB es eine 
Umgebung V von P mit folgender Eigenschaft gibt: Jede Komponente von 
g* -\ U', welche V schneidet, trifft auch D und ist infolgedessen in gi enthalten. 

V werde so bestimmt, da8 fiir jeden Punkt Q aus V7\(g,>0) gilt: 
\h,(z,Q)| 1 liegt ganz in |h,(z)| > 1 — 6. Sei nun weiter R ein Punkt auf 
g*, y,(R, 8) > 0 und h,(R, R) = e,, \e,| = 1. Alle Komponenten des Schnittes 
f'= g* -\(h,(z, R) = e,) sind mindestens eindimensional. Beim Ubergang zum 
(z,w)-Raum wie unter 1. erhalt man eine Menge ", die in K, ~ H analytisch 
ist. Die Voraussetzungen des Hilfssatzes c sind erfillt. Daher hat §' auf dem 
Rand von K,, Haufungspunkte Q. Da auf fF ja |w,|= 1 ist, gehdren die 
z-Koordinaten von Q zum Rand von (|z;— d;| < r,). Die Projektion f' schneidet 
infolgedessen das Gebiet (|z;— d;| < r,) — (\z,;— d,| < r,). Das war zu beweisen. 

II. (Bezeichnungen wie in I) gt, g§ seien in U — M analytisch, und es sei 
k=s. Weiter sei gt = gf in U'— M. Dann gilt es eine Umgebung V von P, 
so daB gt = gt in V — M ist. 

Um das einzusehen, geht man wie unter 1.im Beweis zu I. zum (z,w)-Raum 
iiber. g*, gt werden auf Mengen G‘, GS abgebildet, die in K, 7\H analytisch 
sind und in (K, — K,.) \H iibereinstimmen. Nach Hilfssatz b sind sie dann 
auch in K, /\H gleich. Daraus ergibt sich die Gleichheit ihrer Projektionen 
of, gt in V— M =(\z,— d,| <r.) — M. 
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Satz e (Folgerung aus Hilfssatz c). Das Gebiet G sei beschrinkt und M 
eine F-Menge beziiglich G. Weiter sei f' eine eindimensionale in G — M ana- 
lytische Menge. Dann besitzt f' auf dem Rande von G Hiufungspunkte. 

Zum Beweise nehmen wir an, die Behauptung sei falsch. Dann muB es 
eine Kugel 8 mit Rand S geben, fiir welche gilt: 1. AuBerhalb & hat f' keine 
Punkte. 2. Auf S liegt genau ein Havfungspunkt P von f'. P ist innerer 
Punkt von G@. 

Die Koordinaten (z,,w,,...,w,; ¢+1=n) werden so gewahlt, daB 
R = (|z, |? + |w,|?+ --- + |w,|*< 1) und P=(1,0,..., 0) ist. Von nun an be- 
schrinken wir uns auf eine Umgebung von P, in der M = (f — c = 0) ist mit 
einer holomorphen Funktion /. ¢ durchliuft eine Nullmenge Z. 

Man kann jetzt R,d<0 so bestimmen, daB mit den Bezeichnungen 
K = (\z,— 1| < R; |w| < R) und H = (\z,| < 1 — 6) — M gilt: Auf dem inner- 
halb H gelegenen Teil des Randes von K gibt es keinen Hiufungspunkt von f'. 
Das steht im Widerspruch zu Hilfssatz c. 


B. F-Mengen zweiter Art 


Sei M die Vereinigung von vy F-Mengenerster Art: M = M,U---\ M,_,U M,. 
Wir wenden Induktion an und setzen voraus, daB I, II und Hilfssatz c mit 
allen ihren Konsequenzen bereits fiir Mengen der Form M’= M,WU--- UM,_, 
bewiesen seien. Insbesondere seien der Existenzsatz, der Identitatssatz und 
Hilfssatz c fiir solche Mengen M’ richtig. 

Man geht nun genau so wie unter A vor, nur ersetzt man in den Beweisen M 
durch M,. Wie sich oben alles auf die Sitze im Gebiet ohne Schlitz redu- 
zierte, so jetzt auf den Existenzsatz, den Identitiatssatz und Hilfssatz c im 
Gebiet mit Schlitz der Form M’. 

Alle Resultate bleiben daher auch bei Schlitzmengen zweiter Art erhalten. 
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Uber den Grad der Approximation des Identitatsoperators 
durch Halbgruppen von linearen Operatoren 
und Anwendungen auf die Theorie der singularen Integrale 
Von 


P. L. Burzer in Mainz’) 


1. Einleitung 


Es sei {7'(&)}, & [0 eine Menge von beschrankten linearen Operatoren, 
die einen Banachschen Raum & in sich selbst abbilden und folgende Forde- 
rungen erfiillen 


(1.1) T(0)= I, T(é,) T(&) = T(é,+ &), 95 6,8 <0. 
Diese ein-parametrige Schar hei®t eine Halbgruppe von linearen Opera- 
toren. Man sagt, diese Menge {7'(£)} ist von der Klasse C, falls 


(1.2) str. lim 7(&)2= a fiir jedes x¢€X; 
é0 


und von der Klasse (1, C), falls fiir jedes x ¢ X¥ die Bedingungen 
T(&)x ist meBbar fir > 0 


1 
T(E)| d + co 
3) fl (§)] d& < 





” 
1 
str. lim — / T(é)ad&=2 
/ 


n—0 uv] 


1 
erfiillt sind. Ist die mittlere Bedingung in (1.3) durch /[ || 7'(&)z|| d& < + co 
0 


ersetzt, so gehért {7'(£)} zur Klasse (0,C). Die Klasse (0,C) umfaBt die 
Klasse (1, C) und diese wieder die Klasse C2). 
Der infinitesimale erzeugende Operator A von {7'(é)} ist definiert durch 


str. lim + [1(m) —I]x= Ax, 
n—0 7] 


falls dieser Limes existiert. Die Menge von Elementen z, fiir welche Ax 
existiert und zu X gehért, nennt man 9(A). Im allgemeinen ist A ein un- 
beschrankter linearer Operator, und der Definitionsbereich von A ist dicht 
in ¥, d.h. D(A) = &. 

y) Die Hauptergebnisse dieser Arbeit wurden in einem Vortrag auf dem IV. Oster- 


reichischen Mathematiker-KongreB, Wien, den 22. 9. 1956, dargelegt. 
*) Fiir diese Bezeichnung siehe [21] oder die neue Auflage von [14]. 
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Eine Folge von Elementen {z,} aus ¥ nennt man schwach -konvergent 
gegen z,¢ %, falls 


lim x* (x,,) = 2* (29) 
fiir jedes stetige lineare Funktional z* aus dem zu X konjugierten Raum &X**). 
Die Folge heiBt eine schwache Cauchy-Folge, falls lim x* (z,,) existiert (als eine 


no 


endliche Zahl) fiir jedes 2*¢%*. Wenn jede schwache Cauchy-Folge {z,} 
in % schwach gegen ein Element 2,¢% konvergiert, dann heiBt der Ba- 
nachsche Raum & schwach vollstindig. Es ist bekannt, daB die Riume 
L,, 1< p< + oo, der in p-ter Potenz (im Sinne LesBeseues) integrablen 
Funktionen z(t), auf dem Intervall [a, b], reflexiv sind. Ebenso sind die 
Raume l,, 1 < p < + co reflexiv. Dagegen ist der Raum C [a, b] der stetigen 
Funktionen x(t) auf [a,b] nicht reflexiv. 
Wir bezeichnen mit o,,(¢) die n-te Fejérsche Summe der Fourierreihe 
x(t) ~ > + 3S’ (a, cosnt + b, sinnt) 
n=1 
und durch 6, (t) die Fejérsche Summe der konjugierten Reihe 


x(t) ~ XY (6, cosn t — a,sinn t) . 
n=1 


Es ist bekannt, daB 


ow J 1 7 
(1.4) a(t)= — lim 9, | (20 +u) — a(t — u)] cotg 5 du, 


wobei das Integral als ein Cauchyscher Hauptwert existiert fiir fast alle ¢, 
falls x(t) € L,(— a, + 2). 
Der Satz von Frsér-LeBeEscvueE sagt, falls x(t) periodisch (mit der Periode 
2 2) ist, daB die Partialsummen o,,(¢) in jedem Stetigkeitspunkt gegen x(t) 
konvergieren. Aber S. BERNSTEIN [4] und A. Zyemunp [30] haben beob- 
achtet, daB die Differenz A, = max |x(t) — a,,(t)| nicht zu schnell gegen Null 
t 


gehen kann. Falls naimlich A,,= o(1/n), so folgt z-konstant. Fiir den Fall 
a(t) € Lip,a,0<a<1, dh. |x(t + h) — x(t)| S |A\*, zeigte BERNSTEIN im 
Jahre 1912, daB A, = O(n). Die Umkehrung dieses Satzes gilt auch, mit 
anderen Worten: die Bedingung z(t) ¢ Lip,a, 0 < « < 1, ist notwendig und 
hinreichend fiir A, = O(n-*). Tatsichlich gibt es hier zwei Arten von Siatzen, 
nimlich die direkten Saitze und die Umkehrsiitze. In den Umkehrsitzen geht 
man von der Abnahmegeschwindigkeit der kleinsten Abweichung A,, zu einer 
Eigenschaft der korrespondierenden Funktion iiber. Die Beweise dieser Satze 


3) Der konjugierte Raum X* ist der Raum aller stetigen linearen Funktionalen 2* 
auf X. Dieser Raum X* ist wieder em Banachraum mit der Norm |/x*|! = sup |z*(z)|. 
1 


2s 
X** ist der Raum aller stetigen linearen Funktionalen x** auf X*. Es folgt, daB XC X**, 
und falls ¥ — X**, so nennt man den Raum & reflexiv. 
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(wenn sie nicht triviale Folgerungen von allgemeinen Sitzen von BERNSTEIN 
in derselben Richtung sind) sind im Grunde schwieriger als die direkten 
Approximationssitze. Der obige Fall « = 1 ist in gewisser Hinsicht eine 
Ausnahme Im Jahre 1941 und 1949 zeigten ALEexits [1] und Zamansky‘) 
(27, 28], daB A,= O (1/n) dann und nur dann gilt, wenn Z(t) € Lip, 1. 

Mit diesen Ideen kann man mit J. Favarp [8, 9] eine Saturationsklasse 
beziiglich eines Summationsverfahren definieren in folgender Weise: Es sei y 
ein Summationsverfahren der Fourierreihe von z(t), definiert durch ein System 
von Konstanten yj(k= 1,2,..., n;n=1,2,...), doh. wir betrachten die 
Folge der trigonometrischen Polynome 


n 
Pr(t) = * + DY yi (a, coskt + b, sink t) . 
k=1 


Wenn es eine monoton fallende und gegen Null konvergierende Funktion y(n) 
gibt, so daB |x(t) — P*(t)| niemals von der Ordnung o[qg”(n)] ist (auBer, 
wenn z(t) konstant ist), und weiterhin, daB Funktionen z(t) existieren (nicht- 
konstante), fiir die |z(t) — P?(t)| wirklich von der Ordnung O[ y(n) ] ist, dann 
sagt man, die Methode sei saturiert mit der Ordnung O[g”(n)]. Die Menge 
aller nicht-konstanten Funktionen fiir die |x(t) — P(t)| genau von der Ord- 
nung O[qg”(n)] ist, heiBt die Saturationsklasse der Methode. 

Wenden wir dies auf die Fejér-Cestrosche Summationsmethode an, so 
finden wir, daB die Summe og, (t) einer stetigen Funktion x(t) mit der Ordnung 
O(1/n) saturiert ist, und die Saturationsklasse ist die Menge aller Funktionen 
a(t) mit  ¢ Lip1. Zamansky hat auch die Saturationsklasse der (C, «)- 
Methode («a > — 1, ganzzahlig) gefunden, welche dieselbe ist wie fiir die 
(C, 1)-Methode. Weiterhin ist auch die Saturationsklasse der Jackson-de la 
Valiée-Poussin-Approximationsmethode bekannt ({24], 8. 71). 

Zuniachst méchten wir die Saturationsklasse des Abel-Poisson-Summations- 
verfahrens der Fourierreihe der Funktion x(t) finden, sowie auch die der 
GauB-WeierstraBschen Transformation und anderer singulirer Integrale. Wir 
betrachten erst das Abel-Poissonsche singulire Integral fiir den Einheitskreis 


+x 


(1.5) a(r,t)= =/ a(t+ u) P(r; u)du, 
wo oF 
(1.6) P(r; u) = = 





2(1 —2rcosu + r*) * 


Dieses Integral definiert eine Halbgruppe, falls man r durch e~* ersetzt. 
Diese Eigenschaft, bemerkt von Hite [12], spiegelt sich wieder in der Glei- 





*) Der kurze und elegante Beweis von ZaMANSKY [28] lauft in folgender Weise: Die 
Identitaten («) o2 =(n + 1) (o2 —<o,), (8) 02 — o2_, = 2;/(1 — n*), wo o2 die (C, 2) 
Mittel der Fourierreihe von x(t) bezeichnet, sind leicht einzusehen. Falls 4, = O(1/n), 
folgt o2 — x = O(1/n) und nach (a), {= O(1) und hieraus 7 ¢€ Lip 1. Umgekehrt sei 
# €Lip1, dann folgt 4, —O(1) und nach (8), ¢3—o?_, =O(1/n*), hieraus on —x =O(1/n) 
und nach (a), 4, = O(1/n). 
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chung, die des Kern P(e~*; u) = P,(&; u) erfillt, naimlich 


+n 
Pi(E,+ 38) = aa | P,(&,;¢ — u) Py (&,; u) du. 
In dieser Arbeit werden wir die Saturationsklasse aller Transformationen 
bestimmen, die eine Halbgruppe definieren. Eine vollstandige Lésung wird 
hier angegeben, falls der zugrundeliegende Banachsche Raum & reflexiv ist. 
Unsere allgemeine Methode enthilt die erwiinschten Resultate des letzten Ab- 
schnitts, aber nicht die von ZAMANSKY iiber das Cesérosche Summationsver- 
fahren, da das korrespondierende Fejérsche Integral keine Halbgruppe definiert. 
Der erste allgemeine Satz in der Richtung unserer Problemstellung, stammt 
von Hie ([(14}, 8.323). Mit dem Darstellungssatz fiir Halbgruppen von 
HIE [14], (siehe auch [5]), und dem Satz von Hitie-Yosurpa ist dieser 
Satz einer der wichtigsten in der Theorie der ein-parametrigen Halbgruppen, 
gerade in bezug auf Anwendungen. Er lautet folgendermaBen: 
Satz 1.1. Hs sei {7'(£)} eine Halbgruppe der Klasse (1, C). Ee gilt 


lim + | T'(€) x— x] = 0 
&—0 


dann und nur dann, wenn A x= O*) und T(&) x= Xp fiir jedes E > 0, dh. 
genau dann, wenn x, ein invariantes Element der Halbgruppe { T (&)} ist. 

Die Halbgruppeneigenschaft des Poisson-Integrals und der GauB-Weier- 
straB-Transformation und dieser Satz standen am Anfang der Untersuchungen 
zur Halbgruppentheorie von HILLE in den Jahren 1935—1936 [12]. Wendet 
man diesen Satz auf das Abel-Poissonsche Integral an, so haben wir mit [14], 
8. 352 

Folgerung 1.1. Falls x(t)¢ L,(—2,+2), lS p<+co oder C[—2, +2) 
und |\a(r, t) — x(t)|| = o(1 — r), so ist x(t) konstant. 

Diese Folgerung kann man auch direkt beweisen, indem man die Identitat 


1 / [x(t) — o(r, t)] coskt dt = a,(1 — r*) 


benutzt und damit beweist, daB die Fourierkoeffizienten a,= 0 sind fiir 
k =>1 und, wenn man coskt durch sinkt auf der linken Seite ersetzt, daB 
auch 6, = 0 fiir k > 0, in anderen Worten, daB x(t) = a,/2 ist. 

Um unser aufgestelltes Problem zu lésen, werden wir notwendige und hin- 
reichende Bedingungen dafiir aufstellen, daB der Grad der Approximation 
von x durch 7'(é)x genau von der Ordnung O(£) ist; d.h. daB |7'(&) x — a] 

O(é). 

Gehen wir zuriick zum Abelschen Integral, so werden wir sehen, daB 
die o(r,t) einer Funktion z(t} in L,(—2,+ 2), 1<p<co einen An- 
naherungsgrad im Raume ZL, von der Ordnung O(log l/r) gegen x(t) haben 


4a) Hier bedeutet © das Nullelement in X. 
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und da8 wir genau diese Ordnung haben dann und nur dann, wenn x’ (t) ¢ 
€ L,(— 2, + 2) ist. In anderen Worten, die Saturationsklasse des Abelschen 
Summationsverfahrens einer Fourierreihe ist die Klasse der Funktionen x(¢) 
fiir die Z’ (t) ¢ L, mit einer Approximation von der Ordnung O(log 1/r). 

Der Hilfssatz 1 wurde von Hite bewiesen und wird in der neuen Auflage 
von [14] erscheinen. Der Vollstindigkeit wegen wird er im § 2 mit einem 
etwas anderen Beweis angegeben. Der Verfasser ist Prof. HILLe fiir wertvolle 
Hinweise zum Dank verpflichtet. 


2. Der allgemeine Approximationssatz 


Es sei S eine Menge von Halbgruppen {7'(£)},& => 0. Falls eine Funktion 
gy (&) existiert, die monoton fallend ist und mit & gegen Null strebt. fiir die 
| 7'(é)x— 2x} niemals von der Ordnung o[g©%(é)] ist (auBer, wenn z ein 
invariantes Element in bezug auf @ ist, d. h. so daB fiir jedes § > 0, 7'(&) x = 2), 
und weiterhin, wenn es nicht invariante Elemente z gibt, fiir die || 7'(é) « — z| 
tatsichlich von der Ordnung O[ p©(é)] ist, dann sagt man, daB die Menge S 
saturiert ist mit der Funktion g©(é). Die der Menge G zugeordnete Satu- 
rationsklasse R ist die Menge aller Elemente x (nicht-invariant), die mit der 
Ordnung O[g®(é)] approximiert werden kénnen; die Klasse & besteht 
aus allen Elementen z (nicht-invariant) mit dem bestméglichen Approxi- 
mationsgrad ; und jede weitere Einschriankung der Klasse R kann den Appro- 
ximationsgrad nicht verbessern. 

Unser Hauptsatz®) ist der folgende: 

Satz 2.1. a) Hs sei % ein Banach-Raum. Fiir jedes x ¢ D(A) folgt*), falls 
{7 (&)} € (1, C), 


(2.1) (T(é)x- 2] <— Max |7(x)| |A |. 
Ostrsé 


Umgekehrt: b) Es sei X% ein separabler’) reflexiver Banach-Raum und {T(é)} 
€(0,C). Aus 


(2.2) | T(€) x— xl] = O(E) 
folgt, daB A x= Yo, Yo %X, und somit x_¢ D(A). 


5) Fir den Begriff einer Saturationsklasse einer Menge von Halbgruppen von linearen 
Operatoren vergleiche auch die vom Autor stammende Arbeit: ,,Sur la théorie des demi- 
groupes et classes de saturation de certaines intégrales singuliéres‘‘, C. r. Acad. Sci. 


(Paris) 243, 1473—1475 (1956). In dieser Arbeit sind zwei Druckfehler zu verbessern: 
lies Max ||7'(r)| -|| A x|| auf derrechten Seite der Ungleichung in Satz 1 a, und in Satz 4, 
OsStsé 


lies ,,La classe de saturation ... est l’ensemble des fonctions x(t) pour lesquelles 7’ (t) 
appartient & L.(— 2%, + oo)...". 

6) Der angeyebene Beweis von Satz 2.1 a) gilt unter der Voraussetzung, daB {7'(£)} ( 
€ (1, C). Es ist wahrscheinlich, daB er mit einer anderen Beweismethode auch unter 
der schwacheren /oraussetzung {7'(&)} € (0,C) erhalten werden kann, falls X auch 
separabel ist. 

7) Falls {7'()} € (1, C), braucht X nicht separabel zu sein. 
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Falls {7'(&)} « (1, C), dann bedeutet Satz 1.1, daB eine Ungleichung der 
Form || 7'(&) y— 2| > && fiir jedes x,¢% und fiir unendlich viele Werte 
&= &, mit &,-— 0 gilt, und k ist eine nicht-negative Konstante, die nur von z, 
abhangt und dann und nur dann den Wert Null annimmt, wenn z, unter allen 
Halbgruppen 7'(é) invariant ist. Falls der Banachsche Raum & auch reflexiv 
ist, sagt Satz 2.1, a), b), daB der Grad der Approximation von z durch 7'(£) x 
héchstens von der Ordnung O(&) ist und daB dieser Grad genau durch die 
Elemente x ¢€ 9(A) wirklich erreicht wird. Nach der obigen Definition besagt 
dies, daB der Operator 7'(£)x saturiert ist mit einer Approximation von der 
Ordnung 0(&), und die Saturationsklasse ist genau die Menge aller Elemente z, 
die zu (A) gehéren, von welcher wir wissen, daB sie dicht in & ist. 

Wir brauchen die folgenden Hilfssitze. 

Hilfssatz 1. Es sei X ein Banach-Raum und {T(&)}, € = 0 vonder Klasse C. 
Falls Elemente xo. y, in % und eine entsprechende Folge {&,}, &,> 0, &, 490 
existieren, so dap 


(2.3) lim 2* | * [1(E,)—Z]%— yo| = 0 
n-> oo on 

fiir jedes x* € X* gilt, so folgt, daB x,¢ D(A) und A x= Yo. 
Beweis: Als erstes setzen wir 


T(Eq)%o= Wy, g-(T (Ey) — 1) t9— Yo= *- 


Wir wollen zeigen, da8 z, stark gegen © konvergiert. Falls dies nicht der 
Fall wire, so wiirde eine unendliche Teilfolge existieren, die immer auBerhalb 
einer festen Kugel |z|| < 9 bleibt, und wir kénnen ebenso gut annehmen, 
daB die ganze Folge diese Eigenschaft besitzt. Wir betrachten den Produkt- 
raum X°=%x%x% mit der gewdhnlichen Metrik ||P|| = |\p,|) + |p.) 4 
- |p,|, wo P=(p,, po, ps), und die Folge P,=(z», w,,z,) als Elemente 
von X*. Nach der Annahme liegt {P,,} auBerhalb einer Kugel um P,= (2p, 
Xo, O) (da {7'(é)} von der Klasse C ist, gilt str.limw, = z,). Es folgt, daB es ein 


lineares Funktional Z* auf X* gibt, das auf P,, verschwindet, aber den Wert 1 
im Punkte P, hat. Da jedes lineare Funktional auf X* die Form 
z*(P)= xf (p,) + 2¥(p2) + 2F (Ps) 


hat, wo P =(p,, py, ps) und 2}, 23, 23 beschrinkte lineare Funktionale auf 
% sind, folgt, daB 


#°(P,)= 0, (P)=1, ye ae 
In anderen Worten 
2 (x9) + 2¥ (wy) + 2F (Z) = 0 | 


xt (x9) + 2F (x) + 23(O)= 1) 
Folglich ' 


(2.4) x3 (zo9— w,) — 23 (z,)= 1, n= 1,2,3,.... 
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Aber str. limw, = 2, und auch z} (z,) — 0, da nach der Voraussetzung x* (z,) > 0 


n->co 


fiir jedes z*¢%X*. Daher ist 


lim {2} (x— w,) — xF(z,)} = 0 
was (2.4) widerspricht. 
Es folgt, daB die Folge {z,} stark gegen O konvergiert, d. h. 
(2.5) str. lim + [T (&,) Xo— %] = Yo- 
n->oo 
Zweitens haben wir zu zeigen, daB man die gegebene Folge {£,} durch 
eine beliebige Folge, die gegen Null strebt und monoton abnimmt, ersetzen 
kann. Wir beobachten, daB 
1 1 1 1 1 , 
(2.6) 2g, [T (25) Xq— X] = oP = [7'(€) %— x] + ze [T (Eq) %o— Xo] 
gilt, und allgemein erhalt man fiir jede beliebige natiirliche Zahl k > 1 
k-1 
1 1 . 
(2.7) rom [T(kE,) x9 — %]= = ~ T (t&,,) [T (En) %o— 2) - 
Nach (2.5) folgt, daB die rechte Seite hierin gegen (1/k) rR Yo= Yo strebt. Wir 


kénnen annehmen, daB |7'(é)| < M firO<§<1 aa “das 2(6) der Stetig- 
keitsmodul von 7'(&) yo, 0 < € < 1 ist, d. h., daB 


eR |7'(E:) yo— T (2) yoll = 2(6) . 


Es folgt, fiir k &, << 1, nach der Darstellung (2.7), dab 


-4 T(t &,,) zy 











late (7 Ea) 25— 20) - val 3] SUPE) — 21 mt 


(2.8) k1 : 
; oe, Mi f+, SM lew 


~ 


st, 
= Ok £.) + M ! Zn I ’ 
da (2(6) mit 6 monoton wachst. 
Jetzt nehmen wir an, daB irgendein & >- 0 gegeben ist. Man kann ganze 
Zahlen k and n finden mit k &,< & <(k + 1) &,. Dann folgt: 


: [T'(&) %— 2%] — Yo= : [T(k &, + § —kE,) %— Xo] — Yo 
=“ T(E — k&,) re [T(kE,) 29 tol} -y [TE — bE) 29— 0] — Yo 
ké, 
Se T(E —ké ») Fe [T(k E,) to— x9] ~ Ye] 4 ; [T(E — & E,) x — 2) 
ke, 
+ {Fi 1 — bE) yo wo} - 


Lassen wir k und n so gegen Unendlich streben, daB k &,— &, dann hat der 
Limes des ersten Gliedes der rechten Seite eine Norm, die nach (2.8) nicht 
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gréBer als M (2(£) ist, und die Normen der zwei letzten Glieder streben nach 
Null. Dies bedeutet, daB 


| 1 
|-¢ (T(E) %— 20] — yo < M Q(6), 
und 2(&) strebt mit gegen Null, und so haben wir bewiesen, daB 
str. lim — [T(E) to— 2%] = Yo 
&—0 


oder 2)€ D(A) und y,= A x». Damit ist der Beweis vollstindig. 

Noch allgemeiner beweisen wir 

Hilfssatz 2. Die Aussage von Hilfssatz 1 bleibt richtig, wenn die Klasse C 
durch (0, C) erseta wird und & separabel ist. 

Beweis. Im ersten Teil des obigen Beweises braucht man die Eigenschaft, 
daB str.limw,= 2, ist, die aiquivalent zur Definition der Klasse C ist. Im 


jetzigen Fall geniigt aber die Menge {7'(£)} nur der schwiicheren Bedingung 
der Klasse (0, C). Wenn aber die Bedingung (2.3) fiir jedes 2* ¢ X* erfillt ist, 
so folgt trotzdem nach einem bekannten Satz, daB 

IT (E,) %o— Zl] = &,° M’, 
wo M’ eine Konstante ist. Da &,— 0 fiir n > oo, folgt, daB str.lim 7'(é,) x, 


n—> oc 


Xp, Wie erwiinscht. 
In bezug auf den zweiten Teil multipliziert man beide Seiten von (2.6) 
mit 7'(&). So erhalt man: 


J =T(é) 3 (7 (2&,) %— 2%] = 1, + 1. 
wo 

h=s T(E + &,) = [T (En) X — Xo] 
und 

I,= T(&) se [T (E,) Ly— Xo] - 


Da 7'(&) stark stetig fir & > 0 ist (wegen*) der MeBbarkeitsvoraussetzung 
von 7'(é)), haben wir 7'(& + &,)— 7'(&), und aus dem ersten Teil des Beweises 
folgt offenbar, daB J, (1/2) T(&) y, fiir n-co. Auch J, hat denselben 
Limes, woraus folgt J = I, + I, 7'(&) yo fiir n > oo. 

Gleichfalls beweist man allgemein, daB 


T(E) ge (T(ke &,) to— 26] 


= Ge (Tk Ey) (T(E) 29] — (718) 20}} + TUE) Yo 


fiir jedes & > 0 und jedes k= 1, 2,3,.... 

Nach dem zweiten Teil des Hilfssatzes 1 haben wir in der Relation (2.7) 
T (&) x, anstatt 2», und es folgt, daB 7T'(£) z,¢ D(A) und AT(&) x= T(E) % 
fiir jedes — > 0. 


8) Man braucht auch die Tatsache, daB X separabel ist (vgl. [14], S. 183). 
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SchlieBlich haben wir 


n->oo 


if me 
af T(E) yo dé ties J T(E) yo dé 


I 


str.lim + [T'(n) x»— T (Eq) Zo] 
(2.9) ave 9 


= str.lim {© [7(n) 25— 29] — = (yo+ %)] 


= ; [T'(y) %— %] da str.limz,= 0. 
n->2% 
Weil [nach der letzten Beziehung in (1.3)] die linke Seite von (2.9) fiir 7 + 0 
gegen y, strebt, so folgt 
str. lim 1 [T'(y) %— %]= Yo: 
no 7 

was zu beweisen war. 

SchlieBlich kommen wir zum Beweis von Satz 2.1. 

Beweis von Satz 2.1. Die Behauptung a) ist einfach zu beweisen; nach 
der Definition des erzeugenden Operators A, da x,¢9(A), und aus der Un- 
gleichung (15.9.3) von [14], folgt die Relation (2.1). 


Nun betrachten wir die Umkehrung b). Im Falle, daB die Bedingung (2.2) 
erfiillt ist, gibt es eine Folge {&,,}, &, > 0, &, + 0, so daB 


T (é,) X%- Ly= Ey (En) ’ 
wo || y(&,) | < © fiir alle — in [0, 1] zum Beispiel. Es folgt, daB 





Da der Raum & schwach vollstandig ist und da lim2z*[y(é,)]®) einen end- 
n- co 
lichen Wert hat, so folgt, daB es ein Element y,¢€% gibt mit lim 2*[y(&,)] 
n-> 2 
= 2*(y,) fir alle 2*¢X*. Wendet man jetzt den Hilfssatz 2 an, so ist unser 
Satz bewiesen. 


3. Die Saturationsklasse des Abelschen Integrals 


Wir wollen in diesem Abschnitt direkte Approximationssitze und Umkehr- 
saitze fiir das Abel-Poissonsche Integral betrachten. Es sei o(r;t) definiert 
durch (1.5). Es gilt: 

Satz 3.1: a) Es sei x(t) €X%, wo% der Raum C[— x, + a] oder L,(— 2, + 2) 
lsp< +o ist. Falls z'(t) €%, so folgt 

ljo(r, t) — x(t) < log(1/r) |x’ (t)| . 

b) Wenn ¥ = L,(— a,+ a), 1 < p< + co und 

LE gt ja(r, t) — x(t)|], = O(log(1/r)) 

*) Da & reflexiv ist, ist jede beschriankte Menge relativ schwach kompakt, es existiert 
also dieser Limes (evtl. nach Ubergang zu einer Teilfolge). 





) 


t) 
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gilt, folgt : 
z'(t)< L,(—2,+ 2). 

Beweis. a) Wir wenden den ersten Teil von Satz 2.1 an. Die Halbgruppe 
a(e-€; t) ist von der Klasse C, da es bekannt ist, daB ||a(r; t) — x(t)|] + 0 mit der 
Norm im Sinne der Raume C [— 2, + 2] bzw. L,(— 2, + 2) (siehe [29], S. 51,87). 
Hite ((14], 8. 352) hat gezeigt, daB A,[x(t)] = z(t) und 9(A,) die Teil- 
menge des Raumes & ist, fiir welche z’(t) «%. Nach ({12], S. 153) folgt, daB 
die konjugierte Funktion der Ableitung von x(t) fast iiberall gleich der Ab- 


leitung der konjugierten Funktion ist, d.h., daB z(t) = Z(t) f. i. Wir be- 
merken, daB im Falle 1 < p < + co (aber nicht fiir p= 1 oder oo oder fiir 
C[— 2,+ 2] =) z'(t) dann und nur dann in L, enthalten ist, wenn 2’ (t) ¢ L, 
ist. (Ein Satz von M. Rresz [22] sagt naimlich aus, daB fiir x(t) ¢ L,, p+ 1, 
p + co, auch z(t) ¢ L,, und fiir die Umkehrung siehe wieder [22] oder [15].) 

b) Die Umkehrung folgt durch Anwendung des zweiten Teils des Satzes 2.1. 

Zusammen mit der Folgerung 1.1 haben wir den folgenden Satz: 

Satz 3.2. Das klassische Abelsche Limitierungsverfahren einer Fourierreihe 
der Funktion x(t) ist saturiert im Raum L,, 1 < p < 00, mit einer Approximation 
von der Ordnung O(log1/r), wnd die Saturationsklasse ist die Klasse der Funk- 
tionen x(t) mit z'(t) € L,(— 2,+ 2), 1 < p < 00, (und diese Klasse™) ist iden- 
tisch mit der aller x’ (t) € L,). 

Ein dem Satz 3.la) entsprechender direkter Satz fiir den Raum C[— 2, 
~ 7] stammt von Naranson [18]: falls x(t) ¢ Lip,1 und 0 <r < 1, so folgt 


+O(1—r). 





sup max |o(r,t) — x(t)| = z (1 — r) log : 
at) —nmstsn a aid 
Fiir eine Verschirfung dieses Resultates, siehe z. B. Timan [24]. Ein analoget 
Satz ist von Nacy [23]: falls x(t) ¢ Lip,1 und 0 <r <1, dann folgt (a(r, t) 
ist das Abel-Poissonsche Integral fiir Z (t)) 
1 
sup max |g(r, t) — Z(t)| = + | ore 8 dx= (1-1) +O(1- nesta +). 


at) —zstsn2x 
r 


Satze derselben Art im Raume L, sind dem Verfasser nicht bekannt. Vielmehr 
ist Satz 3.1 b) der erste Umkehrsatz fiir die o(r, t). 

Berechnen wir o(r,¢) fir die Funktion z(t)= cost, erhalten wir o(r,t) 
= r cost und folglich 


o(r,t) — cost = (r — 1) cost; 


dies bedeutet, daB der Approximationsgrad im Raum C[— 2,+ 2] oder 
L,(— 2,+ 2) nicht verbessert werden kann, obwohl die Ableitungen aller 
Ordnungen von cost existieren und zu C[— 2,+ 2] oder L,(— 2,+ 2) ge- 
héren. Jedoch wissen wir, daB dies nicht der Fall ist fiir die Teilsummen einer 


10) Da der Raum L,(— 2, + 2) nicht reflexiv ist, gibt der Satz 2.1 b) die Saturations- 


klasse der o(r, t) in L, nicht an. Ob sie doch die Klasse der Funktionen x(t) mit 7’ (t) € 
€ L,(— 2, + 2) ist, bleibt ungelést. 
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Fourierreihe. GewiB hat Satz 3.1 a) sogar bestatigt, daB der beste Annihe- 
rungsgrad von z(t) durch die o(r,t) sozusagen O(log1/r) ist, falls %'(t) ¢ 
€ C[— a, x] oder L,(— 2, + 2). 

Wir vergleichen nun die obigen Resultate fiir die o(r,t) mit den Fejér- 
Mitteln o,,(¢) einer Fourierreihe von x(t) im Raume L,, 1S p< + oo. In 
einer Arbeit von ALExiTs [2] ist die folgende Tatsache enthalten: die Be- 
dingung < (t) ¢ Lip(1, p) ist notwendig und hinreichend, daB ja, (t) — z(t)|, 
= O(1/n) gilt. (x(t) € Lip(1, p) falls 


f lee + h) — x(t)\Pdt < M |h\?. ) 


Falls 1 < p < + c© besagt die Bedingung z(t) € Lip(1, p) im Grunde, daB 
x’ (t) « L,(— 2,+ 2), Harpy und Lirrtewoop [11] oder [29], S. 106, haben 
nimlich gezeigt, daB eine Funktion y(t) dann und nur dann zu Lip(1, p), p > 1 
gehért, wenn y(t) dem unbestimmten Integral einer Funktion aus L, aqui- 
valent ist. Fiir den Fall, daB p= 2 und 2’ (t) ¢ L,(— 2,+ 2), hat Hue ([14], 
S. 353) gezeigt, daB 


lon(t) — (le < 5 IF": 


und dies bedeutet, daB der beste Grad von der Ordnung O(1/n) auch erreicht 
wird, falls x’ (t) € Lg. 


4. Das Abelsche Integral und Orliczsche Riume 


Es sei 0 S y(u) S + © eine Funktion, die fir u 20 definiert ist, mit 
gy (0) = 0 (aber nicht identisch Null) und die gegen unendlich monoton wiichst. 
Es sei y(u) die inverse Funktion, im tiblichen Sinne itiberall definiert auBer 
einer abzihlbaren Menge von Punkten, die zu den Konstanzintervallen von ¢ 
gehéren. Es seien @(t) und Y(t) die Integrale von g und wy iber (0, 4); 
@ und ¥ sind komplementiire Young-Funktionen. Durch L% (a,b) bezeichnen 
wir die Menge aller meBbaren, komplex-wertigen Funktionen z(t), a <t < b, 
fiir welche 


b 
Mo(x)= f{ D(\x(t)|)dt< +0. 
a 
Da dieser Raum im allgemeinen nicht linear ist, hat Orticz [19] den Raum 
Lo(a, 6) eingefiihrt. Dieser besteht aus allen komplex-wertigen Funktionen 
b 
x(t), a<t<b, far die [ x(t) y(t)dt < +o ist fir jedes y(t) € L}(a,b). 


a 
Definiert man die Norm | x] » durch 
b 
|al|o = sup f x(t) y(t) dt, 


wo sup fir alle y(t) zu nehmen ist, die der Bedingung M y(y) <= 1 geniigen, 
so ist Lg(a,b) ein Banachscher Raum. Offenbar ist Lg > L%. 

Man kann den Raum Lg auch erkliren als die Menge derjenigen Funktionen 
x(t), fir die M,(k x) < + co fiir irgendeine Konstante k > 0; genauer 


it 


m 
on 


en 
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M 9(2/\z\o) <1 fiir jedes x ¢ Le mit x(t) + 0 ({17], 8. 47 oder [26], S. 80). 
Falls aber eine Konstante M > 0 existiert, so daB 


(4.1) O(2t)< M(t) faralle t=0, 


so folgt, daB Ly c L$ und somit Lg= LZ. Wir bemerken, daB die Bedingung (4.1) 
auch notwendig und hinreichend dafiir ist, daB der Raum Lg separabel ist 
({17}, 8S. 61). 

Falls eine Konstante M > 0 existiert, so daB Dit) und VY (r) den Be- 
dingungen 
(4.2) O(2t) <5 M(t) firalle t20; V(2r1)S M V(x) fiiralle r2=0, 


geniigen, dann ist der Raum Lg auch reflexiv ([26], 8. 154 oder [17], 8. 60). 
Da |o(r, t) — x(t)» > 0, falls x(t) ¢ Lg(—2, +2) [29], so haben wir: 

Satz 4.1. Hs sei M>O eine Konstante, so daB D(t) und V(r) die Be- 
dingungen (4.2) erfiillen, und es sei x(t) € Lg(—2, +2). Falls z'(t) € Le(— 2, 
+ gt) ist, so folgt 

ja(r.t) — x(t) o< log(1/r) |z'()\o. 
Falls 
|o(r,t) — x(t) = O(log 1/r) 
gilt, folgt 
%'(t) «Le. 

Satz 4.2. Unter den Bedingungen von Satz 4.1 gilt die Behauptung von 

Satz 3.2, wenn der Raum L,(— 2, + 2) durch Lg(— 2, + 2) ersetzt wird. 


5. Anniherungssitze der Poissonschen und Weierstra8schen Transformation 
Wir betrachten jetzt das Poissonsche Integral fiir die obere Halbebene 


+00 


g t 
a(t; &)= = / te du. 





—o 


Dieses Integral ist auch bekannt als das Cauchysche Integral. Falls zx (¢) 
€ L,(— 00, + 00), so folgt durch JENsENs Ungleichung, daB x(t; &) ¢ L,(— , 
+ oc). 2(t; &) ist eine harmonische Funktion, definiert in der oberen Hilfte 
der Ebene (t; &), mit Randwerten x(t) € L,. 

Wieder wollen wir die Konvergenz und den Grad der Approximation, 
der x(t; &) gegen x(t) betrachten. Die Frage nach der ,,punktuellen“ Kon- 
vergenz kann gut beantwortet werden durch allgemeine Siatze™) tiber singu- 
lire Integrale, definiert tiber das unendliche Intervall (— co, + co). Wendet 
man z. B. einen Satz dieser Art (siehe [25], 8. 28) an, so erhilt man: falls 
x(t) € L,(— 00, + cc), dann konvergiert das singulire Integral x(t; &) fast 
iiberall gegen x(t) fir +0. Wahrscheinlich sind auch direkte Approxi- 


mationssitze im Raume C[— oo, + co] fiir das Poisson-Cauchysche Integral 


") Zum Beispiel ist ein allgemeiner Satz von einem anderen Typ enthalten in der 
Arbeit von Dunrorp, N. und J.T. Scuwartz, “Convergence almost everywhere of 
Operator Averages”. J. Rational Mechanics and Analysis 5, 129—178 (1956), besonders 
auf 8. 170—171. 
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bekannt. Wir beschranken uns aber auf Siatze dieser Art und auch auf die 
Umkehrsiitze im Raume L,(— 00, + 00)!). 

In seiner Arbeit ({12], 8.136) hat Hie die Halbgruppeneigenschaft 
dieses Integrals x(t; £) = T(é) [x(t)] betont. Wir haben den folgenden Satz 
(fir Teil a) und b) siehe auch [14], S. 386). 

Satz 5.1. Es sei x(t) ¢ L,(— 0, + «), l<p<+o. 


a) Falls 
(5.1) lim “a(t; ) - 200] = 0, 


so ist x(t)= 0 f. ii. 

b) Falls z' (t) € L,(— 00, + 00), so haben wir 
x(t; &) — x(t) < 2’). 

Ja(t; €) — x(t) = O(€) 
so folgt, daB x’ (t) € L,(— 00, + 0). 

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, beachten wir, daB x(t; &) «OC, da 
a(t; €) — x(t)| +0 in der Norm der Raume L,(— oo, +00) (siehe [12], 
8. 135). Auch hat Hixe [14], 8. 386, [15] gezeigt, daB der infinitesimale 
erzeugende Operator Ap von x(t; £) durch Ap[x(t)] = %'(t) gegeben ist, wo 


c) Falls 


+o 
~ 1 d 
y(t) = —— V.P. f yc + =" 
und V. P. bedeutet, daB der Cauchysche Hauptwert am Punkte u= 0 zu 


nehmen ist. Wieder ist z’(t)= x(t) f. i. Obwohl dieser Operator ahnlich 
gebaut ist wie fiir das Poissonsche Integral fiir den Einheitskreis, besitzt er 
doch gianzlich verschiedene Eigenschaften (siehe [22]). Teil c) folgt als eine 
Anwendung von Satz 2.1 b und Teil a) von Satz 1.1. In bezug auf Teil a), 
siehe auch [12], 8. 145. SchlieBlich erhalt man b) aus dem Satz 2.1 a). 

Hieraus ergibt sich sofort die Saturationsklasse des Poissonschen Integrals 
x(t; €) im Raume L,(— co, + 0), 1 < p< + oo. 

Satz 5.2. Das Poissonsche Integral fiir eine Halbebene ist saturiert im Raume 
L,(— 0, + 0), 1 < p< co mit einem Anniiherungsgrad von der Ordnung O(&), 
& - 0, und die Saturationsklasse ist die Klasse der Funktionen x(t) mit x’ (t) € Ly. 

Eine andere Transformation, die in den letzten Jahren sehr sorgfaltig 
studiert worden ist (siehe z. B. [16], Kap. 8), ist die GauB-WeierstraBsche 
Transformation, definiert durch 

1 


wii = Te [ xt 4+ u)e- dé. 


+ oO 


— oo 


12) In Satz 5.1 a) und b) beschranken wir uns auf den Raum L, (—0c, -{- 00) fiir p > 1. 
Ob dieser Satz auch fiir p = 1 gilt, ist nicht ganz sicher. Namlich nur fiir p > 1 ist der 
Operator Ap bekannt. Hierfiir siehe [15], 8.12. Die Einschrankung p > 1 ist auch bei 
[12], S. 386 hinzuzufiigen. Ebenso betrachten wir nicht den Satz 5.1 a) und b) fiir den 
Raum C [— oo, + oo], da hierfiir gewisse Einschrankungen notwendig sind. Hierzu 
siehe: ELLIoT, J. u. W. FELLER: “Stochastic processes connected with harmonic functions ’ 
Trans. Amer. Math. Soc. 82, 392—420 (1956), besonders Satz 3.3, S. 406. 
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Falls x(t) € L,(—00,+ 0c), dann gehért auch w(t; &) = W(é) [x(t)] dem- 
selben Raum an. Die W(£) definieren eine Halbgruppe wie die Relation ([16). 
S. 177) 


rate last ate [oleh 
Vait&) late TREE 7 


—c 








zeigt. Diese Transformation, ein singulires Integral, gibt die Laplacesche Lésung 
des Problems der linearen Wirmeleitung in einem unendlich ausgedehnten 
K6rper. Dieses Integral wurde zuerst von Wererstrass 1858 beim ersten 
Beweis der Approximierbarkeit beliebiger, stetiger Funktionen durch Poly- — 
nome gebraucht (vgl. auch [7}). 

Wendet man nochmals den oben erwihnten allgemeinen Satz [25] auf 
das WeierstraBsche singulire Integral an, so erhilt man: falls 


a(t) € L,(— c,+ o), 


dann strebt w(t; &) fiir & + 0 fast iiberall gegen x(t) (siehe [25], 8.31 und [10}). 
Satz 5.3. a) Ist x(t) eX, wo &X gleich C[— o,+ 00] oder L,(— 00, +00), 
1< p< + ©, ist, und ist 


lim + |w(t; &) — 2()| = 0, 
—&—-0 


so folgt, daB x(t) eine lineare Funktion in t ist, falls ¥ = C[— co, + oc] ist und 
a(t) = 0 f. wi. falls ¥ = L,(— co, + o). 

b) Falls x(t), x'(t) und x’ (t) zu % gehdren, wo ¥ = C[— c,+ 0c] oder 
L,(— ~,+ 0), lo p< + o, ist, so ist 


w(t; £) — x) <= Iz". 
c) Ist x(t) ¢ L,(— ~,+ c), 1 < p< + oo, und 
w(t; €) — a(t) = O(€), 


so sind x(t), x’ (t), und x’’ (t) auch in L,. 

Beweis. Es kann schnell gezeigt werden, daB |w(t; £) — x(t) +0 in der 
Norm der Raéume C[— oo,+ co] und L,(— c,+ oc), 1S p< + oo, also ist 
{w(&)} € C. Ferner ist bekannt ([14], 8. 401), daB der infinitesimale Operator 
der unbeschrinkte Operator Ay z(t)= | 2 (t) ist, und D(Ay) ist die 
Menge derjenigen zweimal differenzierbaren Funktionen in C[— 00, + co] oder 
in L,(— cv, + ce), fiir welche die ersten und zweiten Ableitungen zu C [— co, + co] 
oder zu L, gehéren. Der Rest des Beweises folgt wie der von Satz 5.1. 

Satz 5.4. Die Saturationsklasse im Raume L,(— co, + co), 1 < p< + ov, 
der Gauss-WeierstraBschen Transformation ist die Klasse derjenigen Funktionen 
x(t), fiir welche x(t), x’ (t) und x” (t) zu L,(— 00, + co), 1 < p< + 00, gehdren, 
und thre Ordnung ist O(&). 

Vergleichen wir dieses singulire Integral mit dem von DE LA VALLEE- 
Poussin, das man verwenden kann, um eine periodische stetige Funktion x(t) 
auf einem endlichen Intervall, z. B. [0,1], beliebig genau zu approximieren, 

Math. Ann. 13:3 28 
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namlich 


a 


V,, (t) = = [x + u) cost (5) dw : 


- # 


a __ (28) (28 —3)...2 
nn (2n—1)(2n—3)...3.1’ 
so sind verschiedene Resultate bekannt. Unter den ,direkten‘ Satzen ist z. B. 
die Eigenschaft, daB | V,,(¢) — x(t)| = O(1/n) ist, falls z’(t) ¢ Lip 1. Ferner ist 
bekannt, daB dieser Approximationsgrad der bestmégliche ist. Wenn nun- 
mehr | V,,(¢) — 2(t)| = o(1/n) gleichmaBig in 0 < ¢ < 1 gilt, so ist x(t) eine Kon- 
stante (diese und andere Eigenschaften befinden sich in [6]). Aber es ist eine 
offene Frage, welche Bedingungen eine stetige Funktion x(t) erfillen miBte, 
damit der Annaherungsgrad von x(t) durch die V,,(¢) genau von der Ordnung 
O(1/n) ist. Eine positive Antwort auf diese Frage wiirde die Saturationsklasse 
der V,,(t) angeben. 


6. SchluBwort 


Wir haben den Approximationsgrad von x durch 7'(&) x betrachtet fiir 
den Fall, daB die Approximation im Sinne der Metrik aufgefaBt wird (d. h. 
im GroBen). Das korrespondierende lokale Problem ist ungelést. Uberdies 
haben wir die Saturationsklassen verschiedener singulirer Integrale ge- 
funden, z. B. die des Poissonschen Integrals und der WeierstraBschen Trans- 
formation. Dies beantwortet Vermutungen, die J. Favarp in der Theorie 
der besten Approximation ausgesprochen hat im Zusammenhang mit seiner 
Arbeit [9], die im wesentlichen einen umfassenden Uberblick jener Theorie 
darstellt. 

Es wire interessant, direkte Beweise z. B. fiir die Satze 3.2, 5.2 und 5.4 
zu finden, Beweise also, die sich nicht auf die Halbgruppentheorie stiitzen. 
Einen solchen Beweis hat bekanntlich ZAMANSKy [27, 28] fiir die Fejérschen 
Mittel o, einer Fourierreihe gegeben. Jedoch besteht die Méglichkeit, daB 
Beweise solcher Art sehr kompliziert sind. 

Noch interessanter wiirde sein, die oben erwaihnten Satze fiir den Raum C 
der stetigen Funktionen zu beweisen. Ist z. B. die Saturationsklasse des 
Abel-Poisson-Integrals a(r,t) im Raume C[— z,+ 2], die Klasse aller Funk- 
tionen x(t) mit x’ (t) ¢ C[— 2,+ 2] und der Ordnung O(log 1/r) ? 

Eine andere Frage, die sich ergibt, ist die folgende: Gibt es notwendige und 
hinreichende Bedingungen fiir das Element x, so daB | 7'(é) x — 2|| = O(&*) 
fiir 0 < « < 1? Wir haben ja dieses Problem im Falle « = 1 gelést!*. Ein Anfang 
in der gewiinschten Richtung ist in [14], 8. 324 angegeben. 


13) Dieses Problem fiir eine k-parametrige Schar von Halbgruppen von Operatoren 
ist auch ungelést. DaB z. B. das k-parametrige singulare Integral von Gauss fast iiberall 
gegen x(t,,t,,..., t,) strebt, ist bekannt; vgl. den Hinweis zu der Arbeit von DunForD 
und Scuwartz in FuBnote 12). 
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In unserer nachsten Arbeit") werden wir die Saturationsklassenim Raume L, 
der Abelschen Verfahren der Fourier-Entwicklungen einer Funktion nach 
Legendreschen, Laguerreschen und Hermiteschen Polynomen betrachten, sowie 
eine Anwendung auf das Umkehrproblem fiir die Laplace-Transformation 
durch Halbgruppen von linearen Operatoren. 


Literatur 


{1} Avexirs, G.: Sur ordre de grandeur de |l’approximation d'une fonction par les 
moyennes de sa série de Fourier. Mat. és Fizikai Lapok 48, 410—433 (1941). — [2] Ave- 
xits, G.: Sur l’ordre de grandeur de l’approximation d'une fonction parles sommes de 
Fejér. Acta math. hung. 3, 29—42 (1952). — [3] Banacu, S.: Théorie des opérations 
linéaires. Warschau 1932. — [4] Bernstrer,S.: Sur un procédé de sommation des 
séries trigonometriques. C. r. Acad. Sci. (Paris) 191, 976—979 (1931). — [5] Burzer, 
P. L.: Halbgruppen von linearen Operatoren und eine Anwendung in der Approximations- 
theorie. J. reine u. angew. Math. 197, 112—120 (1956). — [6] Burzer, P. L.: On the singular 
Integral of de la Vallée-Poussin. Arch. d. Math. 7, 295—309 (1956). — [7] Favarp, J.: 
Sur les multiplicateurs d’interpolation. J. Math. Pures Appl. 23 (9), 219—247 (1944).— 
[8] Favarp, J.: Sur approximation dans les espaces vectoriels. Ann. di Mat., ser. IV, 
29, 259—291 (1949). — [9] Favarp, J.: Sur l'approximation des fonctions d'une variable 
réelle, Colloque d’ Anal. Harmon. Publ. C.N.R.S. Paris 15, 97—110 (1949). — [10] Harpy, 
G. H.: On Weierstrass’s singular integral, and on a theorem of Lerch. Messenger of Math. 
46, 43—48 (1916). — [11] Harpy, G. H., and L. E. LirrLewoop: Some properties of 
fractional integrals. Math. Z. 27, 565—606 (1928). — [12] Hitxe, E.: Notes on linear 
transformations. I. Trans. Amer. Math. Soc. 39, 131—153 (1936). — [13] Hux, E.: 
Notes on linear transformations. II. Analyticity of semi-groups. Ann. of Math. (2) 40, 
1—47 (1939). — [14] Hixxe, E.: Functional analysis and semi-groups. Amer. Math. Soc. 
Coll. Publ. 31 (1948). — [15] Hiixe, E.: On the generation of semi-groups and the 
theory of conjugate functions. Kungl. Fysiogr. Sallsk. J Lund Férhandl. 21, 1—13 (1951). 
[16] Hrrscumay, I. L., and D. V. Wipper: The Convolution Transform. Princeton 1955.— 
[17] Luxempure, W. A. J.: Banach Function Spaces, 70 8. Diss. Delft 1955. — [18] Na- 
tanson, I. P.: Uber den Grad der Annaherung einer stetigen 2 — 2 periodischen Funktion 
durch ihr Poissonsches Integral. Dokl. Akad. Nauk SSSR 72, 11—14 (1950). — [19] Or- 
uicz, W.: Uber eine gewisse Klasse von Raumen vom Typus B. Bull. Acad. Polon., 
Cl. Math. sér. A, 207—220 (1932). — [20] Perris, B. J.: A note on regular Banach spaces. 
Bull. Amer. Math. Soc. 44, 420—428 (1938). — [21] Purtuips, R. S.: Semi-groups of 
operators. Bull. Amer. Math. Soc. 61, 16—33 (1955). — [22] Riesz, M.: Sur les fonctions 
conjugées. Math. Z. 27, 218—244 (1927). — [23] Sz.-Nacy, B.: Sur l’ordre de l’appro- 
ximation d'une fonction par son intégrale de Poisson. Acta math. Acad. Sci. Hung. 1, 
183—187 (1950). — [24] Toman, A. F.: Genaue Abschaitzung des Restes bei der Appro- 
ximation periodischer Funktionen durch Poissonsche Integrale. Doklady 74, 17—20 
(1950). — [25] Trrcumarsn, E. C.: Introduction to the theory of Fourier Integrals. 
Oxford 1937. — [26] Zaanen, A. C.: Linar Analysis. Amsterdam 1953. — [27] Za- 
MANSKY, M.: Classes de saturation de certains procédés d’approximation des séries de 
Fourier des fonctions continues et applications 4 quelques problémes d’approximation. 
Ann. sci. Ecol. norm. sup. fase. 1, 19—93 (1949). — [28] Zamansky, M.: Sur la sommation 
des séries de Fourier derivées. C. r. Acad. Sci. (Paris) 231, 1118—1120 (1950). — [29] Zya- 
muND, A.: Trigonometrical series. Warschau 1935. — [30] Zyemunp, A.: The approxi- 
mation of functions by typical means of their Fourier series. Duke Math. J. 12, 695—704 
(1945). 

(Ringegangen am 3. November 1956) 


r 4) Halbgruppen von Jinearen Operatoren und das Darstellungs- und Umkehrproblem 
fiir Laplace-Transformationen (im Druck). 


28* 














Harman, P. 
Math. Annalen, Bd. 133, 8S. 426—430 (1957) 


Remarks on a uniqueness theorem for closed surfaces *) 
By 


Pure HarTMAN in Baltimore 


1. The following strong maximum principle for a singular elliptic partial 
differential equation will be used below to obtain versions of some of the 
theorems of Voss [3] dealing with closed surfaces in Euclidean 3-space without 
his assumptions of analyticity. 

Lemma. Let A =(a'*(x,y)), B=(p'*(x,y)) be 2 by 2, symmetric, positive 
definite, continuous matrices on x*+ y®< 1. Let (y"*(x,y), y?(x,y)) be a conti- 
nuous binary vector on x?+ y®< 1. Let (x,y) be of class C? on 22+ y< 1 
and satisfy 


(1) grad m + whenever m= 0. 
Finally, let w(x, y) = const. be a C?-solution of 
(2) L(w) = vw *wy+ B* pjw,+ p yw; =0 


on x? + y®< 1. Then w has no (local) maximum on 2? + y®< 1. 

In (2), w;= dw/dz’, w;,= @w/dxdx*, where (z', x*) = (x,y). It will be 
clear from the proof that the Lemma remains valid if a term @ 6, where 
6(x,y) < 0, is added to L. 

For an application below, the following will be needed: 

Remark. The proof will show that the Lemma is correct if the assumptions 
on @ and w are replaced by the following: (i) @ is of class C! on 22+ y®< 1 
and satisfies (1); at any point (29, y) satisfying g(x», yo) = 0, the C'-are 
(x, y) = 0 is tangent to, but does not cross, some circle; (ii) w is of class C! 
on 22+ y*< 1, is of class C? and satisfies (2) on the set w(x, y) + 0. 

The proof of the Lemma will depend on a modification of E. Hopr’s 
proof [2] of his strong maximum principle. 

Proof. Suppose that w has a local maximum, say, at (x,y) = (0,0). Then 
the strong maximum principle [2] for elliptic equations with bounded coeffi- 
cients implies that g(0,0)= 0. The assumption (1) shows that, after a ro- 
tation, it can be supposed that 


(3) y2(0,0) >0 and (0,0) =0. 


By virtue of g(0,0)= 0 and (3), the set J: m= 0 in a vicinity of the 
origin is an arc of class C? passing through (0,0). Since J is of class C? (and, 
*) This research was supported by the United States Air Force through the Air Force 
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in particular, possesses a finite curvature at (0,0)), the common part of the 
disk D, : (x — B)?+ y*< f? and J consists of the point (x, y) = (0,0), 
(4) D,AJ= (0,0), Dy: (2 — B+ 9's B, 
if 8 > 0 is sufficiently small. 

Let m = m(8) > 0 be chosen so that 


(5) Q(A, w) = aM 22+ 2 aA we + a? pw? > m(J?+ wv?) if 224+ ys (2 By. 


If s=(x — B)?+ y’*, so that (s,,s,) = — 2(f,0) at the origin, then (3) and 
the positive-definiteness of B implies 


(6) BP* p;8< 0 


at the origin. By virtue of continuity, (6) holds on a circle D,: 22+ y°s a? 
if « > 0 is sufficiently small. 

In what follows, let 6 > 0 and m = m(f) > 0 be fixed so that (4) and (5) 
hold and let « be fixed so that 0 < a < £, (6) holds and w(z,y) < w(0,0) = M 
on D,: 22+ y's a’. 

For a given constant a > 0, put 
(7) h(x, y) = exp (— as) — exp (— a f?). 

Thus, if L,(h) = «*h;,+ y’ hj, it is seen that 

L,(h) = 2 ae~** {2a Q(x — B, y) — a — a — yi (x — B) — y* y}. 
On D,, s=(x — B)*?+ Y= (B — «)® > 0, so that if a= a(a, 8) > 0 is chosen 
sufficiently large, there exists a constant satisfying L,(h) > const. > 0 on D,. 
In view of (3) and (4), mg >0O on the interior of D,~\D,. Hence (h,, hy) 


= — ae~**(s,, 8,) and (6) show that g-! f’* ,h, >0 on the interior of D, 7. Dg. 
Since g-! L(h) = L,(h) + po! B'* phy, 


(8) gy! L(h) > const. >0 on interior of D,/D,. 


The strong maximum principle [2] implies that w(z,y)< M if (x,y) is 
in D, and g(x,y) +0. Hence w < M on the portion of the boundary of D, 
contained in D,. Since this portion of the boundary of D, is a closed (circular) 
arc, there exists an ¢ > 0 satisfying z = w + eh < M on this arc. On the remain- 
der of the boundary of D,, z << w< M since h <0 outside of D,. Thus 
z= w= M at (x,y) = (0,0) implies that z has a maximum at a point (po, Yo) 
interior to D,. 

Actually, z< w < M outside of D,, so that (z9,y,) is in D,7\ D,. At the 
origin, z, = w, + eh, = 0+ eh, >0, so that (x,y) + (0,0) and, conse- 
quently, (2, Yo) is interior to D, ~\ Dy. Finally, z,= z, = 0 at (29, yp) and (2), 
(8) show that, on the one hand, g-! L(z) >0 and that, on the other hand, 
gy! L(z) = a/*z,;, at (2»,¥9). Since this is incompatible with the fact that z 
has a maximum at (29, Yo), the Lemma is proved. 

2. A mapping P = 7’P of a’surface F onto another F is called a parallel 
mapping in the direction U if 7' is a topological mapping of F onto F and the 
line joining the point P and its image point P = 7 P is parallel to a fixed 
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unit vector U. T is called of class C" (analytic) if there exist systems of (com- 
mon) local coordinates on F and F, say F : X = X(u,v) and F: X = X(u,v), 
where X = (zx, y,z), and a scalar function w(u,v) satisfying T' : X (u,v) = X (u,v) 
+ w(u,v) U; X,X,w are of class C* (analytic); and the vector products 
(X,, X,), (X,,, X,) do not vanish. 

It was shown in [3], pp. 188—190, that if 7’: F + F is a parallel mapping 
in the direction U of surfaces F, F of class 0", n = 2, (or analytic) and if 


(9) U is not an asymptotic direction at any point of F 


(where U is tangent to F), then 7’ is of class C"-' (or analytic). It was also 
remarked that (9) implies that 


(10) grad U- N+0 whenever U-N=0, 


if U - N denotes the scalar product of U and the unit normal vector N of F 
Furthermore, the functions X (u,v) and w(u,v) of class C"-! can be chosen 
so as to be of class C” at those points where U - N + 0. 

If F is a closed surface of class C? and (10) holds, then the set U- N= 0 
on F consists of a finite number of simple Jordan curves of class C!. It will 
be convenient to introduce the condition: 


(11) The curves U - N = 0 on F are of class C?. 


This is the case when (9) holds and, for example, the curves U - N = 0 on F. 
are plane curves or F is of class C°. 

(*) Let F, F be closed, orientable surfaces of class C? and let T : F + F be an 
orientation-preserving, parallel mapping in the direction U. Let (9) and (11) hold. 
Let W (H, K) be a function of class C' for H?= K satisfying 


(12) Wi, + HW, We + KWi>0 


and let the mean and Gaussian curvatures, H and K, of F, F satisfy W(H(P). 
K(P)) = W(H(P), R(P)) if P= TP. Then T is a translation. 

This is a version of the translation theorem (Satz I) of Voss, p. 196, 
where the conditions of (*) that F, F are of class C? and that (9), (11) hold 
are replaced by the assumption that F, F, 7 are analytic. The analogue of (*) 
in which it is assumed that F, F are of class C?, instead of class C2, follows 
from Voss’s proof of his Satz I if the Lemma above is used in place of his 
Lemma 5. The modifications of this proof needed to obtain (*) will be given 
in the next section. 

The deduction of Satz II from Satz I in [3]. p. 199 gives the following 
corollary of (*). 

(**) Let F be a closed, orientable surface of class C? with the property that 
every line parallel to a fixed unit vector U meets F in at most two points. Let (9) 
and (11) hold. Let W(H,K) satisfy the conditions of (*) and let the mean and 
Gaussian curvatures, H and K, of F satisfy W(H(P), K(P))= W(H(P’), 
K (P’)) whenever P, P’ are two points of F such that the line PP’ is parallel to U. 
Then F possesses a plane of symmetry perpendicular to U. 
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Correspondingly, Satz I,, Il, on p. 199 are contained in (*), (**). It can 
be pointed out, however, that Voss’s proofs of these theorems remain valid 
if it is only assumed there that F, F are of class C? (instead of class C*); ef. 
the remarks below concerning the C?-character of F (t). 

3. Proof of (*). The mapping 7’: F + F determines a continuous, scalar 
function w(P) of the position P on F by the r-lation ¥ = X + wU. Theorem (*) 
follows if it is shown that, unless w(P) = const., w cannot have a maximum 
on the closed surface F. 

Suppose, on the contrary, that w + const. and that w has a maximum 
at a point P, of F. Then U-N =0 at P,; cf. below. Suppose that P, is the 
origin, U = (1, 0,0) and the (z, y)-plane is tangent to F at Py. Then con- 
dition (9) and the remarks concerning it imply that there exist functions 
z(x,y), w(x,y) of class C*, C, respectively, such that, in a vicinity of P, and 
P.=TP,, F : X =(x,y,2(z,y)) and F: X =(x + w(z,y), y,z(z, y)). These 
relations will be abbreviated by X = X (x,y), X = X (x,y) + w(x, y) U, where 
X (x,y) is of class C? and w is of class C!. Also, w(z,y) is of class C? on the 
set z,(x,y) +0, where U-N +0. In what follows, only (z,y) within the 
domain of definition of X (x, y), w(x, y) occur. 

Let F(t) denote the surface 


(13) F(t): X = X(z,y) + tw(z,y) U. 


At a fixed (x, y), let (9;,), (Giz). (Gi, (t)) denote the first fundamental matrices 
of F, F, F(t) respectively. The same notation will be used for other quantities ; 
for example, g the det (g;,), (h;;,.) the second fundamental matrix, etc. 

At points (x,y), where z,(z,y) +0, the parametric representation (13) is 
of class C?; so that, h;,(t), H(t), K(t) exist. From (13), it is easy to verify 
the relation 


(14) g(t) h,; (t)= (l—tg'*h,, + t7'* h,,: 


ef. [3], p. 206. Since X (x,y) is of class C?, h,;, exists and is continuous for all 
(x,y). Also, h,; exists, by the tensor transformation rule, and is continuous 
for all (x,y). Hence h, ;(t) exists and is continuous for all (x,y). In particular, 
F(t) possesses local C?-parametrizations (cf. [1], pp. 138—140) and so, H(t). 
K(t) are defined and continuous for all (x,y). Let cl!'= ghgs. c= ghy,. 
2 = — gthy. 

In [3], pp. 196—197, there is derived the relation 


1 
(15) (U-N) f g~*(t) a(t) {(w,,;— PE) we] + 2 WE, -— Ph) w} dt 4 
0 


1 
2(U - N),w,; [ g(t) a(t) dt=0, 
0 


where 
(16) a(t)= 3 Wa(H (t), K() 9% (t) + Web), K(O) cf (0). 


It is pointed out there that (a‘’(t)) is positive definite, by virtue of assumption 
(12). 
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The reiation (15) is valid at any point where U -N +0. At such a point, 
the formulae Ik; = g*™ X,,,- X;, for the Christoffel symbols imply 


(17) TE (t) = g*™(t) {X,,: X,,+ tw,,X,;-U + tw,;X,,- U + Pw, ;- w,,} . 


By (15) and (17), w satisfies a differential equation (2) on the set U - N + 0, 
where p= U -N, 


1 
ati = fg" (t) {ai (t) (1 — g*™(t) ¢X,,-U + Bw,,) wy] - 
0 
_ 2a‘ (t) g’" (t) (t X, -U+# w,) w,} dt ’ 
1 
pti = 2 f g~*h(t) ati (t) dt, 
0 


1 
y* a f g~''=(t) {ati (t) g*™ (t) (Xn ° X;; +tw,, X,;:U)4 
0 


+ 2at*(t) (T'3; — g** (t) (X, - X;, + tw, X;,- U) dt. 

Since X is of class C? and w is of class C’, it is clear that «‘’, B'’, y* are 
continuous for all (x,y). The positive definiteness of (a‘/(¢)) implies that of 
(8*’). Since w has a maximum at (x, y) = (0,0), it follows that w, (0,0) = w, (0,0) 
= 0 and so, («‘/) is positive definite for sufficiently small x? + y*. 

Finally, g = U - N is of class C’ and satisfies (1) and, for small 2?+ y?. 
the set g = 0 is an arc of class C*, by (11). Thus the Lemma and the Remark 
following it imply that w has no maximum at (zx, y) = (0,0). This proves (*). 
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Uber die Haufigkeit vollkommener Zahlen 
Von 


BERNHARD Hornreck und Epuarp Wirsiné in Braunschweig 


Bekanntlich heiBt eine natiirliche Zahl n vollkommen, wenn fiir ihre Teiler- 
summe a(n) gilt: a(n) = 2n. 

In letzter Zeit sind verschiedentlich Abschaitzungen der Anzahl] V (x) der 
vollkommenen Zahlen < x veréffentlicht worden (siehe Lit-Verz. [1,2,3 a u.b, 
4]). Das beste bisher bekannte Ergebnis erzielte KANoLD [5] mit 


V (x) o(:' ngs ). 





* Tog log x 
In § 1 dieser Note wird gezeigt, daB fiir jedes e > 0 
(1) V (x) = O(2*) 


gilt. 
Aus einem bekannten Satz von Erpds [6] folgt, daB fiir die Anzahl- 
funktion V,(2) der Menge Q, aller natiirlichen Zahlen n mit a(n) = x n 


V,.(2) —_ 0(x) 


gilt. In Satz 1 von § 2 werden wir zeigen, daB die Abschitzung (1) auch in 
diesem allgemeineren Fall richtig ist: 


V(x) = O(z*), e > 0, beliebig. 


Es sei ferner G die Menge aller natiirlichen Zahlen n, fiir die n | o(n) er- 
fiillt ist. Kanoip [5] beweist 


S(x) = O(/x log logz) . 


Nach einer miindlichen Mitteilung von Herrn Kanovp wird in einer im Druck 
befindlichen Arbeit von Erpés die Vermutung 


S(x) = O(a*), e>0, beliebdig , 


ausgesprochen. Diese Vermutung wird als Satz 2 (§ 2) bewiesen. 
In einer Bemerkung soll zum SchluB noch kurz erliutert werden, dab 
alle genannten Abschatzungen sogar durch 


log z 
0 ( ins ae log log log *) 


ersetzt werden kénnen. 


§1 


Der Beweis von (1) beruht im wesentlichen auf dem folgenden 
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Hilfssatz 1: Zu einer vorgegebenen natiirlichen Zahl m > 1 gilt fiir die 
Anzahl M(x), k = 2, aller natiirlichen Zahlen m’< x, die die Bedingungen 


(2) (m,m')= 1, 
(3) m’ ist k-frei*) , 
(4) a(mm’) = 2mm’ 
erfiillen, die Abschitzung 

(5) M,(z) < c(k)- 28. 


Beweis von Hilfssatz 1: m>1 sei eine natiirliche Zahl, zu der es 
mindestens ein m’ gibt, das die Bedingungen (2), (3), (4) erfillt. Wir kénnen 
uns, da die Anzahl der geraden vollkommenen Zahlen < x ohnehin < log z ist, 
dabei aus methodischen Griinden noch auf ungerade m’ beschriainken; diese 
Einschrankung wird beim Beweis von Satz 1 wieder fortfallen. 

Man hat nun 

a(m) 
da aus o(m) > 2 m auch o(mm’) > 2mm’ folgen wiirde. Gilt in (6) das Gleich- 
heitszeichen, so ist m vollkommen und notwendig m’= 1. Es sei also 
(7) a(m)<2m. 
Nun kann ein gemeinsamer Primteiler von o(m) und 2m in o(m) nicht in 
hoherer Vielfachheit aufgehen als in 2 m, da sonst wegen (2) fiir alle m’ eben- 


falls o(mm’) + 2mm’ wire im Widerspruch zu (4). Es folgt die Existenz 
eines Primteilers p von o(m) mit p + 2 m; andernfalls wire naimlich 


a(m)|2m 


und wegen (7) sogar o(m) < m, was fiir m > 1 unméglich ist. Wegen o(mm’) 
= a(m) a(m') = 2 mm’ ist also 


(8) p|m'. 
Jedes m’ enthilt also den Primteiler p in einer Vielfachheit «,— x,(m’), fiir 
die auf Grund von (3) gilt: 


lsa,sk-1. 


Fiir die wirklich auftretenden Vielfachheiten «, setzen wir zur Abkiirzung 
m p™=m,, und m’= p™m,,, also m,,m,,= mm’. Wieder ist m,, eine k-freie 
Zahl und (m,,, m,) = 1. Entweder m,, ist vollkommen, oder es gilt in Analogie 
zu (7) 

a(m,,) < 2m,,. 
Wieder existiert dann ein Primteiler p,, von o(m,,) mit p,,{2m,,, und wie 
in (8) wird jetzt 


, 


Pou, | Me, - 


1) Das hei®t: fiir keine Primzahl p gilt p* | m’. 
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Fir die Vielfachheit «, von p,, in mj, gilt wieder 


und wir setzen m,, py: = m,,,, (fiir die auftretenden Vielfachheiten «,) sowie 
m,,= Px ms,.,- Ist m,,,,...4, nicht schon vollkommen, so bezeichnen wir 
einen (stets vorhandenen) Primteiler, der in o(m,,,,....,) aufgeht, aber nicht 


in 2 Ma,0,---an mit Pray 24°-- 24 und sotzen Ma Part:..-0, Ma, a,---a, S0wie 
I, 4-4 = Pa xe---2y Ma, 24---a4,,° Fir alle i gilt 
(9) lsa,sk-1. 


Offenbar ist jedes vollkommene Vielfache mm’ (m’+ 1) von m ein m, ,....4,, 
wobei s die Anzahl der verschiedenen Primteiler von m’ ist. Es gilt, die An- 
zahl M,(x) der m’ unterhalb x abzuschiitzen. Bedeutet B= {2, 3, 5,.. .} 
= {41, q2, -- -} die Menge der ihrer GréBe nach geordneten Primzahlen, so ist 
zu vorgegebenem z aus der Gleichung 


r+1 


(10) Tas «< 114, 
v=] 


v=1 
eine Zahl r eindeutig bestimmt. Da mit endlich vielen Ausnahmen alle Prim- 


zahlen gréBer sind als k*, existiert eine nur von k abhingige Konstante c, (&), 
so daB auf Grund von (10) 


¢,(k)-k*rsz, 


also 


1 x 
(11) rs Flogk log G 
gilt. Nach (10) haben alle m’< x héchstens r verschiedene Primteiler; es 
geniigt also, an Stelle von M,(x) die Anzahl aller m, ,...,, mit s <r nach 
oben abzuschiitzen. Diese ist aber wegen (9) héchstens gleich (k — 1)", so 


daB wir mit (11) erhalten: 
M, (2) < (k — 1) < e ®#* < 
s ex 8 5, c(k) ak. 
Das ist aber die Behauptung (5) des Hilfssatzes. 


B, sei die Menge aller k-freien vollkommenen Zahlen. Fir ihre Anzahl- 
funktion zeigen wir jetzt 


(12) V,(x) = Olxe) . 


Diejenigen v ¢%,, die einen Primteiler p < 2 k enthalten, sind Vielfache 
von nur endlich vielen m = p*. Auf jedes dieser m kénnen wir den Hilfssatz 
1 
anwenden und erhalten insgesamt héchstens O(a) solcher v €U,, v S 2. 
Sind andererseits alle Primteiler von v ¢U, gréBer als 2 k, so hat v mehr als k 
verschiedene Primteiler; sonst wiire ja 


y= o> Mli-+)>1 Liat weg. 


a(v) p P 
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Zu vorgegebenem zx gibt es also fiir die zuletzt beschriebenen v eine Primzahl- 
potenz m= p*, p*|v, p**! tv, mit p*< zt. Zu jeder dieser héchstens xi 
Zuhlen m existieren nach dem Hilfssatz nicht mehr als c(k) at vollkommene 
Vielfache < zx in B,; insgesamt ergibt sich also (12). 

Wir haben noch die Anzahl aller vollkommenen Zahlen unterhalb zx ab- 
zuschitzen, die nicht in G, enthalten sind; die Menge dieser Zahlen sei Dy. 
Jedes v €B, laBt sich in der Gestalt v = mm’, (m, m’) = 1, schreiben, wobei m’ 
eine k-freie Zahl ist und m nur Primteiler in k-ter oder héherer Potenz enthilt. 
Die Menge aller natiirlichen Zahlen m mit dieser Eigenschajft heiBe 2; fiir ihre 
Anzahlfunktion gilt 
(13) L(x) < ¢g(k) xt = O(x%). 

Man sieht nimlich leicht, daB jedes m ¢ 2 die Gestalt 

be EEt*.. . a 
hat. Die Anzahl aller [4k *1!< x mit beliebigen natiirlichen Zahlen /, und /, 
ist offenbar nicht gréBer als 


x \1 : 2 . 1 
sarl<2zt DS - = Ox*), 
wot ) ho A+ o{ ) 
und (k — 1)-malige Wiederholung dieser Rechnung liefert (13). Zu jedem 


m € 2 gehéren aber nach dem Hilfssatz héchstens c(k) xi vollkommene Viel- 
fache unterhalb x, so daB wegen (13) 





1 1 2 
(14) V(x) = e(k) xe- O(xt) = O(a) 
ist. 
Zu jedem k = 2 ist also nach (12) und (14) 


V(x) = V,(x) + Vo(a) = O(ze) , 


mithin auch V (x) = O(2*) fiir k = . , und damit ist Behauptung (1) bewiesen. 


§2 
In Verallgemeinerung des Ergebnisses von § 1 soll jetzt gezeigt werden, 
daB die Abschatzung (1) auch fiir die Anzahlfunktionen V,(z) und S(z) der 
Mengen 
B= {n; a(n) = xn, n>0, nganz} 
und 
S = {n;n| a(n), n>0, nganz} 
gilt. Der Nachweis wird so gefiihrt, daB sich Satz 2 im AnschluB an Satz 1 
leicht ergibt. Wir verfeinern im folgenden sinngema8 die Uberlegungen 
von § 1. 
Unser Ziel ist, die Richtigkeit der Beziehung 


(15) V,,(at) < 2, (k) c(kPk**(2 + Axe 


A 
fiir x = ~ A=wu,Aund pu ganz, zu zeigen. 
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W,,, set die Menge aller v €D,, vk-frei, p|v —+ p > BkA (p€D), wobei 
f > 1 ein spater noch zu bestimmender Parameter sei. Durch vollstindige 
Induktion nach A bei festem y soll simultan mit dem spiter beim Beweis von 
(15) zu benutzenden Hilfssatz 2 


~~ 
| ~~ 


+ 


(16) W,,4() Sc(kP (2 + BY- ak 2 


gezeigt werden. (16) ist fiir A = u trivial; im folgenden sei also 4 > , und als 
Induktionsvoraussetzung gelte 


Lod 


1 e 
(16’) Wr o(z) So(ke (2+ Pe-zt* PF, pwsosd-l. 


Unter dieser Voraussetzung zeigen wir 
Hilfssatz 2: Ist m>1, so gilt fiir die Anzahl N, ,(x) aller natiirlichen 
Zahlen m' = x, die die Bedingungen 





(2’) (m,m')=1, 
(3’) m’ ist k-frei , 
(4’) mm’ eB, , 
(*) p\m',pcePD -+p> pki 
erfiillen, die Abschitzung 
2, den 
(5’) N,,,(2) < c(kY (2+ pr xk” PE, 
Beweis von Hilfssatz 2: Wie beim Beweis von Hilfssatz 1 ist 

, a(m) 1 
und wir kénnen uns auf 
(7’) a(m) I 

Am bl 


beschrinken. Wegen (2’) und (*) gilt (m’,Am)= 1. Also gibt es entweder 
einen Primteiler p von o(m), der nicht in 4 m aufgeht, fiir den also 


(8") p\|m' 
folgt, oder es ist 
(8”) a(m)|Am. 


Ist (8’) erfiillt, so gehen wir weiter wie beim Beweis des Hilfssatzes 1. Gilt 
dagegen (8’’), oder tritt dieser Fall mit einem der m,,,...,, ein (das ist der 
Parallelfall zu der Méglichkeit o(m,,,,....,) | 2 Mz, a,---a G. h. o(my, «,.--0,) 
= 2mMz,,.,---c, beim Beweis von Hilfssatz 1), so bricht dieser ProzeB ab. 


m’ ist damit zerlegt in ein Produkt wu’, so daB mu eines der m,,....., und 


(17) a(mu) | Amu 

ist. Die Menge der zu allen m’ gehérigen Zahlen wu sei U; ihre Anzahlfunktion 
U (x) 1aBt sich durch die Anzahl aller m, ,....,, nach oben abschitzen, und 
wie in § 1 wird 


(18) U(x) < c(k) at. 
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Es sei zunichst ein solches u fest gewaihlt. Dann ist nach (17) 
a 


Amu @ ganz, 
also nach (4’) ow’) 


u 


z\ > o|— 


> 


d.h. u’¢ W,,,, und aus e << ’ folgt 9 <A—1. Auf Grund von (16’) gilt 
fiir die Anzahl U?{,(x) aller u's x 


a 
(19) Ul (x) < c(k-1 (2+ ppt ak” Be 
(18) und (19) liefern 
Ny, 4(%) s _ v.(=) 
weu 
user 
ait afc! 
< X c(kP-1 (24 y-1(: b+ oR 
+p B =) 


1 
<c(ky- (2 + py? 2k” 


Hierin wird nach (18) t=1 
z 1 r 
dU (t) ~ is 1. a-1\ f° U(t) 
“Ter eT, +(;4 5E-) rani at 
J tt Bk “a Bk t - Bk 


_ 
i- 1 


= (ky (2 + Ay) 
< c(k) (2+ f), 


und damit folgt unter der Voraussetzung (16’) die Behauptung (5’) des Hilfs- 
satzes 2. 

Wie in § 1 folgt, da8 alle w ¢ W,, mehr als § k verschiedene Primteiler 
haben; bei vorgegebenem 2 gibt es also zu jedem w < z eine Primzahlpotenz 


1 1 

m = p*, p* | w, p** 4 w, mit p* < x’*, Auf héchstens x?* Zahlen m ist also 
der Hilfssatz 2 anzuwenden, und damit sind (16) und Hilfssatz 2 durch voll- 
standige Induktion allgemein bewiesen. 


B,,, sei die Menge aller k-freien Zahlen aus B,. Jedes v <B,,, zerlegen 
wir in der Form v = 0,0, p|v¥, -> p S Pki,p\|v,-> p> Bkia(pcDP). Zahlen 
der Gestalt v, gibt es héchstens k***; wenden wir auf alle v, + 1 Hilfssatz 2 an 
und (16) auf v, = I, so folgt 

e 
(20) Va (z) <P (ky (2+ Brat” ve, 


er 
1Z 


30 


il- 
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Die Menge aller v €B,, v¢B,, 1, sei B, 4. Jedes dieser v zerlegen wir in 
der Form v = 1 v,v,, wobei v,v, eine k-freie Zahl ist, | jeden Primteiler min- 
destens in der Vielfachheit k enthalt und wieder p |v, -+ p< Bk A, p| v, -+ 
->p > BkA (p €D) gilt. Analog (20) erhalt man wegen (13) durch Anwendung 
des Hilfssatzes 2 mit m = lv, 

1 A-1 
Vi,9(2) < L(x) -W**-c(ky (2+ pp-xt * Fe 
2. a-1 
< cy (k) KP ¢ (ky (2 + PY x b> FE 
Wahlen wir 8 = A, so folgt aus (20) und (21) insgesamt 
V(x) = Vy,1(2) + Vue,g(2) S 2 eg(k) c(h) RE* (2 + AP ae, 
womit (15) bewiesen ist. 


Fir festes x = + exgibt sich durch Wahl von k = : = 


(21) 


Satz 1. V,,(z) = O(2*) (e > 0, beliebig). 
(15) erlaubt ferner den Beweis von 

Satz 2. S(x) = O(2*) (e > 0, beliebig). 
Beweis: Fir jedes n ¢G ist “) — 4 eine natiirliche Zahl. Es ist also 


S (zx) = ps V,(2) ’ 
Aa 


und dabei braucht, wie eine leichte Rechnung zeigt, nur iiber 
AS ¢,log logz 
summiert zu werden. Man hat nimlich fiir n < x 


7. Meg (—_ 
" pin | — + 
P 
— Slog pot 
=e vr 


Zr ++0m 
en” 


ds » hichstens j = 123 Primteiler hat, ist 


E +s ¥ + < log bogg, + O(1) 
pin P isi U 
S log log logx + O(1) (B= {M1 de» -- -})> 
also A S c, log log (x => 2) . 
Aus (15) ergibt sich nun 
S(izys SV, (2) 
Ase, loglogz 
(22) < Cs log log x , 2c, (k) c (k)* 8 loge fF alos logz) , 
(2 + ¢, log log x)*!#e* xt < 
< at e%Xlog x) _ O(z*) . 


da k beliebig wahlbar ist, ist damit auch Satz 2 bewiesen. 
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Bemerkung: Man iiberlegt sich leicht ¢(k) = O(e™) und c,(k) = O((2k)*); 
wahlt man etwa k = k(x) = f log log x 


ee so kann man die linken Seiten von 
(15) und (22) sogar durch 


log x 
=.§ 
0 (.¢ ing log 2 8 8 8 *) 


abschiatzen. 
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Die transfiniten Operationen der Ordnungstheorie 
Von 


JURGEN Scumipt in K6ln 


1. Ein Halbverband ist eine (teilweise) geordnete Menge, d. h. eine Menge E 
mit einer reflexiven, transitiven und anti-symmetrischen Relation <, in der 
zu irgend zwei Elementen a und } das Supremum a y 6 existiert. Auf Grund 
der Aquivalenz 


(*) asbeavb=b 
kann man sich auch der zweistelligen Operation (a, b) + a v 6 als Grundbegriff 


bedienen ; in diesem System lauten die Axiome eines Halbverbandes bekannt- 
lich : 


(I) (av b)ve=ay(byec), 
(II) avb=bvya, 
(ILI) ava=a. 


Ein Halbverband erscheint so als ein algebraischer Bereich mit einer asso- 
ziativen, kommutativen und idempotenten Operation. 

In den Anfangen der Ordnungstheorie hat man, um der Analogien und 
Zusammenhange mit der bereits vorhandenen, stirker ausgebauten Algebra 
willen, diesen auf Auszeichnung der Halbverbandsoperation beruhenden 
algebraischen Aspekt vor dem eigentlich ordnungstheoretischen (auf Aus- 
zeichnung der Ordnungsrelation beruhenden) bevorzugt. So wurde die Theorie 
gewisser Ordnungen, eben der Halbverbands- und Verbandsordnungen, zu 
einem Teilgebiet der Algebra — die Theorie eben jener Ordnungen, in denen 
man, dem allgemeinen algebraischen Brauch gemaB, die Halbverbands- 
operation (die Verbandsoperationen) unbeschrankt ausfiihren konnte. 


Es ist nun aber doch so, daB die Halbverbandsoperation, ja die beiden 
zueinander dualen Verbandsoperationen in jeder Ordnung vorhanden, nur 
eben nicht unbeschrankt ausfiihrbar sind, insofern die Begriffe ,,Supremum“ 
und ,.Infimum* (der Elemente a und 6) in jeder Ordnung und mit Hilfe der 
Ordnung allein wohldefiniert, nur eben nicht immer diesen Definitionen ge- 
niigende Elemente a y 6 und a ( 6 vorhanden sind. Und es zeigt sich, daB die 
Existenzforderungen, welche die Halbverbinde und Verbinde unter den 
iibrigen Ordnungen auszeichnen; gar nicht so wesentlich sind, daB sich nicht 
viele verbandstheoretische Begriffe und Sitze miihelos auf beliebige Ord- 
nungen ausdehnen lieBen. 

Math. Ann. 133 29 
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Hinzukommt der wesentlich analytische, also nicht algebraische Charakter 
der Ordnungsoperationen; von Natur handelt es sich gar nicht um endlich- 
stellige und damit algebraische, sondern um transfinite Operationen, wie sie 
die Analysis in Konvergenz, Reihensummation, Integration usw. kennt. Und 
diesem transfiniten Charakter der Ordnungsoperationen entspricht es, wenn 
die Mehrzahl der praktisch vorkommenden Verbinde sogar vollstandig ist, 
d. h. unbeschrinkte Ausfiihrbarkeit nicht nur der endlichen, sogar der trans- 
finiten Operationen zulaéBt; demgemaB waren bei der Klassifikation der ge- 
ordneten Mengen weit eher die vollsténdigen Verbinde als die Verbéinde schlecht - 
hin hervorzuheben. Jedenfalls besteht nicht linger AnlaB, die endlichen 
Operationen in dem Mae zu betonen, wie dies der Zufall der algebraischen 
Entstehungsgeschichte mit sich brachte, hat sich doch die Ordnungstheorie 
inzwischen zu einer selbstandigen Disziplin') mit ihr und nur ihr eigentiim- 
lichen Begriffsbildungen entwickelt. 

Es erhebt sich ganz naturgemaB die Frage, ob sich die Zusammenhinge 
zwischen Ordnungsoperationen und Ordnung, wie sie in einfachster Form 
in Halbverbinden und Verbinden gelten, auf beliebig geordnete Mengen 
ausdehnen lassen. Die Verallgemeinerung, um die es geht, ist nach dem Ge- 
sagten eine doppelte: 1. miissen wir auf die unbeschrinkte Ausfihrbarkeit 
der Operationen verzichten; 2. wollen wir nicht nur die zwei- oder endlich- 
stelligen, sondern die keiner Miachtigkeitsbeschrinkung unterworfenen all- 
gemeinen Ordnungsoperationen betrachten. Da die Aquivalenz (*) in jeder 
Ordnung gilt, ist von vornherein klar, da man auch jede der beiden all- 
gemeinen Ordnungsoperationen, etwa die Supremumoperation, zum Grund- 
begriff der Theorie machen kann. Die Frage ist nur, was an die Stelle der 
Halbverbandsaxiome (I), (II) und (III) zu treten habe, oder wie giinstigen- 
falls Assoziativitét, Kommutativitaét und Idempotenz fiir nicht unbeschrankt 
ausfiihrbare transfinite Operationen zu formulieren wiren. 

2. Eine die unbeschrankte Ausfiihrbarkeit voraussetzende transfinite For- 
mulierung des Assoziativgesetzes fiir Supremum und Infimum hat BrrkHoFF*) 
angegeben; indem wir die bei nicht unbeschrankter Ausfihrbarkeit notwendige 
Existenzdiskussion durchfiihren, kommen wir zu dem tatsichlich allgemeinsten 
Assoziativgesetz, das wir fiir eine beliebige transfinite Operation 2 aus- 
sprechen wollen. 

Wir betrachten also eine abstrakte (spiter unsere geordnete) Menge E 
und eindeutige Abbildungen f von irgendwelchen Indexbereichen J in die 
Grundmenge £. Eine solche Abbildung f ordnet also jedem Index, jedem 
Element i ihres Definitions- oder Indexbereiches J eindeutig ein Element f (7) 


1) Zu ihrer Stellung innerhalb der Mathematik siehe N. Boursaxt, The architecture 
of mathematics, Amer. Math. Monthly 57, 221—232 (1950). 

?) Brrkuorr, G.: Lattice Theory, 2. Aufl. New York 1948, p. 53, L*. Diese Birkhoff- 
sche Formulierung des Assoziativgesetzes setzt iibrigens, wie die folgenden Ausfiihrungen 
zeigen, auBer der unbeschrankten Ausfiihrbarkeit auch noch die spezifischen Eigenarten 
der Ordnungsoperationen, insbesondere die Idempotenz, voraus und laBt sich daher auf 
transfinite Operationen auBerhalb der Ordnungstheorie (siehe z. B. FuBnote 4) nicht ohne 
weiteres iibertragen. 
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= {,< E zu; in der praktischen Anwendung spricht man hiufig auch von der 
Familie der /;, f = (f,)i¢;. Die Operation 2 wiederum ordnet gewissen (da sie 
nicht unbeschrinkt ausfiihrbar zu sein braucht, nicht notwendig allen) der- 
artigen Familien oder Abbildungen / eindeutig ein Element Q(f) = x ¢ E zu, 
das also das Resultat der Anwendung der Operation 2 ,,auf die Glieder f, 
der Familie f anzusehen ist; statt 2 = 2(/) werden wir hinfort stets 
= 2 fii) 
ier 

schreiben. 

Das Assoziativgesetz befaBt sich nun mit speziellen, sog. Doppelfamilien ; 
eine solche Doppelfamilie f =(/,),< pist dadurch ausgezeichnet, daB ihr Index- 
bereich P aus geordneten Paaren p = (i,k) (i ¢ I, k € K,) besteht, wobei die 
Menge J die Variabilitaét der ,,Zeilenindizes‘‘ i, die Menge K,, bei festem i, 
die Variabilitat der ,zu i passenden Spaltenindizes k regelt. Eine solche 
Doppelfamilie f ist also, wenn man will, eine Funktion von zwei Verinder- 
lichen i und & oder eine Matrix (/,);c7, 4¢x,; bei festem i ¢ J ist die einfache 
Familie (f,),¢ x, die ,,i-te Zeile (auch i-te Klammer) dieser Matrix. 

Das Assoziativgesetz geht nun von der Annahme aus, zu jedem Zeilen- 
index i existiere das Resultat 


(AO) Q f(i,k) = gi) 
RE R; 


der i-ten Zeile, das i-te Zeilenresultat, und besagt, im Schlagwort: 
Resultat der Zeilenresultate = Resultat der Matrix; 


ausfiihrlich: genau dann ist x das Resultat der Familie g = (g;);-; der Zeilen- 
resultate, wenn x das Resultat ist der vollen Matrix f= (fy)icr,nex, Mit 
anderen Worten: unter der Voraussetzung (A 0) sollen die Gleichungen 


(Al) Qgli)= 2 
ier 
und 
(A2) Q f(i,k) = x 3) 
iel 
ke KR; 


aiquivalent sein*). Eine transfinite Operation 2 mit dieser Eigenschaft heiBe 
assoziativ. 


3) Wie iiblich deutet das Untereinanderschreiben mehrerer Aussagen auf deren logi- 
sche Konjunktion hin. Beim Vergleich mit (A0) wird iibrigens deutlich, daB man, genau 
genommen, die ,,Summationsargumente“ — hier i und k, bei (AO) nur k — irgendwie 
besonders zu markieren hatte; im allgemeinen wird man jedoch, ohne Verwechslungen 
befiirchten zu miissen, auch ohne solche Markierungen auskommen. 

*) Beispiel einer transfiniten Operation, bei der man unter der Voraussetzung (AQ) 
nur von (A2) auf (Al), jedoch nicht in umgekehrter Richtung schlieBen kann: die trans- 
finite Reihensummation in topologischen abelschen Gruppen; siehe N. BouRBAKI, Groupes 
topologiques, Actual. Sci. Industr. 916—1143 (1951), p. 35 u. p. 38ff. Man kénnte diese 
Halfte unserer Assoziativitat auch als ,,Dissoziativitat bezeichnen (Einfiihrung von 
Klammern, d.h. Einteilung in elementfremde Klassen, erlaubt), die entgegengesetzte 
Richtung als eigentliche ,,Assoziativitat’’ (Beseitigung von Klammern erlaubt). 

29* 











442 JiRGEN ScuMipt: 

Genau in diesem Sinne ist die Swpremumoperation in einer beliebig geord- 
neten Menge E assoziativ. Mit anderen Worten: ersetzen wir das abstrakte 
Operationszeichen 2 durch das Symbol sup oder V fiir das Supremum (in 2), 
so ist, unter der Voraussetzung (A0), die Aquivalenz der Gln. (Al) und (A2) 
zu beweisen. 

Man setze also zuniichst (Al) voraus. Sei i ¢ J, k ¢ K;. Wegen (AO) und 
(Al) hat man dann f(i,k) < g(t) und g(i) < 2, also f(i,k) < x: 2 ist eine 
obere Schranke der Matrix /. Sei y eine beliebige derartige Schranke, dann 
ist y erst recht eine obere Schranke jeder Zeile, wegen (AO) gilt also, fiir jeden 
Zeilenindex i, g(t) < y: y ist eine obere Schranke der Familie g der Zeilen- 
suprema, wegen (Al) ist also z < y, womit (A2) bewiesen ist. Nun werde 
umgekehrt (A2) vorausgesetzt. Wegen (A2) ist 2 eine obere Schranke der 
Matrix / und damit erst recht jeder Zeile; wegen (AO) muB dann aber g(i) < x 
fiir jeden Zeilenindex i gelten: x ist eine obere Schranke der Familie g der 
Zeilensuprema. Sei y eine beliebige derartige Schranke, und sei i € J, k ¢ K;,. 
Man hat dann einerseits g(i) < y, andererseits, wegen (AQ), f(i,k) < g(i), 
also {(i,k) < y: y ist eine obere Schranke der Matrix /, wegen (A2) hat man 
also z S y, womit (A1) bewiesen ist. 

Damit ist selbstverstandlich auch die zur Supremumoperation duale Jn- 
fimumoperation (inf oder A) assoziativ. Assoziativ ist schlieBlich auch die 
Maximumoperation (max), eine gewisse Einschrankung also der Supremum- 
operation, und damit auch die dazu duale Minimumoperation (min), eine ge- 
wisse Einschriankung der Infimumoperation. 

In der Tat, setzen wir (AO) und (A1) fiir 2 = max voraus, so erweist sich x 
wieder als eine obere Schranke der Matrix /; iiberdies gibt es wegen (A1) 
einen Zeilenindex ig mit x= g(i,) und wegen (AQ) einen dazu passenden 
Spaltenindex ky mit g(ig) = f(ig,kg), so daB x = f(ig, ky). womit (A2) bewiesen 
ist. Umgekehrt erweist sich zufolge (AO) und (A2) x wieder als eine obere 
Schranke der Familie g der Zeilensuprema (hier sogar: der Zeilenmaxima). 
Wegen (A2) gibt es ferner Indizes ig¢ J und ky¢ K,, mit x= f(ig,ko); als 
obere Schranke der Matrix / ist aber x erst recht eine solche der i,-ten Zeile 
und damit deren Maximum, weswegen x = g(i,): x ist das Maximum der 
Familie g der Zeilenmaxima. 

3. Man wird eine abstrakte Operation 2 kommutativ nennen, wenn fol- 
gendes gilt : ist 


(K 1) Qfi)= 2 
ier 


und ist p irgendeine Permutation des hier auftretenden Indexbereiches /, 
so ist auch 


(K2) 2 KP) = 2. 


Es ist klar, daB man bei einer solchen kommutativen Operation, mittels der 
inversen Permutation p-!, auch umgekehrt von (K2) auf (K 1) schlieBen darf. 

Kommutativitdt ist also nichts als Invarianz gegeniiber gewissen speziellen 
Indextransformationen, nimlich den Permutationen des Indexbereiches. Sie 
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ordnet sich unter die allgemeine T'ransformationsinvarianz: ist 
(T1) Q fli) = 2 
iel 
und ist ¢ eine eineindeutige Abbildung (Transformation) eines ,,neuen‘‘ Index- 
bereiches J auf den in (T1) auftretenden ,,alten‘* Indexbereich J, so ist auch 


(T2) Q f(t(j)) = x. 
ged 


Eine dieser Bedingung geniigende Operation 2 wollen wir kurz als invariant 
bezeichnen; bei einer solechen wird man stets auch umgekehrt von (T2) auf 
(T1) schlieBen diirfen. 

Die Frage der Transformationsinvarianz drangt sich bei einer jeden trans- 
finiten Operation {2 fast unvermeidlich auf, die Frage nimlich, ob die Art 
der Indizierung einer Familie / =(/;);<;, insbesondere die Natur ihrer In- 
dizes i, fiir die vorgelegte Operation wichtig ist, ob nicht. Bei den zweistelligen 
Operationen der Algebra kommt es zu dieser Frage deshalb gar nicht erst. 
weil das ,,geordnete Paar‘ ja von den ,,Zweierfamilien (Familien mit zwei- 
elementigem Indexbereich) fast véllig abstrahiert; iibrig bleibt lediglich die 
Idee der Anordnung der zwei Indizes, genauer: der Ordnungstypus der als 
total geordnet anzusehenden zweielementigen Indexbereiche. 

Da8 Supremum- und Infimum-, Maximum- und Minimumoperation in 
diesem Sinne invariant sind, bedarf kaum eines Beweises. 

4. Bisher hat es sich an keiner Stelle als logisch notwendig erwiesen, daB 
die betrachteten Indexbereiche nichtleer seien; vielmehr haben wir die ,,leere 
Familie“ stillschweigend stets zugelassen. Man bemerkt dazu, daB der Begriff 
des Supremums der leeren Familie mit dem des Nullelements der geordneten 
Menge EZ, der des Infimums der leeren Familie mit dem des Einselements 
von £ zusammenfallt. Da wir fiir keine Familie die Existenz von Supremum 
und Infimum von vornherein voraussetzen wollten, so soll dies mit der leeren 
Familie natiirlich nicht anders gehalten werden; obige die leere Familie be- 
treffende Aussage bleibt von der Existenz oder Nichtexistenz dieser Grenzen 
unberiihrt. Klar ist, daB die leere Familie weder Maximum noch Minimum 
besitzt. 

Fiir die Verallgemeinerung der Jdempotenz ist es aber nun doch wesentlich, 
daB die Familie als nichtleer angenommen werde. Sei also / eine nichtleere 
Familie und 


(11) fiij=2 (fiir alle i € J). 
so soll auch 
(12) Qfiij=-2 

iel 


sein. Eine Operation 2 mit dieser Eigenschaft wird man idempotent nennen; 
es ist klar, daB unsere vier ordnungstheoretischen Operationen von diesem 
Typus sind. 

5. Ahnlich wie im Falle der Halbverbande wird sich nun ganz allgemein 
die Konjunktion von Assoziativitét, Transformationsinvarianz (einer Verall- 
gemeinerung der Kommutativitaét) und Idempotenz als fiir die transfiniten 
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Operationen einer véllig beliebigen Ordnung wenigstens nahezu charakte- 
ristisch erweisen. Die hierzu erforderlichen Uberlegungen vereinfachen sich 
wesentlich durch den 

Satz 1. Ist Q eine assoziative, invariante und idempotente Operation, so gilt 
die Transformationsinvarianz nicht nur fiir eineindeutige, sondern sogar fiir alle 
eindeutigen Indextransformationen, in der folgenden Form: ist t eine eindeutige 
(nicht notwendig eindeutig umkehrbare) Abbildung von J auf I, so ist 


(T1’) Qi(i)= x 
mit “ys 

(T2") 2) = x 
dquivalent. 


Beweis: Die Elemente }j,,j,¢ J heiBen kongruent (modulo ¢), sofern ¢(j,) 
= t(j,); R sei das System der Kongruenzklassen. Fiir eine Klasse K € R de- 
finieren wir, unabhingig vom Reprisentanten j ¢ K, 7(K) = t(j); T ist dann 
eine eineindeutige Abbildung von R auf J. Wegen der Transformations- 
invarianz ist also (T1’) mit 


(1) Q f(T (K)) = x 
Ker 


aquivalent. Fir K ¢ 8, j ¢ K definieren wir nun F(K,j) = {(7(K)) = f(t(j)): 
wegen der Idempotenz gilt dann 


(2) Q F(K,j) = ((T(K)) 
i¢K 
fiir jede Klasse K ¢ 8. Hiernach ist also, wegen der Assoziativitat, (1) mit 
(3) Q F(K,j) = 2x 
KER 
i¢K 


aquivalent. Setzen wir S(j) = (j,9) (j die durch j bestimmte Kongruenzklasse), 
so ist S eine eineindeutige Abbildung von J auf die Menge aller geordneten 
Paare (K,j) mit K € 8,7 ¢ K. Wegen der Transformationsinvarianz ist also (3) 
mit 


(4) Q F(S(j)) = x 
ied 


aquivalent. Nun ist aber F(S(j)) = F(j,j) = f(t(j)); demnach ist (T2’) nur 
eine andere Formulierung von (4). 

Eine derartige im verscharften Sinne der Aquivalenz von (T1’) und (T2’) 
invariante Operation 2 werden wir, aus sogleich zutage tretendem Grunde. 
als eine Mengenoperation bezeichnen; unser Satz besagt also, mit anderen 
Worten: jede assoziative, invariante und idempotente Operation ist eine Mengen- 
operation. 

Damit dies kein willkirlicher Name bleibt: fiir eine beliebige Menge 
MCE sei cy die identische oder charakteristische Permutation von M, 
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definiert durch 
Cy(m) = m (m € M). 


Ist nun f eine beliebige Familie mit dem Indexbereich J, und M = f(J) ihr 
Wertevorrat, die Menge also ihrer Glieder /,= {(i) (i ¢ I), so ist ja f eine ein- 
deutige Abbildung von J auf M und iiberdies f = cy,-f, d.h. f(i) = cy,(f(i)) 
(¢ € I); bei einer Mengenoperation 2 ist demnach 


Qiflij= 2 


ier 

mit Qey(m) = x 

meM 
aquivalent: eine Mengenoperation Q hiingt nur von den Wertevorriiten M der 
Familien f ab. Damit haben wir aber dem Begriff der Mengenoperation ledig- 
lich eine andere Wendung gegeben: denn daB umgekehrt eine Operation Q 
nur von den Wertevorriiten abhinge, besagt ja doch, 2 iibe auf Familien 
f=(fdecr und g = (g;);<y mit gleichem Wertevorrat M auch die gleiche Wir- 
kung aus, speziell auch dann, wenn g von der besonderen Form / :¢ (¢ eine 
eindeutige Abbildung von J auf J), wenn also g(j) = (t(j) (j € J) ist. 

Eine Mengenoperation {2 ist also durch ihren Wertverlauf im Bereich der 
charakteristischen Permutationen cy, — sehr spezieller Familien — vollstandig 
festgelegt ; iibrigens ist er in diesem Bereich offenbar véllig willkirlich, durch 
keinerlei Axiome irgendwie eingeschrinkt. Indem man nun auf Grund des 
eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Mengen M und ihren charakte- 
ristischen Permutationen cy beide miteinander identifiziert, laBt sich eine 
Mengenoperation 22 im wesentlichen als eine villig beliebige eindeutige Abbildung 
aus (nicht notwendig von) der Potenzmenge G E in die Grundmenge E auf- 
fassen; statt 


2 cy(m) 


meM 


wird man auch, ohne Verwechslungen zu befiirchten, einfach 2 M schreiben; 
die Ausdehnung dieses véllig beliebigen Mengen-Operators 2 auf beliebige 
Familien { geschieht wie angegeben iiber die Wertevorrite M. 

6. Offenbar ist eine Mengenoperation 2 genau dann idempotent, wenn sie 
dem Normierungsaxiom 


(N) Q{z}=-2 


geniigt. Hier handelt es sich ja um den extremen Spezialfall der Idempotenz, 
der allein noch tibrigbleibt, wenn man statt beliebiger Familien / nur noch 
Mengen M betrachtet; bei der Ausdehnung der Mengenoperation von Mengen 
auf beliebige Familien pflanzt sich aber die Idempotenz fort. 

GleichermaBen geniigt es, bei einer Mengenoperation auch die Assoziativitat 
nur im Bereich der Mengen M zu verlangen: auch sie pflanzt sich dann auto- 
matisch auf den Bereich aller Familien / fort. Eine Mengenoperation 2 ist 
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also genau dann assoziativ, wenn folgendes gilt: ist (M,);-, irgendeine Fa- 
milie von Mengen M,C E und gilt fiir jeden Index i ¢ J, 


(A0’) Q M,= %;, 
so sind die Gleichungen 

(Al’) Q{xz,\iceD=x 
und 

(A2’) Q ho =z 


aiquivalent. In der Tat ist dieses Assoziativgesetz zunichst ein Spezialfall 
des vorher erérterten allgemeinen: setzen wir K;= M, und f(i,k) = cy,(k) 
= k(i ¢ I,-k € K,), sowie g(i) = x;(t € I), so ist (A0’) einfach eine andere For- 
mulierung von (AO), (Al’) eine andere Formulierung von (Al), und da der 
Wertevorrat der ganzen Matrix der f (i,k) gerade die Vereinigungsmenge U M, 
ausmacht, so ist auch (A2’) einfach eine andere Formulierung von (A2). 
Aber bei einer Mengenoperation 2 folgt auch umgekehrt das allgemeine 
Assoziativgesetz (fiir beliebige Familien) aus dem speziellen (fiir Mengen): 
unter den Voraussetzungen des allgemeinen Assoziativgesetzes sei, bei festem 
Zeilenindex i, M, der Wertevorrat der i-ten Zeile, die Menge also aller f (i,k) 
mit k¢ K;. Setzt man noch g(t) = 2;, so erweisen sich die wngestrichenen 
Gleichungen (AO), (Al), (A2) als andere Formulierungen der gestrichenen, 
(A0’), (A1’), (A2’). 

Das Axiom der Transformationsinvarianz schlieBlich fallt bei Mengen- 
operationen ganz unter den Tisch, ist es doch einfach, als wesentlich spezieller 
im Begriff der Mengenoperation enthalten. 

7. Die vier Ordnungsoperationen sind also assoziative, normierte (dem Nor- 
mierungsaxiom geniigende) Mengenoperationen. Beschrinken wir uns auf 
Supremum- und Maximumoperation! Bedeutet 2 eine von beiden, so ist. 
(*) entsprechend, x < y mit 2 {x,y} = y aquivalent. 

Nimmt man umgekehrt, von einer beliebigen assoziativen, normierten 
Mengenoperation {2 ausgehend, diese Aquivalenz als Definition einer ge- 
wissen, < geschriebenen biniéren Relation in Z, so ist zuniachst deren Ord- 
nungscharakter nachzuweisen. Wegen der Normierung ist 2 {z,2} — Q {zx} 
= 2, mithin x < x: die Relation ist reflexiv. Ist x < y und y < 2, so hat 
man x= 2 {y,x2} = Q {x,y} = y: die Relation ist anti-symmetrisch. Nun sei 
xy und y<z. Man hat dann Q {z,y}= y und Q{y,z} =z — das ent- 
spricht (A0’); (Al’) entspricht dann abermals die Gleichung 2 {y,z} = z. 
Wir diirfen also — eine Richtung der Assoziativitét — auf (A2’) schlieBen: 
QQ {x,y,z} = z. Wegen der Normierung ist aber andererseits 2 {x} = x, nach 
Voraussetzung ferner 2 {y,z} = z: das sind neue Gleichungen (A0’). Die ent- 
sprechende Gleichung (A2’), nimlich 2 {x,y,z} = z, ist bereits bewiesen. In- 
dem wir in der anderen Richtung der Assoziativitaét auf (A1’) schlieBen, ge- 
langen wir zu Q {x,z} = z, d.h. x <z: unsere Relation ist transitiv, mithin 
eine Ordnung. 
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Damit sind nun auch in der durch < geordneten Menge E die Ordnungs- 
operationen max und sup erkliart, und es fragt sich, wie diese mit der ur- 
spriinglichen assoziativen, normierten Mengenoperation zusammenhingen. 
Antwort: 

aus x= maxM folgt x= QM; 


aus z= QM folgt x= supM. 


In der Tat, sei x = max M. Fiir jedes i ¢ M setzen wir M,= {i,x}; wegen 
is 2 ist — (A0’) — 2.M,= 2x,= x. Da die Menge M, wegen zx € M, nicht- 
leer ist, besteht die Menge der x,= x(i € M) genau aus dem einen Element 2; 
wegen der Normierung ist aber 2 {x} = x: das ist (Al’). Wegen der Asso- 
ziativitat in der einen Richtung darf man auf (A2’) schlieBen: QU M;= z. 
Wegen x € M ist aber die Vereinigung der M,= {i, x} (i ¢ M) gleich M; man 
hat also Q M = x. 

Nun sei weiter x= 22M. Sei i¢ M. Wegen der Normierung hat man 
Q2 {i} = i; diese und die Gleichung 2 M = 2 bilden unsere neuen Gleichungen 
(A0’). Wegen i¢ M ist aber Mw {i}= M:QM=~-2 stellt also auch die 
entsprechende Gleichung (A2’) dar. Wegen der anderen Richtung der Asso- 
ziativitaét darf man auf (Al’). also 2 {i,z} = x, schlieBen, d.h. aber i < x: 
x ist eine obere Schranke von M. Sei nun y eine beliebige derartige Schranke ; 
es ist dann x < y zu zeigen. Dazu werde M zuniichst als nichtleer voraus- 
gesetzt. Ahnlich wie oben setzen wir, fiir jedes i¢ M, M,= {i,y}; wegen 
i= y hat man dann 2 M,= y;= y: das sind Gleichungen (A0’). Da M als 
nichtleer vorausgesetzt wurde, besteht die Menge der y,;= y(i ¢ M) gerade 
aus dem Element y; wegen der Normierung hat man 2 {y} = y: unsere Glei- 
chung (Al’). Man darf auf (A2’) schlieBen: QU M;= y. Nun betrachtet 
man neue Gleichungen (A0’): 2M-= 2 (Voraussetzung) und 22 {y}=y 
(Normierung). Die entsprechende Gleichung (A2’) steht uns auch zur Ver- 
fiigung: M — {y} ist ja gerade die Vereinigung aller M,;= {i, y} (¢ © M),mithin, 
wie vorher bewiesen, 2(M — {y}) = y. Man darf auf (A1’) schlieBen: 2 {x,y} 

y, d.h. x < y. Bleibt diese Ungleichung noch im Falle M = O (leere Menge) 
zu beweisen. Dazu benutzt man wie soeben die Gleichungen 2 M = xund 
Q {y} = y als (A0’). Die entsprechende Gleichung (A2’) reduziert sich dann, 
wegen M = 0 einfach auf 2 {y} = y, bedarf also keines vorherigen besonderen 
Beweises. Wie oben kommt man auf 2 {x,y} = y, d.h. 2s y. 

Wir haben also den zusammenfassenden 

Satz 2. Ist Q eine assoziative, invariante und idempotente Operation oder. 
was dasselbe besagt, eine assoziative, normierte Mengenoperation, so wird durch 
Q {x, y} = y in E eine Ordnung definiert, und x= maxM (im Sinne dieser 
Ordnung) zieht stets x = Q M, dies stets x = supM nach sich. 

8. Diese beiden Implikationen geben ein Verhiltnis zwischen den drei 
Mengenoperatoren max, 2 und sup an, das man auch folgendermafen for- 
mulieren kann: max ist eine- Einschrinkung von 2, 2 eine Einschrinkung 
von sup. Um einzusehen, daB die Umkehrungen dieser Implikationen nicht 
allgemein gelten, braucht man nur eine geordnete Menge E zu wihlen, in der 
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max und sup nicht zusammenfallen®), und einmal 2 = sup, ein andermal 
Q = max zu setzen. 

Aber 2 braucht mit keinem von beiden Operatoren max und sup zusammen- 
zufallen. Dazu betrachten wir das Beispiel der folgenden geordneten Menge: 


é 


a é 


Und wir setzen 2 M = z, falls sup M = x; nur der Fall M = {a,b} soll aus- 
genommen sein, und hier soll Q M undefiniert bleiben. Q ist also eine echte 
Einschrinkung von sup und eine echte Erweiterung von max und damit 
normiert. { ist aber auch assoziativ. Ein VerstoB gegen das Assoziativgesetz 
kénnte ja nur so zustandekommen, daB, sei es in (A1’), sei es in (A2’), zwar 
der betreffende sup-, allein nicht der Q-Wert existierte: die Menge aus (A1’) 
bzw. (A2’) miiBte gleich {a,b} sein. Fiir die Konklusion (Al’) wiirde dies 
bedeuten: die Menge der z,= 2 M, wire gleich {a,b}; das wire aber nur so 
méglich, daB einige (mindestens ein) M, gleich {a}, die tibrigen (mindestens 
ein) M;, gleich {6} sind: die Vereinigungsmenge U M, wire dann aber auch 
gleich {a,b} und damit die Primisse (A2’) gleichfalls nicht erfiillt. Gleicher- 
mafen wiirde U M,= {a,b} — Nichterfiillung der Konklusion (A2’) — dazu 
fiihren, daB auch die Menge der z; = 2M, gleich {a,b} und damit auch die 
Pramisse (A 1’) nicht erfiillt ware. 

Keineswegs haben wir also bisher eine vollstandige Axiomatisierung des 
Maximum- oder des Supremumoperators erreicht. Zu einem vollstandigen 
Axiomensystem fiir den Maximumoperator gelangen wir indes auf Grund 
unseres Satzes 2 offenbar, indem wir nur noch das Abgeschlossenheitsaxiom 


(A) QMeM 


(falls 22 M iiberhaupt vorhanden) hinzunehmen; man kann dies auch durch 
,§2 M'¢ M fiir jede Menge M’ ¢ M“ ausdriicken: jede Menge M ist beziiglich 
2 abgeschlossen. 

Die Forderung ,,wenn x = sup M, so x = 2 M” lieBe sich natiirlich, auf 
Grund der Definition von sup aus < und von < aus Q, in der Sprache von 2 
sofort hinschreiben; allein eine derartige Formulierung béte keinen Gewinn. 
Wir begniigen uns hinsichtlich des Supremums mit der folgenden Bemerkung: 
ein vollstandiger Verband (eine vollstandige geordnete Menge) liegt vor, sofern 
der Supremumoperator unbeschrankt ausfiihrbar (auf ganz BE*) definiert) 
ist’). Ist umgekehrt der assoziative, normierte Mengenoperator 22 unbeschrankt 
ausfihrbar, so macht, auf Grund unseres Satzes, die durch 2 definierte 


5) Es geniigt, eine geordnete Menge E mit Nullelement o zu nehmen: o ist das Supre- 
mum, jedoch nicht das Maximum der leeren Menge 0. 

*) EinschlieBlich der leeren Menge O; siehe FuBnote *). 
7) Hermes, H.: Einfiihrung in die Verbandstheorie, Berlin 1955, p. 27, Satz 6.1. 
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Ordnung = die Menge E zu einem vollstindigen Verband, und die Operatoren Q 
und sup sind miteinander identisch. In genauer Analogie zu den Halbver- 
binden, in denen die nichtleer-endliche Supremumbildung unbeschrinkt aus- 
fiihrbar ist, haben wir so eine vollstindige Axiomatisierung des Supremum- 
operators in vollstandigen Verbanden erreicht °). 

Im Falle der unbeschrankten Ausfiihrbarkeit wiirde es iibrigens formal 
geniigen, von der Assoziativitat nur eine Richtung zu postulieren®). Fiir den 
Supremumoperator in einem vollstindigen Verband E kime man so etwa zu 
der folgenden Formulierung des Assoziativgesetzes : 

ist M =U M,, so ist supM = V sup M,?*). 
ier ier 
Man kann diesen Sachverhalt etwa so ausdriicken: der Supremumoperator 
sup ist eine (vollstandig) supremum-treue Abbildung von dem vollstindigen 
Verband & £Z in (ja auf) den vollsténdigen Verband EZ. 


( Bingegangen am 26. Dezember 1956) 


*) Brrkuorr, G.: loc. cit. p.53, Theorem 7, kennzeichnet die vollstandigen Verbainde 
weit unbequemer mittels zweier Operationen, der Supremum- und der Infimumoperation. 

®) Ja man kann hier auch ohne weiteres die Assoziativitat in Form einer einzigen 
Funktionalgleichung anschreiben; siehé Brrxuorr loc. cit., auch BourBAKI loc. cit. p. 40 
Formel (1). 

1°) Wie iiblich schreiben wir V x, statt sup z;. 
iel iel 
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Holomorphe Funktionen mit Werten in komplexen 
Lieschen Gruppen*) 
Von 


Hans GRAveERrT in Miinster (Westf.) 


Einleitung 


In der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen ist man seit einigen 
Jahren bestrebt, sich die topologische Theorie der Faserraiume fiir die Lésung 
von analytischen Problemen nutzbar zu machen. Um eine Verbindung von 
Topologie und Analysis herzustellen, wurde zunichst der Begriff des analyti- 
schen Faserraumes eingefiihrt. H. Cartan [5] zeigte dann 1950, daB sich die 
bekannten Cousinschen Probleme in der Sprache dieser analytischen Faser- 
raume formulieren lassen. F. HirzEBRucH [15] hat 1955 spezielle analytische 
Geradenbiindel dazu benutzt, den klassischen Satz von Rremann-Rocn auf 
algebraische Mannigfaltigkeiten héherer Dimension zu iibertragen. Weitere 
umfangreiche Untersuchungen sind von Kopatra, SPENCER, SERRE ange- 
stellt worden. 

Bei der Konstruktion von analytischen Faserriumen werden komplexe 
Liesche Gruppen als Strukturgruppen verwendet. Die Lésung gewisser 
Probleme der Faserraumtheorie erfordert deshalb die Kenntnis der Eigen- 
schaften von holomorphen Funktionen (holomorphen Abbildungen) mit 
Werten in komplexen Lieschen Gruppen L. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun diese Funktionen eingehend unter- 
sucht. Als Argumentriume werden alle holomorph-vollstandigen Raiume %') 
zugelassen. Diese Klasse besteht aus den fiir die Funktionentheorie sinn- 
vollen, nicht kompakten komplexen Riéumen. Als erstes wesentliches Re- 
sultat ergibt sich: 

(1) Jede in R holomorphe Funktion F(r) mit Werten in L ist genau dann 
in R iiber eine Schar von holomorphen Funktionen F (r,t): R>L, 0OsStsl. 


*) Bei der vorliegenden Publikation handelt es sich um den zweiten Teil der Habi- 
litationsschrift des Verf., die in drei Teilarbeiten in den Math. Annalen erscheint (vgl. [13. 
14]). Einige Resultate wurden bereits in einer C. r.-Note angekiindigt (vgl. [12]). — Ich 
méchte an dieser Stelle Herrn Prof. CarTaN meinen Dank fiir wertvolle Ratschlage aus- 
sprechen. Er hat auf dem internationalen Symposium 1956 in Mexiko iiber die vor- 
liegende Arbeit (und iiber [13, 14]) vorgetragen (vgl. [8]). 

1) Die holomorph vollstandigen Raume bilden unter den nicht kompakten kom- 
plexen Raumen die Klasse K der fiir die Funktionentheorie sinnvollen komplexen Raume. 
In XK sind alle nicht kompakten Riemannschen Flaichen und die Holomorphiegebiete 
des C* enthalten. Ferner sind die variétés de Stern (vgl. [7], p. 50) eine Teilklasse von A. 
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auf die Funktion E(r)= 16€ L deformierbar, wenn sie dort iiber lauter stetige 
Funktionen S(r,t):R+>L,0<st< 1, auf E(r) deformierbar ist (vgl. Satz 3). 

In diesem Satz wird also behauptet: die analytische Eigenschaft, daB man 
F(r) tiber lauter holomorphe Funktionen auf Z(r) deformieren kann, ist zu 
der rein topologischen Eigenschaft aquivalent, daB F(r) iiber stetige Funk- 
tionen auf H(r) deformierbar ist. Der Satz (1) schwiacht deshalb die Voraus- 
setzung von [13], Satz 11 ab. 


Um eine Isomorphie zwischen den Deformationsklassen von holomorphen 
und stetigen Funktionen herzustellen, wird sodann bewiesen : 


(2) Jede stetige Funktion S(r):R—->L ist auf eine holomorphe Funktion 
F (r):R + L deformierbar. 


Nennt man einen holomorph-vollstandigen Raum ® auf einen holomorph- 
vollstandigen Raum R holomorph ausdehnbar®), wenn ® Teilbereich von R 


und tiber lauter holomorph-vollstandige Raiume stetig auf R ausdehnbar ist, 
so folgt schlieBlich der Approximationssatz : 


(3) Es seien RR holomorph-vollstindige Riume, R sei auf R holomorph 
ausdehnbar. Dann ist jede in R holomorphe Funktion F(r):R—> L, die im 
Innern von R durch in R stetige Funktionen beliebig stark angenihert werden 
kann, dort auch durch holomorphe Funktionen beliebig stark approximierbar 
(vgl. § 1, Satz 4). 


Der Beweis der Resultate (1)—(3) erfordert sehr tiefliegende Aussagen der 
Theorie analytischer Garben. Ferner ist es notwendig, sogleich Funktionen 
zu untersuchen, die noch von einem Parameter t ¢ & (& ein kompakter Raum) 
abhingen. Der Beweis wird in den Paragraphen 1—3 durchgefiihrt. 


In § 4 wird die Garbe G* bzw. G* der Keime von stetigen bzw. holomorphen 
Funktionen mit Werten in Z untersucht. Bezeichnet man mit H* bzw. H? 
die 1. Kohomologiemenge von R mit Koeffizienten in @* bzw. G* und mit 7 
die Injektion G*— ©, so gilt: 

(4) ¢ erzeugt einen Isomorphismus i*-von H* auf H* (vgl. die Saitze lla, 12). 


In [14] werden wir zeigen, daB dieses Resultat gleichzeitig eine Aussage 
iiber die Klasse R der topologischen Faserriume iiber R mit LZ als Struktur- 
gruppe enthalt: die Theorie der analytischen Faserriiume aus R ist zu der Theorie 
der topologischen Faserréume aus R isomorph (vgl. auch [9, 10}). 

Um den Satz (4) herzuleiten, ist es notwendig, daB die Sitze (1)—(3) 
yleich allgemeiner als hier angegeben bewiesen werden. Es wird deshalb zu- 
gelassen, daB ZL den Punkten von ® angeheftet ist, d. h. es werden Funktionen 
F(r) mit Werten in analytischen Faserriumen L(%, L*) betrachtet, deren 
Basis R, deren Faser L und deren Strukturgruppe L* eine komplexe Auto- 
morphismengruppe von L ist. Dabei ist immer gefordert, daB der Funktions- 
wert F(r) in der Faser iiber r liegt. Offenbar darf man deshalb im Falle 


*) Man vergleiche zur Definition [2] und [13]. 
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L(R, L*) = R x L die Funktion F(r) als Abbildung von R in Z ansehen und 
erhalt damit den vorhin diskutierten Fall als Spezialfall zuriick. 


Die Funktionen F(r) lassen sich als Schnittflichen in der (nicht abelschen) 
Garbe © der Keime von lokalen Schnitten in L(R, L*) deuten. Es ist deshalb 
noch eine wesentliche Verallgemeinerung der Resultate (1)—(4) méglich: in 
einer spiteren Arbeit beabsichtigt der Verf., nicht notwendig abelsche, ana- 
lytische Garben 2 zu definieren, derart, daB unter diesen Begriff die Cartan- 
schen abelschen analytischen Garben und die Garben © fallen. Fiir die Schnitte 
in 2 gelten dann wieder die Aussagen (1)—(4). 


§ 1. Topologische Bedingungen 

1. Wir verstehen wie in [13] unter L, L* komplexe Liesche Gruppen. 
L* wirke in L automorph, d.h. es ist jedem Punkt /*¢ L* ein holomorpher 
Gruppenautomorphismus y(/*) von L zugeordnet, derart, daB folgendes ‘gilt : 

1) p(l*) ist ein Homomorphismus von L* in die Gruppe der Automor- 
phismen von L, 

2) die Abbildung L* x L + L: (I*, 1) + yp(l*)Gl ist holomorph. Dabei be- 
zeichnet 0 die Anwendung des Automorphismus y(/*) auf die Punkte / ¢ L. 
Wir werden im folgenden fiir y(/*) abkiirzend einfach /* setzen. 

Es seien fortan immer — wie in [13] — & ein beliebiger komplexer Raum 
und L(X, L*) ein komplex analytisches Faserbiindel*) tiber RN, dessen Faser L 
und dessen Strukturgruppe L* ist. a sei die Projektion von L(R, L*) auf R. 
Da die Strukturgruppe von L(X, L*) automorph in L wirkt, besitzt jede Faser 
a '(r), r€R, die Gruppenstruktur von LZ. Man kann deshalb die Punkte 
2, %,€ a~(r) im Sinne der Gruppenoperation © miteinander multiplizieren 
(z,02z,). Ebenso laBt sich das Produkt zweier stetiger Schnittflichen*) F, (r), 
F,(r) tber R bilden. Die holomorphe Schnittflache, die jedem Punkt r ¢R 
das neutrale Element von z~!(r) zuordnet, sei mit H(r) bezeichnet. Ferner 
sei U(E#) die in [13], §3 eingefiihrte kanonische Umgebung der Fliche 
x= E(r). 

Ist L = C*, L*= GL(q,C) die Gruppe der qg-reihigen nichtsinguliren Ma- 
trizen, so heiBt L(R, L*) ein g-dimensionales Vektorraumbiindel tiber R. Wir 
setzen in diesem Falle L(R, L*) = V(R) und bezeichnen die Gruppenope- 
ration © mit +; dementsprechend werde fiir Z(r) der Term O(r) gewahlt. 
Wie in [13] gezeigt, gibt es zu jedem Faserraum L(X%, L*) ein kanonisch zu- 
geordnetes Vektorraumbiindel V(X), das durch eine holomorphe, fasertreue 
Abbildung @ mit o(z + A x)= o(x)Oe(A x) auf L(R, L*) bezogen ist (A kom- 
plex). o bildet dabei U (0) c V,(R) umkehrbar holomorph auf U (£) c L(R, L*) 
ab. 

Nach [13] darf man sich in jedem Vektorraumbiindel V(X), bei dem NR 
abzahlbare Topologie hat, eine stetige Funktion |2|: V(X) — {t,0 <t < «} 


3) Wir sagen statt Faserbiindel auch Faserraum (vgl. [14)). 
*) Die Schnittflichen F(r) tiber R werden im folgenden auch Funktionen in R mit 
Werten in L(%, L*) genannt. 
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definiert denken, die in jedem Vektorraum 2~-!(r) den Axiomen einer Norm 
geniigt. Ist L(R, L*) beliebig und y ¢ U(E), so werde |y| fiir |o~"(y)| gesetzt. 

Es sei nun & ein kompakter®) Raum, in dem abgeschlossene Untermengen 
€, § mit €c H ausgezeichnet sind. Unter einer (e, h)-Funktion in R x F mit 
Werten in L(X, L*) verstehen wir dann eine stetige Abbildung F (r,t), r €R, 
t« vonR xT in L(R, L*), die folgende Eigenschaften hat: 

1) zoF(r,t)=r, 

2) ist ty € H, so ist F(r,to) in RN holomorph, 

3) liegt t, in der Menge &, so gilt F(r,t,) = E(r). 

Geniigt eine Funktion F (r,t) den Axiomen 1) und 3), so heiBt sie eine 
e-Funktion in R x&. Offenbar ist das Produkt zweier e- bzw. zweier (e,h)- 
Funktionen stets wieder eine e- bzw. (e,h)-Funktion in R x. Eine (e,h)- 
Funktion heift in (im Innern von) R x F (e,h)-homotop EF, wenn sie in R x F 
(in jeder kompakten Teilmenge von RN x &) iiber lauter (e,h)-Funktionen auf 
die Funktion EZ (r,t) = E(r) deformiert werden kann. Ist F (r,t) eine e-Funktion, 
die in (auf jeder kompakten Teilmenge von )R x¢€ iiber e-Funktionen auf 
E (r,t) deformiert werden kann, so werde F (r,t) in R (im Innern von ®) e-homo- 
top E genannt. Im folgenden werden wir eine Deformation F (r,t,t),0 <¢t< }, 
mit (e,h)-Deformation bezeichnen, wenn F(r,t,t,), 0S t,< 1, immer (e,A)- 
Funktion ist. Im Falle, wo F(r,t,t,) fir gewisse t, nur e-Funktion ist, werde 
F (r,t,t) eine e-Deformation genannt. 

Es sei nun immer ¢ ein kompakter Raum, in dem Mengen € und § aus- 
gezeichnet sind. Fiir in bezug auf £ definierte (e,h)-Funktionen wurden in [13] 
folgende Siatze bewiesen : 

Satz 1. Hs seien RR holomorph-vollstindige Réume*), R sei Teilbereich 
von R und in bezug auf R konvex. Ist dann F(r, t) eine (e,h)-Funktion in R x 
mit Werten in einem Faserraum L(R,L*), die im Innern von Rx F (e,h)-ho- 
motop E ist, so gibt es eine Folge von in Rx definierten (e,h)-Funktionen 
P, (r,t), die im Innern von R x gleichmipBig gegen F (r,t) konvergiert. Dabei 
kénnen die FP, so bestimmt werden, daB sie in Rx (e,h)-homotop E sind. 

Satz 2. Hs sei R ein holomorph-vollstindiger Raum, V (NR) ein n-dimensio- 
nales komplex-analytisches Vektorraumbiindel iiber R, R, ein relativ-kompakter 
holomorph-konvexer Teilbereich von R. Es gibt dann in V(R) iiber R endlich 
viele holomorphe Schnittflichen H,(r),..., H,(r), derart, daB sich in R, x F jede 
dort definierte (e,h)-Funktion mit Werten in V (R) durch eine Linearkombination 
F (r,t) = > t, (r,t) - H,(r) darstellen laBt. Dabei sind die },(r,t) komplex-wertige 


v=l1 
(e,h)-Funktionen in R, x &. 
2. Man wird danach trachten, die analytische Bedingung fiir die Giiltig- 
keit des Approximationssatzes 1, daB F(r,t) (e,h)-homotop Z ist, durch eine 
rein topologische Bedingung zu ersetzen. In der Tat gilt: 


5) Dieser ist nach Definition stets ein normaler Hausdorffscher Raum. 
*) Zur Definition vgl. [11] und [13]. 
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Satz 3. Hs sei R ein holomorph-vollstindiger Raum und F (r,t) eine (e,h)- 
Funktion in R x & mit Werten in einem Faserraum L(R,L*). Ist dann F (r,t) 
e-homotop E (in R xF oder im Innern von R xT), so ist F (r,t) sogar (e,h)- 
homotop E (in R x & oder im Innern von R x T)*). 

Da man & nach [13], § 1.1 durch analytische Polyeder B ausschépfen 
kann und diese nach [13], § 1.2 wieder holomorph-vollstandige Raiume sind, 
folgt, daB man zu Satz 3 nur zu beweisen braucht, daB F (r,t) in R x FT (e,h)- 
homotop £ ist, falls F (r,t) dort e-homotop £ ist. 

Unter Verwendung von Satz 3 laBt sich schlieBlich folgender allgemeiner 
Satz herleiten: 

Satz 4. Es seienR,R holomorph-vollstindige Réume,R sei Teilbereich von R 
und auf R holomorph ausdehnbar, ferner sei F (r,t) eine (e,h)-Funktion in R x F 
mit Werten in einem Faserraum L(&, L*). Gibt es dann in Rx TF eine Folge 
von e-Funktionen S, (r,t) mit Werten in L(R.L*), die im Innern von Rx 
gleichmaBig gegen F (r,t) strebt, so konvergiert auch eine Folge von in Rx 
definierten (e,h)-Funktionen P, (r,t) im Innern von R xT gleichméfig gegen 
F (r,t). 

Als Spezialfall ist in Satz 4 enthalten, daB man eine holomorphe Funktion 
F(r) tiber R (= holomorphe Schnittfliche) mit Werten in LR, L*) genau dann 
durch in R holomorphe Funktionen P,(r) im Innern von & gleichmaBig appro- 
ximieren kann, wenn F(r) dort durch eine Folge in R stetiger Funktionen 
gleichmaBig angenahert werden kann. Dadurch werden die Voraussetzungen 
von [13], Satz 11 vereinfacht. 

Wir fiihren in den folgenden Abschnitten dieses Paragraphen die Siitze 3 
und 4 auf einfachere Aussagen (Satz 5, Satz 7) zuriick. Ihr vollstandiger 
Beweis wird erst in dem Paragraphen 3 erbracht werden kénnen. 

3. Es sei £* ein beliebiger kompakter Raum, ¢, sei der kompakte Raum 
* x {t,0 <t< 1}. Ferner seien in , abgeschlossene Mengen €,, , mit 
€,c H, ausgezeichnet. Wir setzen voraus, daB €,\f* x{t,0<t< 1} 
= &x{t,0<t< 1}, 9,05* x{t, 0<t < 1} = §*x{t,0 <t < 1} ist, wobei 
€* bzw. $* abgeschlossene Teilmengen von * bezeichnen. Unter §? verstehen 
wir schlieBlich die Menge , \ {t, (t.1) © ,} x {t}UT* «0. Die (e,h)-Funk- 
tionen F(r,t,t) in Raumen RN x fF, denken wir uns fortan in bezug auf die 
Mengen €,, $, definiert*). Ist F(r,t.t) sogar fiir (t,t) € ? holomorph, so heiBe 

*) ,,.[m Innern von RX x T* bedeutet ..auf jeder kompakten Teilmenge von R x T**. — 
Ist L eine komplexe Liesche Gruppe, deren universeller Uberlagerungsraum dem C™ 
analytisch aquivalent ist (z. B. eine abelsche oder auflésbare Gruppe). so gilt Satz 3 — 
wenigstens wenn L(R, L*) = R x L ist — in bezug auf beliebige komplexe Raume %. 
In diesem Falle laBt sich seine Aussage mit elementaren Mitteln herleiten. Andererseits 
kann man schon holomorphe Abbildungen von Nichtholomorphiegebieten des C* in die 
Gruppe GL (2,C) der 2reihigen, nichtsinguliren komplexen Matrizen angeben, die zwar 
stetig, jedoch nicht holomorph auf £(r) deformierbar sind. Die zum Beweis von Satz 3 
benutzten Methoden diirften deshalb der Problemstellung angemessen sein. 


*) Unter der €- und der 9-Menge seien fortan die Mengen verstanden, die zur Defi- 
nition der (e, h)-Funktionen verwendet werden. 











Holomorphe Funktionen in komplexen Lieschen Gruppen 455 


F(r,t,t) eine (e,h°)-Funktion in R x &,. Fiir (e,h)-Funktionen in R x &, defi- 
nieren wir eine weitere Homotopiebeziehung, indem wir zunichst noch in ¢, 
die Menge €,= &* x 1 auszeichnen, die im folgenden mit €-Menge bezeichnet 
wird. Wir sagen dann: zwei (e,h)-Funktionen F,(r,t,t) und F,(r,t,t) sind in 
R x, (e,h,c)-homotop, wenn es eine (e,h)-Deformation F(r,t,t,s), 0 < s <1, 
von F, auf F, mit folgenden Eigenschaften gibt: 

a) F(r,t,t,1) = F,(r,t,t), F (r,t,t,0) = F,(r,t,0) 

b) F(r,t,1,s) = F,(r,t,1) = F,(r,t,1). 

(e, h, c)-homotope (e,h)-Funktionen miissen also notwendig auf N  €, iiberein- 
stimmen. 

Als grundlegender Satz gilt nun: 

Satz 5. Ist R ein holomorph-vollstindiger Raum, so gibt es zu jeder inR x F, 
definierten (e,h)-Funktion mit Werten in einem Faserraum L(R, L*) eine (e,h,c)- 
homotope (e,h®)-Funktion. 

Wir werden diesen Satz in spiteren Abschnitten weiter auf ein einfacheres 
Resultat zuriickfihren. Es sei hier nur noch gezeigt, wie man aus Satz 5 
die Siatze 3 und 4 leicht gewinnen kann. 

Zum Beweise von Satz 3 bilden wir das kartesische Produkt ¢, des 
Raumes & mit J = {t,0 <¢ < 1} und zeichnen in {, als Mengen €, bzw. 9, 
die Mengen € x JUTE x 0 baw. EV H x 1 aus. Ist nun F(r,t,t) eine e-Defor- 
mation von F (r,t) auf H(r,t) mit F(r,t,1) = F (r,t), F(r,t,0) = E(r,t), so ist 
die nach Satz 5 existierende, zu F'(r,t,t) (e,h,c)-homotope (e,h°)-Funktion 
F°(r,t,t) eine (e,h)-Deformation von F (r,t) auf EZ (r,t). 

Um Satz 4 zu beweisen, zeigen wir zunichst : 

Satz 6. Ist R ein holomorph-vollstindiger Raum, so gibt es zu jeder in R x F 
definierten e-Funktion S(r,t) mit Werten in einem Faserraum L(R,L*) eine 
e-homotope®) (e,h)-Funktion F (r,t). 

In der Tat! Wir definieren den Raum ¢,= € x J und setzen 9,= &, 
=€x TI. F(r,t,t) = S(r,t) ist dann eine (e,h)-Funktion in bezug auf ¢,. Be- 
zeichnet F°(r,t,t) eine zu F(r,t,t) (e,h,c)-homotope (e,4°)-Funktion, so laBt 
sich F® als e-Deformation von S(r,t) auf die Funktion F°(r,t) = F°(r,t,0) 
deuten. Diese ist fiir festes t holomorph und damit eine (e,h)-Funktion in® x ¢. 

Wir erbringen nun den eigentlichen Beweis von Satz 4. Wir haben zu 
zeigen: Zu jeder kompakten Menge MCR und zu jedem ¢ > 0 existiert eine 
in Rx definierte (e,h)-Funktion F (r,t), so daB in Mxf€ gilt: F(r,t)o 
oF= (r,t) € U(B), \F(r,t)oF3 (r,t)| < «. Da man ® durch analytische Poly- 
eder B= p {r EN, |f,(r)| < 1, w= 1... 8} aussch6pfen kann, ist M immer 
in einem solchen Polyeder enthalten. Weil ferner R in bezug auf R konvex 
ist, darf man dabei sogar annehmen, dafB alle f, in ganz R holomorph sind 
(p {} bezeichnet die Vereinigung einer oder mehrerer zusammenhangender 
Komponenten der Menge {}). 

Nach Voraussetzung gibt es in R x F eine Folge von e-Funktionen S, (r,t), 
die im Innern von X% x & gleichmaBig gegen F (r,t) konvergiert. Wir wihlen », 


®) F (r,t) ist also tiber lauter e-Funktionen auf S(r,t) deformierbar. 
Math. Ann. 133 30 
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so groB, daB F(r,t)oS;'(r,t)¢ U(2) fir rcP,t eX ist. Setzen wir t+ x 
= e0(t-e-'ox), wenn x¢ U(EZ), |t| <1, so ist dann t - F(r,t)oS;"(r,t) eine 
e-Deformation von Fo S;! auf E(r,t) in B xf. In Rx gibt es nach Satz 6 
eine dort zu S,, e-homotope (e,h)-Funktion ‘F (r,t). Das Produkt Fo'’F- ist 
in B xT e-homotop £, nach Satz 3 dort sogar (e,h)-homotop HZ. Aus Satz 1 
folgt deshalb, wenn man beachtet, daB PD in bezug auf ® konvex ist: es gibt 
in Rx eine (e,h)-Funktion “F(r,t), so daB in M x gilt: Fo’F20"F-¢ 
€ U(£), |Fo'’Foo0”"F-| < ¢. Setzen wir noch P (r,t) = "'F(r,t)o’F (r,t), so ist 
Satz 4 bewiesen. 

4. Es sei auf die in [13], § 1.2 definierte normal eingebettete analytische 
Menge verwiesen. Mit Hilfe dieses Begriffes formulieren wir: 

Satz 7. Es set "= {3 = (2%, ... , Z,) € C*, |z,| Sa,, ly,| S 5,, z= 2+ ty,, 
y= 1...mn} ein abgeschlossenes Pflaster, A sei eine in (einer offenen Umgebung 
von) 8" normal eingebettete analytische Menge. Ist dann [,= &* x I ein kom- 
pakter Raum, an dem — wie in § 1.3 — Mengen ©,, 9, ausgezeichnet sind, und 
ist F (4, t,t) eine (e,h)-Funktion in A x &,}°), so gibt es in A x &, eine zu F (e,h,c)- 
homotope (e,h®)-Funktion F° (3,t,t). 

Aus diesem Satz, den wir im § 3 beweisen werden, laBt sich unser Satz 5 
leicht herleiten. Da R holomorph-konvex ist, kénnen wir zunaichst N durch 
eine aufsteigende Folge analytischer Polyeder D,= p{r ¢R, |Re /f,,(r)| < 1, 
[Im /,,(r)| < 1,4=1...p,} ausschépfen, so dab DB, ¢ PB, , , gilt. Dabei sind die /, 
in R holomorphe komplexwertige Funktionen. Nach bekannten Satzen [11] 
existiert zu jedem , eine in einem Pflaster 8" normal eingebettete analytische 
Menge A, die als komplexer Raum aufgefaBt zu PD, analytisch aquivalent ist"). 
Die Aussage von Satz 7 bleibt deshalb richtig, wenn man A durch , ersetzt. 

Nach Satz 7 gibt es also in den Produkten J, &, (e,4°)-Funktionen 


°F, (r,t,t), die dort vermége (e,h,c)-Deformationen H,(r,t,t,s) zu F(r,t,t) 
(e,h,c)-homotop sind. Der Parameter s werde dabei so gewiahlt, daB gilt: 
H, (r,t,t, 1) = °F, (r,t,t), H,(r,t,t,0) = F(r,t,t). Wir zeichnen nun in &,= &, » 
x {s,0 <s <1} als €-Menge die Menge €,= €, x {s} UZ, x W/E x 1 x {s} 

1°) In exakter Ausdrucksweise muB A als den durch §" erzeugten Keim einer in einer 
Umgebung von §* normal eingebetteten analytischen Menge definiert werden. Dem- 
entsprechend sind F, F® als Keime von Funktionen anzusehen. Es sei deshalb folgende 
Verabredung getroffen: Tritt eine Menge M als Teilmenge eines komplexen Raumes auf 
(wie hier 3"), so wird unter einer Funktion (analytischen Menge) in M stets eine Funktion 
(analytische Menge) verstanden, die in einer offenen Umgebung U (M) definiert ist. Eine 
oder mehrere Funktionen (analytische Mengen) haben in M eine Eigenschaft ,,a‘*, wenn 
sie in einer offenen Umgebung von M diese Eigenschaft haben (z. B. Identitét, normale 
Einbettung). Ist dagegen M Teilmenge eines nichtkomplexen Raumes (wie hier die 
Mengen € und 9), so wird die iibliche Terminologie verwendet. Im Falle, daB M kartesi- 
sches Produkt einer Teilmenge M, eines komplexen Raumes und einer Teilmenge ©, 
eines nichtkomplexen Raumes ist, sind die Eigenschaften der Funktionen in den Mengen 
U(M,) x M, zu untersuchen. Eine normaleingebettete analytische Menge ist stets als 
selbstandiger komplexer Raum anzusehen. 

4) Das ist genau dann der Fall, wenn es eine umkehrbar holomorphe Abbildung « 
von Jj, auf die Punkte von A gibt, die in 3" liegen. Diese muB nach FuBnote 10) noch 
in einer Umgebung von Jj, erklart und dort umkehrbar holomorph sein. 
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und als $-Menge die Menge $,= 9, x-{s} UZ, x OUT x 1 x {8} UH? x 1 aus. 
Ferner denken wir uns in &, die €-Menge €,= ¢, x 1 und die $°-Menge 9} 
definiert. In J, x &, ist dann G, (r,t,t,s) = Hy 1oA, eine (e,h)-Funktion, die 
nach Satz 7 in B, x &, zu einer (e, 'h®)- Funktion °G, (e,h,c)-homotop ist. Offen- 
bar ist Hf —I, x O= HP x {8,0 <8 < 1}, ebenso ist €,— F, x 0 in der Form 
M x{s,0 <8 =< 1} darstellbar. Deshalb ist °G, (r,t,t,s,u) = °G, (r,t,t,u - 8) eine 
(e,h®°)- und damit eine (e,h)-Deformation von °G, auf E(r). G, ist aber (e,h)- 
homotop °@,. Also ist auch G, in DB, x , (e,h)-homotop E. Da nun eine ge- 
eignete beliebig kleine Umgebung jedes analytischen Polyeders J in ® ein 
in bezug auf R konvexer holomorph-vollstaindiger Raum ist, ergibt Satz 1: 
es gibt in ® x &, eine (e,h)-Funktion G, (r,t,t,s), so daB in D, x f, gilt: G, Gr 
«U(E)CL(&,L*) und IG, Gy "| <a (e,>0 beliebig klein vorgegeben). 

Wir definieren in x, x ©, : H,(r,t,t,s) = H, (r,t, t, s)oG; l(r,t,t,s). Es ist in 
J, x ,:|Ay'c »H,| <e,. Ferner gilt: H,(r,t,t,0) = Hi, (r,t, t,0) = F(r,t, ), 
H,(r,t,1,s) = F(r,t,1), H,(r,t,t, 1) ist in DB, x F, eine (e,h®)-Funktion. 

Das gleiche Verfahren, das wir auf H,= A,, A, angewandt haben, wenden 


wir nun auf H,, H, an und konstruieren in J, x &, die (e, h)-Funktion H, (r,t,t,s), 
fiir die in DP, x FT, gilt: |Hy'oH,| < e,. Wir setzen dieses Verfahren beliebig 
fort und erhalten eine Folge von (e,h)-Funktionen H,/(r,t,t,s). Immer ist 
H, (r,t, t,0) - - H, (r,t,t,0) = F(r,t,t), H,(r,t,1,s) = F(r.t,1); A,(r,t,t,1) ist in 
SB, x f, eine (e,h°)-Funktion. Gilt ¢,< 2-’, so konvergiert H,(r,t,t,s) im Innern 
von Rx, gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion H(r,t,t,s). Man hat in 
Rx F,: A(r,t,t,0) = F(r,t,t). Da ferner dort °F (7,t,t) = H(r,t,t, 1) eine (e,h®)- 
Funktion ist und H(r,t,l,s) = F(r,t,1) gilt, folgt, daB H eine (e,h,c}-Defor- 


mation von F auf eine (e,h®)-Funktion °F ist. Damit ist Satz 5 bewiesen. 


§ 2. Die Laurenttrennung fiir (e, h)-Funktionen mit Werten in komplexen 
Lieschen Gruppen 


1. Der Beweis von Satz 7 erfordert gréBere Vorbereitungen. Wir iiber- 
tragen in diesem Paragraphen einen Satz von H. Cartan auf (e,h)-Funktionen 
F (r,t) mit Werten in trivialen Faserriumen L(R,L)= Rx L. Da man diese 
Funktionen als holomorphe Abbildungen R - L auffassen darf, heiBe F (r,t) 
eine (e,h)-Funktion mit Werten in L. 

Es seien in einer Umgebung U(e) des neutralen Elementes e ¢ L sog. 
Normalkoordinaten w,,..., w,, eingefihrt. In einem solchen Koordinaten- 
system kommt e das m-tupel (0, .. ., 0) zu. Bezeichnen wir die Koordinaten 
der Punkte /¢ U(e) mit [7] und sind 1,,/, Punkte aus U(e) mit [l,])= 

eee w,), [4] = (Aw, .--, Aw,,) (A komplex), so gilt, falls l,ol, 
€ Ule): [Lol] = (w+ Aw,..., Wy», + Aw,,). U (e) habe in bezug auf w,,..., w 
stets die Gestalt einer Hyperkugel. Wir setzen ferner |/| = |[1]| = max |w,| 
fiir 1 ¢ U(e), [Ll] = (w,,..., ad.” Fonk 

Es bezeichne — wie in §1 — § immer ein abgeschlossenes Pflaster 

4 = (z,...2,). |2,| Sa,, |y,| $5, 2z,= z+ ty, v= 1...n},054,,055,, des 
30* 
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Raumes von n-komplexen Verinderlichen z, . . . z,;8, bzw. 8, sei das Gebiet 
{3 €8, —a,5 24,50} baw. {4€8, OS 2,5 4,}. Der Satz von H. Cartan 
lautet nun unter Verwendung dieser Symbolik : 

Ist F'(3) eine in (einer Umgebung von) 8y>= 8, 82 holomorphe Funktion 
mit Werten in einer komplexen Lieschen Gruppe L™, so gibt es in 8), 89 je eine 
holomorphe Funktion F,(3) bzw. F,(%) mit Werten in L™, so daB in 8, gilt: F (4) 
= F,(3)0F51(3) (vgl. [4, 6). 

Um die Aussage dieses Satzes auf (e,h)-Funktionen auszudehnen, ist zu- 
nachst eine Verscharfung zweckmaBig. Wir zeigen: 

Hilfssatz 1. Es sei 9 ein topologischer Raum; V sei eine Umgebung von %p, 
und F(3,t) sei eine in V x § stetige, fiir festes t < $ holomorphe Funktion mit 
Werten in U(e). Besteht dann in V x $ die Ungleichung |F(3,t)| < e, so gibt 
es, wenn ¢ > 0 hinreichend klein, in 8, x 9, 82x H je eine stetige, in 3 holomorphe 
Funktion F, (3,t) bzw. F,(3,t) mit Werten in U (e), so daB in 8, 9 gilt: F,(3,t) 
oF ;'(4,t) = F(3,t). Ist fiir ein ty¢ H die Gleichung F(3,t.) =e richtig, so gilt 
auch F,(3,to) = F2(3,to) =e. 

Beweis'). Wir bestimmen reelle Zahlen a, 6, 6, > 0, d > 0, so daB gilt 
a —d>a,, 1 —d>b,, d.—d>0 und definieren durch die Setzung 
al# +) — gi) — 2-a-1. d, But D — WH — 2-#-1-d,5,,, = 5, —2-"-1-d abstei- 
gende Folgen (v= 1...n, «= 0,1, 2,...), fiir die lima = a®— d, limb 
#0 pare 


= b— d, limé,= 6,—d ist. Wir bezeichnen ferner mit 8“ den Kasten 


{3, |2,| < a”, ly,| <6, »=1...n}, mit 83” bzw. BY die Kasten {3 <3” 
—a”< 2, < 46,} baw. {3 €8™, —4, < 2, < a} und denken uns die Zahlen 
a), B®, 5, so klein gewahlt, daB jedes Gebiet D, = 8” \ BY” relativ-kompakt 
in V enthalten ist. Da jedes 9, ,, relativ-kompakt in 9, liegt, hat D,., von 
é9, einen endlichen Abstand. Dieser ist gleich 2-“-1d. €(z8,..., 22), 
x = 1, 2 sei in 9, der Streckenzug: 


ey oe — ah) 4 gl th 
(se, = 2, (2— —(- 1p ees | iy st) oa 
6 


al”) 4 gu +) 
(0 < ~ (-1p 2,5 4H I y,| = Se). e=2...af, 


der durch die positive y,-Richtung orientiert sei. 

Ist nun /™ eine komplexwertige, in 9, 9 stetige und fiir festes t « H 
holomorphe Funktion, so kénnen wir durch Laurenttrennung™) zwei in 
BY + x H baw. BY + x H stetige fiir t € H holomorphe Funktionen f(" * ) bzw. 
f¥‘* konstruieren, fiir die in 9, ,,x § gilt: f“*— f+ = f™. Wir haben 


dazu: ford — 1 ; J (E, 22 --++ Zn» t) dé 
x ~ Qne &— 2% 


zu setzen. Eine einfache Abschitzung ergibt, falls |f| < ¢, in D,,x § ist, 
daB in 8“ * x § der Betrag |f“*)| < ¢, 2"+ 1K, ist (x,- 14 = (a\ 6,)).. 


12) Wir schlieBen uns direkt dem Beweisgedanken in [6] an. 
8) Das Wort ,,Laurenttrennung* entstammt der Arbeit [18]. 
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Ist / (4, tp) = 0 fiir ein ty ¢ 9, so gilt auch f(**+"(g,t.) = f+" (4,te) =0. Diese 
Uberlegung ist auch fiir holomorphe Funktionen richtig, deren Werte m-tupel 
komplexer Zahlen sind. Wir haben also erhalten: 

(1) Es gibt eine Konstante K,>1 und zu jeder in 9,  stetigen, fiir t < H 
holomorphen Funktion *F™)(,t), |*F™(3,t)| < ,, deren Werte m-tupel kom- 
plexer Zahlen sind, zwei in3\"*" x § stetige, fiir t < } holomorphe Funktionen 
*PU +) (gt), [SPY tT) < 6, 2¢+1 Ky, x= 1, 2, fiir die *PUtY)—*FY+D— * FH 
in D+. H ist. Gilt fiir ein toe H: *F (4,to) = 0, so ist auch *F*"(4,ty) 
=*PY +) (5,t) = 0 

Wir untersuchen jetzt die Gruppenverkniipfung in U(e). Ist ¢ > 0 hin- 
reichend klein, so gilt fiir l’, l’’ €« U (e) mit |I’| < e, \l’’| < e zuniichst {I’, |I'| < e} < 

< U(e), l= Vol’ € U(e) und ferner eine Beziehung ({l’] = w’, [I] = w”", 
{l]= w): 

i“ + wi + 2A, ,, ww,’ 
w= : + héhere Glieder ;. 
lw’, + we + FS Agi; Ww; 
Es gibt daher eine Zahl K,>0, so daB gilt: |w,— wi— wi’| < K,-r 
v= 1...m, wobei r= max(|l’|, |l’’|). Ebenso erhalt man fiir eine 3 fache Ver- 
knipfung /=U'ol” ol’ die Abschaitzung |w, — w) — wi’ — w}’| < K,.?r°, 
r= max(|l’|, 'U’’|, ||). 

Unsere in V x § gegebene Funktion F (3,t) mit Werten in U (e) kénnen wir 
uns nun als Abbildung von V x 9 in den C™ denken. Durch Laurenttrennung 
von F(— F(4,t) gewinnt man in 8“ die Funktion F (3,t). Da in 9,c V gilt 
|F) < e, hat man rl < ¢2 Ky. Setzen wir in 9,: Fo = FY o FO oF, 
so gilt dort |F| < K,(e 2 Ky). Bestimmt man ¢ > 0 so klein, dab 4e Ki: Ky < 
< 1/4, so wird sogar |F)| < ¢/4. Wir konstruieren nun wieder durch Laufent- 
trennung in 8° x § die Funktion F®)(3,t), fir die dort |F| < eK, ist. 
Fir F® = FY 'oFMoFY) in®, x H ist dann |F | < ¢/4*. Durch Fortsetzung 
des Verfahrens erhilt man in 8‘ x § Funktionen F\ mit |F\| <2*-"eK, 
und in 9, Funktionen F™ = FY)" oF“-VoOFY mit |F™|<e/4". Wie man 


leicht nachrechnet, konvergiert bei geniigend kleinem ¢ > 0 das Produkt O FPF 


; p= 

in 8. x $, 8. = lim 8, gleichmaBig gegen eine Funktion F, mit Werten in 
pu oo 

U(e), und es ist in 9’x §, 9’= fanart :F7'oFoF,=lim F™ = 0= e. Also 


p> oo 
ist F,oF>'=F, F,(4,t), F2(3,t) ced stetige, fiir festes t ¢ § in 8) bzw. 83 
holomorphe Funktionen. Gilt fiirt,< $ die Gleichung F (3,t,) = 0 = e, so ist das 
auch fiir FO”) (4,t9), PF (4, to) richtig, Daher ist dann auch F,,(3,t,) = e, x = 1, 2. 
Da $8, >8,, ist unser Hilfssatz bewiesen. 

2. Wir werden nun Hilfssatz 1 benutzen, den Cartanschen Satz auf be- 
liebige (e,h)-Funktionen mit Werten in einer komplexen Lieschen Gruppe zu 
iibertragen. Zunichst folgt: 

Hilfssatz 2. Es sei ein kompakter Raum, an dem eine €- und eine H-Menge 
ausgezeichnet seien; V sei eine Umgebung von 8, und F(4,t) in V xf eine 
(e,h)-Funktion mit Werten in U(e)C L™. Ferner gelte |F(3,t)| <e fiir 4€V, 
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t¢€&. Ist dann « > 0 hinreichend klein, so gibt es in 8, x £, B, x F (e,h)-Funk- 
tionen F,(4,t), F.(4,t) mit Werten aus U(e), so dap in 3, die Gleichung 
F = F,oF ' richtig ist. 

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gibt es in 8,x H bzw. 8, H je eine stetige, 
in 4 holomorphe Funktion F, (3,t) bzw. F,(3,t) mit Werten in U (e), fir die in 
Box H gilt: F,oPl!= F und in 8, ist: F,(3,to) =e, falls ty € an- 
gehért. Nun ist Hilfssatz 1 fiir beliebig kleine U(e) richtig. Ist ¢ > 0 hin- 
reichend klein, so lassen sich daher die F,, auch so bestimmen, daB ihre Werte 
in einer beliebig vorgegebenen Hyperkugel 0 (e) = {1 ¢ U(e), |l| < d}¢ U(e) 
liegen. Da 3, & ein normaler Raum und 0 (e) ein solider Raum ist (zur Def. 
vgl. [16], p. 54), kann man dann F,(3,t) zu einer (e,h)-Funktion F,(3,t) in 
8.x ¢ stetig fortsetzen, so daB iiberall |F,(3,t)| < 6 ist. Setzen wir: 


F(3,t)oF,(3,t) fir 3€8o te, 
P, (3,t) fir 3¢€3,, tS, 


so erhalten wir eine in 8, U3, H stetige Funktion. Haben wir 6 > 0 
hinreichend klein gewahit, so gilt sicher noch H = {|l| < 36}c U(e) und 
|F°(3,t)| < 36. Man kann deshalb — nach dem schon benutzten Fort- 
setzungssatz — auch F,(3,t) zu einer (e,h)-Funktion F,(3,t) in 8, x fort- 
setzen, die nur Werte aus H annimmt. Es ist F,(3,t)oF>'(3,t) = F(4,t) far 
3 €Bo,t €&. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

3. Es sei nun A eine in 8 normal eingebettete analytische Menge. Wir 
setzen A,= A$,, v= 0,1, 2 und denken uns auf A, eine komplexwertige 
(e,h)-Funktion f,(3,t) gegeben. Dieselbe ist nach Voraussetzung in einer Um- 
gebung V(A,) x&CA x€ definiert. A selbst ist in einer Umgebung W (8) 
normal eingebettet. Wahlen wir 6 > 0 hinreichend klein, so gilt D = {,, 
|x,| < 6, |z,| < a,+ 4, |y,|<},+ 6, v= 2...m, w=1...n}CW(8) und 
Aj = AND V(A,). Wir bezeichnen mit H*, H*,(*H*, *H*) die mit der To- 
pologie der kompakten Konvergenz™) versehenen Vektorriume der in D 
holomorphen, stetigen, (der in A} holomorphen, stetigen) komplexwertigen 
Funktionen. Nach [13], Satz 6 sind H*, H*, *H*, *H* Frechetriume. H* wird 
durch die Beschrinkung g, der in 9 holomorphen Funktionen stetig linear 
in *H* abgebildet. Nach einem Satz von H. Cartan (vgl. [7], Satz 3) ist g, 
sogar eine Abbildung von H* auf *H*. Da man nach dem Fortsetzungssatz 
von TretTze [1] jede auf Af stetige komplexwertige Funktion in 9 hinein 
fortsetzen kann, ist auch die Beschrinkungsabbildung g,: H*+*H* eine 
lineare stetige Abbildung von H* auf *H?*. 

Die (e,h)-Funktion /,(3,t) kann man nun als stetige Abbildung t : t > /,(3,t) 
von & in *H* auffassen. Die Menge €C¢ wird dabei auf den Nullpunkt 
0 €*H* geworfen, § Cf wird in *H* abgebildet. Nach [13], Satz 8 laBt sich 
deshalb die Abbildung 7 : € + 0 ¢ H* zu einer stetigen Abbildung 7, : § > H* 
fortsetzen, so daB iiberall in § gilt: g,OT,= 1. 7, l4Bt sich dann weiter zu 
einer stetigen Abbildung T,:¢ — 9* fortsetzen. Fiir geeignetes T, hat man: 


F°(3,t) = 


4) Wir schlieBen uns den Definitionen in [3] an. 
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G2°T,= Tt. Schreibt man die Abbildung 7, in der Form t — /,(4,t), so ist 
fo(3.t) eine (e,h)-Funktion in 9 x, deren Beschrinkung auf Ag xf die 
Funktion /,(3, t) liefert. Wir haben also folgenden Hilfssatz bewiesen: 

Hilfssatz 3. Jede in A¥ x gegebene komplexwertige (e,h)-Funktion lapt 
sich als (e,h)-Funktion nach D x & fortsetzen. 

Wir zeigen nun: 

Hilfssatz 4. Es gibt eine Konstante K > 1, so daf fiir jede in A® x& de- 
finierte (e,h)-Funktion f(4,t), |f(3,t)| < M, eine (e,h)-Funktion L(3,t), sup If (3-0)! 

(Be) x 


< KM, in® x & existiert, die eine Fortsetzung von {(3,t) ist. Dabei bezeichnet 
V (89) CD eine Umgebung von §p. 


Beweis. Die Menge der (e,h)-Funktionen in A¥ x & (bzw. in D x &) bildet, 
versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz, einen Frechetraum 
(vgl. [13]), den wir mit *H* bzw. H* bezeichnen wollen. Nach Hilfssatz 3 
bildet die Beschrankung p der (e,h)-Funktionen in 9 x auf A¥ x den 
Raum H? stetig linear auf *H* ab. Aus einem Satz von Banacu ((3], Kap. I, 
§ 3.3, Satz 1) folgt deshalb, daB @ eine offene Abbildung ist. Insbesondere 


wird durch @ die offene Menge {/(3,t) « H*, sup |f(3,t)| < 1} auf eine Um- 
ViBd x = 
gebung von 0 <*H* abgebildet. Dieselbe enthalt, wenn K > 1 hinreichend 


groB, alle (e,h)-Funktionen /(3,t) «*H*, fiir die in A} x & gilt: |/(3,t)| < x ; 
Ist f(4,t), sup |f(4,t)| < M, eine beliebige (e,h)-Funktion in A¥ x &, so gibt es 
daher eine Fortsetzung von -_— f zu einer (e,h)-Funktion — f (jt) in® x &, 


fiir die in 8) x &: ew /(3,t)| < 1 ist. Da f eine Fortsetzung von / ist und man 
\f(3,t)| < KM fiir 4 € V(8,), t €& hat, ist Hilfssatz 4 bewiesen. 


4. Wir behalten die Terminologie von § 2.3 bei und zeigen die Richtigkeit 
folgenden Satzes: 


Satz 8. Es sei F(4,t) in A¥ x & eine (e,h)-Funktion mit Werten in U (e) c L. 
In A® x& gelte |F(4,t)| < e. Ist ¢ > 0 hinreichend klein, so gibt es in A, x & 
(e,h)-Funktionen F,(3,t), v= 1,2, so daB auf A,xT gilt: F(4,t) = F,(4,t): 
> Fs" (3,t). 

Beweis. Da F(4,t) seine Werte aus U(e) hat, kénnen wir F'(4,t) als Ab- 
bildung in den (w,,...w,,)-Raum auffassen. F(3,t) wird deshalb durch ein 
m-tupel (f,(3,t),.... fm(3.t) gegeben. Offenbar sind die /,(3,t) komplex- 
wertige (e,h)-Funktionen mit |/,(4,t)| << «. Nach Hilfssatz 4 existiert eine 


Fortsetzung /,(3,t) von /,(4,t) in 9 x F mit sup |/,(4,t)| < Ke. Ist e > O hin- 
- VR) x = 
reichend klein, so entspricht (/,(4,t),..-., fm(%,t)) fiir festes (3,t) aus der 


Umgebung V(8,) x = von 8, x & einem Punkt F(4,t) « U(e). F(4,t) ist eine 
(e,h)-Funktion und eine Fortsetzung von F(4,t) in V(8,) x. Nach Hilfs- 
satz 2 gilt, falls e und damit |F| hinreichend klein: F (3,t) = F,(3,t)oF>*(3,t), 
wobei die F,(4,t) (e,h)-Funktionen in 8, xf sind. Beschrinkt man F,(3,t) 
auf A, x &, so gilt: F(,t)= F,(3,t)oF >'(4,t). Damit ist Satz 8 bewiesen. 
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§ 3. Der Beweis von Satz 7 


1. Wir werden in diesem Paragraphen zunichst den Satz 8 auf (e,h)- 
Funktionen mit Werten in Faserriumen L(A, L*) verallgemeinern und dann 
einen vollstandigen Beweis von Satz 7 angeben. 

Wir greifen auf die Terminologie von § 2 zuriick. V (A) sei ein m-dimen- 
sionales Vektorraumbiindel tiber A. Wir setzen V(A,) = 2~'(A®) und denken 
uns eine stetige Abbildung (x,t) > A(z,t) von V(A¥) x & auf V(A*) gegeben. 
Es gelte 20 A(x,t) = a(x), A(x,to), tp< &, bilde die Vektorréume 2~" (4) c V(A%) 
homogen komplex-linear auf sich ab. Fiir t,¢ § sei A(zx,t,) holomorph, fiir 
t,€ € gelte sogar A(x,t,) = x. — Wir nennen jede Abbildung A(x,t) mit diesen 
Eigenschaften eine (e,h)-Abbildung von V(A*) x auf V(A*). Setzen wir 
noch ||A(x,t)|] = sup ja — A(w,t)| und A(t) = {x A(z,t)}, so ist 

2€V (AS), |2| =1,te£ 
es méglich, folgenden Satz zu formulieren: 

Satz 9. Ist F (r,t) eine (e,h)-Funktion in A} x& mit Werten in V(A), 
ist A(x,t) eine (e,h)-Abbildung von V(Aj) x & auf V(A%), so gibt es, wenn |A| 
hinreichend klein ist, in A, x&, A,= AN8,, stets (e,h)-Funktionen F, (3, t), 
vy = 1, 2, so daB in A, x & gilt: F,(4,t) — A(t) O Fy (3,t) = F(3,t). 

Beweis. A ist nach Voraussetzung in einer Umgebung von § definiert. 
Wir diirfen deshalb annehmen, daB Aj ¢ A liegt. Sind dann H,,(3) im Sinne 
von Satz 2 Funktionen in A mit Werten in V (A), so ist H,,(3,t) = A(t)O H,,(4) — 
— H,,(4) in Aj x& durch eine Linearkombination H,,(3.t) = £9,,(3,t)- 
- H,(4) darstellbar, wobei die I >» (dst) komplexwertige (e,h)-Funktionen in 
Aj xf sind. Nun sind die H,(3) in Aj beschrankt (|H,| < M). Wenn 
JA] < e ist, gilt sup \A,| <eéeM. Da sich ferner jede (e,h)-Funktion in A¥ x T 

A*xe 
durch eine Linearkombination der H,, darstellen laBt, folgt nach der SchluB- 
weise von Hilfssatz 4 aus dem Satz von Banacu, daB die g,,, so gewihlt 
werden kénnen, daB gilt: sup |9,,,(3,t)| < e KM. Dabei ist K > 1 eine nicht 
U(A,) x = 


von A abhingende Konstante. Es sei nun ¢ hinreichend klein. Dann ist in 
U (Ag) x: |G (4,t)| +0, wenn g,,= Jy, + 5, G(3,t) = ((g,,)) gesetat wird. 
G(4,t) ist eine (e,h)-Funktion mit Werten in GL(q,C), die in der Umgebung 
U x & von A, x F im Sinne von Satz 8 hinreichend wenig von der Matrix- 
funktion E (r,t) = ((4,,,)) verschieden ist. Es gibt daher in A, x T, A, x & (e,h)- 
Funktionen G;,(3,t), @,(3,t), so daB in Ay x gilt G = GjoG>". 

Wir stellen nun nach Satz 2 F'(3,t) durch eine Linearkombination F (3,t) 
= Xf) (4,t) - H,,(3) dar und bezeichnen mit (f@)) das g-tupel der Funktionen 
{@). Ferner werde (h)(3,t))= G>'o(/(3;t)) gesetzt. Sicher liBt sich eine 
Umgebung Af*= A 1 {§, |2,| < O*, |x,| < a,+ 0*, |y,| <b, + O*, v= 2...0, 
j= 1...mn} von A, finden derart, daB die h® (4,t) noch in A¥* x & definiert 
und dort (e,)-Funktionen sind. Da es beliebig kleine in bezug auf A konvexe 
Umgebungen von A#* gibt, kann man nach Satz 1 in A x & (e,h)-Funktionen 
h®)(3,t) finden, mit denen in Ag* x & gilt: |h)(3,t) — h@(3,t)| < e* (e* hin- 
reichend klein im Sinne von Satz 8). Es folgt also, daB in§,.8, (e,h)-Funktionen 








Holomorphe Funktionen in komplexen Lieschen Gruppen 463 


hf (g,t), AG(g,t) existieren, fiir die h%(,t) — AG?(g,t) = AM (g,t) — AO (3,t) 

ist. Setzen wir noch (f{(3,t))= G,o(h®+h™) und (/$°(3,t)) = Gyo 

oA} (4,t)), so folgt, daB (ff) — Go(f$?) = (f) ist. Fir die Linearkombi- 
q 


nation: F,(3,t)= ¥ /@-H,, v= 1,2, gilt daher: F,(3,t) — A(t) O F,(3,t) 
x= 
— F(4,t). Damit ist Satz 9 bewiesen. 

2. Wir definieren den analytischen Faserraum L(A,L*) und die Abbil- 
dung (x): V,(A) > L(A,L*) wie in §1.1 und zeigen, indem wir die Be- 
zeichnungen von § 3.1 beibehalten: 

Hilfssatz 5. Ist F(3,t) mit F(3,t) ¢ U(2) und |F(3,t)| < e in A} x& eine 
(e,h)-Funktion mit Werten in L(A, L*), so gibt es, falls e > 0 zu A, Aj, L(A, L*) 
hinreichend klein gewdhlt ist, in A, x & (e,h)-Funktionen F,(4,t) mit Werten in 
L(A, L*), die in A, x & (e,h)-homotop E sind, so daB in A, x gilt: F,(3,t)o 

FS" (3,t) = F(3,t). 

Beweis. Wir setzen s - F(3,t) fiir o(s - oO F(3,t)), OS ss 1. Offenbar 
ist F (3,t,s) = s - F'(4,t) eine (e,h)-Deformation von F (4,t) auf Z. Es ist F (3,t,1) 
= F(3,t) und F(3,t,0)= 2£(3). Bezeichnet man mit {, den Raum ¢ x {s} 
und zeichnet man in {, als $-Menge die Menge $ x {s} und als €-Menge die 
Menge € x {s} aus, so folgt, daB F(3,t,s) eine (e,h)-Funktion in A, x Ty ist. 
Daher ist Hilfssatz 5 bewiesen, wenn es gelingt in A, x Zp, A, x Zp (e,h)- 
Funktionen F, (4,t.s), F,(%,t,s) so zu bestimmen, daB gilt: 


F,(4,t,8)oF>'(4,t,8) = F(3,t,s) auf Ay, 


(1) F,(3,t,0)= £H(3) auf A,xf, v=1,2. 


Die Aussage von Hilfssatz 5 folgt, wenn wir s = 1 setzen. 
Offenbar ist (vgl. § 3.1) A(t,s) = {A(z,t,s)}: {a> o+(F(a(z).t,s)0@(x)c 
F(x (z),t,8))} in bezug auf &, eine lineare (e,h)-Abbildung von (U (0) 
r\ V,(A§)) x Sq in V,(A§). Da A linear ist, diirfen wir annehmen, daB A (t,s) 
sogar ganz V,(Ag) xf, auf V,(A%) abbildet. LaBt man sup|F'(4,t)| gegen 0 
gehen, so wird auch |F (3,t,s)| und damit |A(t,s)| beliebig klein. Wir kénnen 
deshalb voraussetzen, daB | A(t,s)|| hinreichend klein im Sinne von Satz 9 ist. 
Es sei nun *F,(3,t,s) eine (e,h)-Funktion in A, x &p, die ihre Werte in 
V,(A) annimmt. Durch Integration zeigt man leicht, daB man zu *F, in 
A, x &, eine (e,h)-Funktion F, (3,t,s), F,(3,t,0) = 2, mit Werten in L(A, L*) 
bestimmen kann, fiir die lim oh oF AS, t, 8’) o F>"(4,t, 8)) = *F,(3,t, 8) 


ist. Beachtet man noch, daB (1) zu 

F (4,t,8’)0 F+ (3,t, 8) = LF (3,t, 8’) 0(F,(4,t,8’) oF >" (5,t,8)) 7 oF 4 (3,t,8’) Jo 
0 (F, (3,t,s’)o FT" (3,t,s)) 

auf A,xT,O0S8s<s8'< 1; 8’—s<e* beliebig klein; 

F,(3,t,0)=E auf A,xf, v= 1,2, 


(2) 


aquivalent ist, so folgt, daB man zur Konstruktion der Funktionen F,(,t,s) 
in (1) nur (e,h)-Funktionen *F,(4,t,s) in A, x. zu bestimmen braucht, fiir 
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die gilt: 
(3) *F, (3,t,8) — A(t,s)0 *F,(3,t,8) = sire 
Dabei bezeichnet *F'(3,t,s) die (e,h)-Funktion lim _ o-! (F (4. t, s’) 


s'—>s 8 —8 
F-(3,t,s)) = o oF (3,t). Die Existenz der Funktionen *F,(3,t,s) ist aber auf 
Grund von Satz 9 gewihrleistet. — Somit ist Hilfssatz 5 bewiesen. 

Als Endergebnis unserer Untersuchungen in den Abschnitten § 2.1 bis 
4., § 3. 1 und 2 zeigen wir nun: 

Satz 10. Es sei "8 ein abgeschlossenes Pflaster: {4 © OC", |x,| < a,, b — a: 
S24, 56+ a*, z= ),, %= %,+ 1%, v=1...p—1, w= ptl...2n, 
x=1...n};8, set das Pflaster {3 €°8, 6 —a < x, < 5}, 8, das Pflaster {3 «8. 
b= 2,6 + a*}. Es geltea,=> 0, a* > 0, a > 0, b, b, reell. Ferner seien A eine 
in (einer Umgebung von) °8 normal eingebettete analytische Menge und TF ein 
kompakter Raum, an dem eine €- und eine -Menge ausgezeichnet sind. Es 
werde 3y= Bi \82, Ap= ANBe 414= ANB, Ag= ANBe geselzt. Ist dann 
F'(4,t) eine in Ay x holomorph-retraktible) (e,h)-Funktion mit Werten in 
einem Faserraum L(A, L*), so gibt es in A, x &, A, x & holomorph-retraktible 
(e,h)-Funktionen F,(3,t), F,(3,t), so daB in Ay x & gilt: F,oFy'= F. 

Beweis. Offenbar brauchen wir Satz 10 nur fiir den Sonderfall zu beweisen, 
wo a= a*, b= b,= 0 fir w= p+ 1,...,2n ist. Es sei also angenommen. 
daB dieser Fall vorliege. A ist nach Voraussetzung in einer Umgebung U (?8) 
normal eingebettet. Da wir fiir U eine holomorph-konvexe Umgebung wihlen 
kénnen, diirfen wir annehmen, daB A ein holomorph vollstindiger Raum ist. 
Da es ferner beliebig kleine Umgebungen V(A,)C A gibt, die in bezug auf A 
konvex sind, existiert nach Satz 1 eine in A x £ holomorph retraktible (e,/) 
Funktion P (3,t), so daB in einer Umgebung A* x & von A, x F gilt: ‘F(3,t) 
= F-'(4,t)oF(3,t) ¢ U(B), | 'F(4,t)| < e (e hinreichend klein im Sinne von 
Hilfssatz 5). Aus Hilfssatz 5 folgt dann, daB in A,, A, (e,h)- Funktionen P,. 
PF, existieren, mit denen 'F = F, oF; 1 ist. Setzt man noch F, (4, t) - P, i, 


F,(4,t) = PF, , 80 gilt F,oF>'= F. Damit ist Satz 10 bewiesen. 

3. Es ist nun mdglich, Satz 7 ziemlich schnell zu beweisen. Wir fiihren den 
Beweis durch vollstindige Induktion, indem wir die Richtigkeit einer Folge 
von Hilfssitzen zeigen; Satz 7 wird sich als Spezialfall dieser Hilfssiitze er- 
weisen. 

Es sei 8?= {3 = (2, - - - Zn), |2| S Gy, Ze= Op, B= Zoey t+ tty, vo Lb... p, 
w= pt+il...n, x=1...n} ein belicbiges abgeschiossenes Pflaster im C". 
A sei eine in (einer Ungehang von) 8” normal eingebettete analytische Menge. 
L(A, L*) ein analytischer Faserraum iiber A im Sinne von § 1,1. Mit T,= fF » 
x {t} werde wieder ein kompakter Raum bezeichnet, an dem eine €- und eine 
9-Menge (€, bzw. §,) ausgezeichnet sind. Die €-Menge und die $°-Menge 
von &, seien wie in § 1,3 definiert. Wir zeigen: 


8) Eine (e, h)-Funktion F (r,t) hei®t holomorph retraktibel, wenn sie (¢. h)-homotop 
E ist. 
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Hilfssatz 6,, p= 0,1,2,... : Zu jeder (e,h)-Funktion F(4,t,t) in A xf, 
mit Werten in L(A, L*) gibt es in A = F, eine (e,h®)-Funktion °F (4,t,t), die dort 
zu F'(4,t,t) (e.h.c)-homotop ist. 

Offenbar erhilt man Satz 7 aus den Hilfssitzen 6,, wenn man p = 2n setzt. 
Wir fiihren unsere Induktion nun so, daB wir zunichst zeigen, daB Hilfssatz 6, 
richtig ist; dann beweisen wir, daB aus Hilfssatz 6, der Hilfssatz 6,,, folgt. 

Fiir p = 0 ist 8” ein Punkt 3,¢C*. Wir diirfen ohne Einschriinkung der 
Allgemeinheit annehmen, daB A diesen Punkt enthalt. Anderfalls wire die 
Aussage von Hilfssatz 6, leer. Ferner diirfen wir voraussetzen, daB L(A, L*) 

A x L ist, und somit F als Abbildung 4 « T,> L auffassen. 

Sei also 49¢ A! Wir bezeichnen mit g(t.s) eine Deformation in 0 <t< 1 

der Funktion g(t,1) =¢ auf eine nirgends negative Funktion g(t) = @(t.0). 


Es sei tiberall 0 < g(t.s) < 1. g(0.s) = 0, p(1,s) = 1, fiir ; sts 1 gelte 
g(t)= 1. Setzen wir F,(3,t,t,s) — F(4,t.(t,s)), so ist F, eine (e,h,c)-Defor- 
mation von F (3,t,t) auf eine (e,h)-Funktion P (3.t,) = F,(4,t,t,0). Es bezeichne 
weiter y(t,s) eine Deformation in 0 <¢ < 1 der Funktion p(t,1) = 1 auf eine 
; und y(1) 
1 gilt. Es sei tiberall 0 < y(t,s) = 1, y(l1,s)= 1. In hinreichender Nahe 
von 3, X &, gilt: H(4,t,t) = p,y P(3.t.t) PF 1(40,t,t) ¢ U(e) CL. Es laBt sich des- 
halb die (e,h,c)-Deformation H (3,t.t,s) = p(t,s) - H(4,t,t) von H(4,t,t) auf die 
(e,h®)-Funktion °H (4,t,t) = H(4,t.t,0) konstruieren. Setzen wir F,(4,t,t,s) 
H (3.t,t,8) OF (Jost. t), so erhalten wir eine (e,h,c)-Deformation von F (;,t.0) 
auf die (e,h°)-Funktion °F (3,t,t) = F,(3,t,t,0). Die beiden Deformationen F,, 
F, hintereinander ausgefihrt, ergeben eine (e,h,c)-Deformation von F auf °F. 
Also ist F zu der (e,h°)-Funktion °F (e,h,c)-homotop, q.e.d. 
Wir zeigen nun, daB aus Hilfssatz 6, der Hilfssatz 6,., folgi. Sex also 
F (4,t,¢) eine (e,h)-Funktion in A x &,, wobei A eine in einer Umgebung U (8”* ') 
normal eingebettete analytische Menge ist. Wir ordnen §”*! die Kasten- 
mengen D,= {3, |z,| S4,,%)+,;= 5, %=6,,v=1...p, w= pt+2...2n} 
zu (\b] Sa,,,). Nach Hilfssatz 6, kann man zu D, Umgebungen U;(D,) Cc U 
und in A, x&,, A,= Ar Uj, (e,h°)-Funktionen °F,,(3,t,t) finden, die dort 
zu F'(4,t,t) (e,h,c)-homotop sind. Daraus folgt nach Herye-Bore.: es gibt 
eine Folge reeller Zahlen 6,,u=0,1,2...q, mit b)= —a,,,,6,= a4 
b,, +,= 5,, derart, daB folgende Aussage richtig ist: 


reelle stetige Funktion p(t)— yp(t.0), fir die y(t)= 0, 0sSts 


p+ 
Zu den Kastenmengen Be) — {a, |z| S@,. 6,-,:5 254,55, 2, = 5,, 
yv=1...p, w= p+2...2n} existieren in 8) x, (e,h°)-Funktionen 
°F, (3,t,t), die dort vermége (e.h,c)-Deformationen F,,(3,t,t,s) zu F(3,t.t) 
homotop sind. 

Dabei werde s so normiert, daB P,(3,t.t, 1) = °F, (4,t,¢), F,.(4,t,¢,0) = F(4,t.0 
ist. 

Wir setzen jetzt £,— &, x {s} und zeichnen wie in § 1,4 in {, als €-Menge 
die Menge €,= £, x OUT x 1 x {s}W E, x {s} und als $-Menge die Menge 
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H.= FT, x OUT x 1 x{s}UH, x{s} UH? x1 aus. Es seien folgende Be- 
zeichnungen eingefiihrt : 


1) BY = _U 8, BY = Ben; 
v=1. 
2 Oe) — BO ABe 
3) A®) = AND), A® = = ANZ, « A) = As Be. 


Setzen wir nun H‘" (3,t,t,s) = F,, H$) (4,t,t,8) = F,, so laBt sich in AM x, 
HH) (4,t,t,8) = H{%0 HY -? als (e,h)-Funktion auffasseni. H¢) ist anch. Hilfs- 
satz 6, in A‘) Sq zu ahs (e,h°)-Funktion °H (4,t,t,s) (e A ,c)-homotop. Da 
in &, die Menge *9= $85, x{s,0<s< 1} in der Form *§='9 x 
x {s,0 < s < 1} gegeben werden kann und analoges fiir die €-Menge €, gilt, 
ist G (4,t,t,8,t') = °H (3,t,t,8 - t’) eine (e,h°)-, also erst recht eine (e,h)-De 
formation von °H‘ auf EZ. Da ferner H‘),°H" (e,h)-homotop sind, ist auch 
H® in AW x &, auf E (e,h)-deformierbar. 

Aus Satz 10 folgt daher: es gibt in AM x, Af) x, (e,h)-Funktionen 
AH (3,t, t,s), HY) (3,t, t,s), so daB in At”) x &, gilt: Ho HY) 1— H. Offenbar 
ist in A‘) x &,: HY - 1oHM= HY)- 1oH%). Wir diirfen deshalb in A x &,, 
A@) = AMY AM, setzen : H®(s,t,t,8) = Ho- 10 HM) = HY)- 10H. H® ist 
in A® x &, eine (e,h,c)-Deformation der (e,h®)-Funktion °F@ (3,t,t) = H® (3, 
t,t,1) auf F(3,t,t) = H® (3,t,t,0). 

Wir definieren nun in AY) x &, eine Funktion HY (4,t,t,s), indem wir dort 
H®)— P, setzen, und erhalten durch Anwendung des vorhin beschriebenen 
Verfahrens auf H®, HY, A®, AS in A® x, eine (e,h,c)-Deformation 
H®)(3,t,t,s) einer (e, h®). Funktion oF) ( (3. t)= H®(3,t,t,1) auf F(3,t,t) 
= H®(4,t.t,0). Wir setzen darauf H‘)(3.t,t,s) = F,, wenden wieder unser 
Verfahren an und fahren so beliebig fort. Nach (q — 1) Schritten haben wir 
schlieBlich in A x &, eine (e,h,c)-Deformation F (3,t,t,s) = H{(4,t,t,s) einer 
(e,h°)-Funktion °F (4,t,t) = F'(3,t.t,1) auf F(3,t.t) = F'(4,t,t,0) erhalten. Nun 
ist B{°= 8”*1, AM also gleich A. F(3,t,t) ist also in A x &, zu einer (e,h®)- 
Funktion °F (3,t,t) (e,h,c)-homotop, q.e.d. 


§ 4. Lokale Schnitte in L(&, L*) 


1. Wir untersuchen in diesem Paragraphen die Garbe der lokalen holo- 
morphen Schnitte in L(R,L*). Es sei wieder 8 ein abgeschlossenes Pflaster 


{3, |2,| Sa,, |y,| Sb,,¥= 1... nfcC",a,= 0,6, = 0. Wir setzena™ = — a, + 
2a, 26, , . , 

+x = , = -b4+4 E> *=90,1...., ey 4 4 eee k,. Offenbar ist 
iv . , 

a = —a,, a = a,, b= — b,, b») = b,. Mit T/*(B) bezeichnen wir dann die 

Gesamtheit der Kasten {3,a~"< 2,< a, BD -Y< y, <b} x, = 1... },, 

A=1...8, v=l...a. 3, A= im Pe IT k, - = jk, sei eine Durch- 


numerierung dieser Pflaster. Malay sei A eine in (einer Umgebung von) § 
normal eingebettete analytische Menge und L(A, L*) ein Faserraum iiber A 
im Sinne von § 1.1. Wir zeigen: 
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Hilfssatz 7. In allen Durchschnitten A,,= AOB,O08,. ¥ w= 1...7k, 
seien holomorphe Funktionen F,,,(4) mit Werten in L(A, L*) gegeben, in den A, 
= Ar\8, gebe es ferner stetige Funktionen S,(4) mit Werten in L(A,L*), 80 
dag in allen A,,, gilt: F,,,(3)= S,(3)0S7'(3). Dann kann man in A, auch 
holomorphe Funktionen F,(4) mit F,(4)0F;,"(3) = F,,,.(3) finden. 

Wir beweisen Hilfssatz 7 durch einen Induktionsschlu8. Offenbar ist im 
Falle jk = 1 die in ihm enthaltene Aussage leer und deshalb richtig. Zum Be- 
weis des allgemeinen Falles ist also nur noch zu zeigen, daB der Hilfssatz 7 
sich fiir jk = j- k® ergibt, wenn er fiir jk < j- k bewiesen ist. 


Sei also Hilfssatz 7 fiir jk < jk (mit jK>1) richtig. Ohne Ein- 
schrinkung der Allgemeinheit diirfen wir dann annehmen, daB die Koordi- 
naten z, des C" so gewihlt und durchnumeriert sind, daB j{ > 1 ist (mit 
jO= 7+... -7). Wir bezeichnen mit 8 das Kastengebiet {3 ¢3, z= 
< a”-))} und setzen 3® = {3 €8, 2,2 af!”-}. Wir denken uns die Menge 
der Kasten aus T**® in der Weise durchnumeriert, daB gilt 8, 3, falls 
LEX = (1, ..., ry = jORM oe und 3,¢8 fiir 2 ¢ X,= {re+1,..., 
Jk}. Da B®, B® weniger Kasten als § enthalten, gibt es nach Induktions- 
voraussetzung in A, holomorphe Funktionen PF, (3), so daB F,,(4) = F,(3): 
F>*(3) ist, wenn x, 2 simultan X, oder X, angehéren. Man zeigt leicht, daB 
durch die Setzung F(3) = F. 1(3)OF,, (3) F,(3). xEX,AEX, in AM 

A838 \8® unabhingig von x, A eine holomorphe Funktion F (3) fest- 
gelegt ist. Ebenso sind S(3) = F>*(3) S,(3). A€X,, in AM= ANB ein- 
deutig definierte stetige Funktionen. In A gilt S®(3)0(S@)(3))— F (3). 
Da nun die A) beliebig kleine holomorph-vollstandige Umgebungen U, ¢ ‘A 
besitzen, gibt es nach Satz 6 in A® holomorphe Funktionen F (3) mit Wert«n 
in L(R, L*), die dort auf S®(3) deformierbar sind. *F (3) = (Fa) FoF® 
ist dann auf £ (3) stetig, nach Satz 3 sogar iiber lauter holomorphe Funktionen 
deformierbar. Aus Satz 10 folgt, daB in A® holomorphe Funktionen *F (4) 
existieren, so daB in A: *F(3) = *F@(3)0(*F@)(3))— ist. Offenbar gilt: 
F® (3) 0 (F®@) (3)) F (3) fir F®(3) = F (3) *F (3) und mithin F,(%) 

F1(3) = F,,(3), wenn A, x € X, X, und F,,(3) = F,,(3)0F (3) ist. Hierbei 
ist, falls 7 € X,, der Index v = 1, falls uw ¢ X,, gleich 2 zu nehmen. Hilfssatz 7 
ist damit bewiesen. 


2. Wir verwenden Hilfssatz 7, um folgenden Satz zu zeigen: 


Satz 11. Es sei R ein holomorph vollstindiger Raum, {W,, « « I} sei eine 
offene Uberdeckung von %, ferner sei L(R,L*) ein analytischer Faserraum im 
Sinne von § 1.1, F,,,.(r) seien in den Durchschnitten W,,,.= W,, W,, defi- 
nierte holomorphe Funktionen mit Werten in L(R,L*). Gibt es dann in den W, 
stetige Funktionen S,(r), fiir die in W,,,, stets S,oS~'= F,,. ist, so existieren 


in W, sogar holomorphe Funktionen F,(r) mit Werten in L(R,L*), so dap in 
allen W,,,, gilt: F,.(r)OF—* (r) = F.,,(r). 
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Beweis. Da R ein holomorph vollstaéndiger Raum ist, kann man N durch 
eine aufsteigende Folge analytischer Polyeder B,= p {r «XR, |Ref,(r)| < 1. 
\Imf,,(r)| < 1, 4= 1... p}CRausschépfen. Dabei bezeichnet p die Vereinigung 
einer oder mehrerer zusammenhaingender Komponenten des Bereiches { }. 
die /,,(r) sind endlich viele in R holomorphe, komplexwertige Funktionen. Es 
gelteD, cP,,,, = 1,2,.... Nach bekannten Satzen ist J, zu einer analyti- 
schen Menge A analytisch aquivalent'*), die in einem Pflaster 8 normal einge- 
bettet ist. Die Punkte von A und J, wollen wir als identisch ansehen. Wahlen 
wir die in § 4.1 besprochene Unterteilung 7* von 8 in Kasten 8, hinreichend 
fein, so ist {A,}, A,= A 8,, in B, eine Verfeinerung von {W,}. Es gibt eine 
Zuordnung t: {A} J, so daB A,C Wyy. In A, setzen wir S,(r) = Syy(r) 
und in A,,= A, 7A, stets F,,= F,q «- Offenbar ist S,(r)o S-1(r) = F,,(r) 
in A,,. Nach Hilfssatz 7 gibt es also in den A, holomorphe Funktionen 7, ( r) 
mit Werten in L(X,L*), fiir die gilt: PF, (r)oFz}(r) = F,,(r). Man err chnet 
leicht, daB durch die Setzung *F‘” (r) = F, .« oF, fiir A ¢ X,. X, unabhiangig 
von A in W)= W,-., holomorphe Funktionen definiert werden, derart. 
daB in Wo) = > W” stets gilt : *F 0 (°F) = F.,,.(r). 

Da $, holomorph vollstandig ist, gibt es nach Satz 6 zu der eindeutigen 
Funktion *S(r) = S~'o*F® eine homotope holomorphe Funktion *F (r). 
Offenbar gilt fir FPU=*F( 0 (*FO)-1: P®o(FO)1= F,,, in Ww) und 
S®(r) = S-'oF® ist in, auf E(r) deformierbar. 

Wir halten dieses Zwischenergebnis in einem Hilfssatz fest. 

Hilfssatz 8. Sind F,,(r) in W,,, definierte holomorphe Funktionen mit 


Werten in L(R, L*) und gilt es in W stetige Funktionen S,(r), so dap in W, ,. 
stets 8, (r)OS~*(r) = F,,,,(r) ist, so existieren in W, WO = W,B,, holo- 
morphe Funktionen F\”(r) mit Werten in L(R, L*), so daB gilt: 

a) PO (r)o(FO(r))-! = F,,,,(r) in W® , 

b) S®(r) = S~'oF (r) ist inD, auf E(r) deformierbar. 

Es werde jetzt der Beweis von Satz 11 fortgefiihrt. Offenbar ist F® (r) 
=(F°*+»)-!oF® in B, eindeutig holomorph und dort stetig — nach Satz 3 
sogar tiber lauter holomorphe Funktionen auf Z(r) deformierbar. Nach Satz 1 
gibt es deshalb zu F(r) eine in R holomorphe Funktion F ®(r), so daB 
(P(r)! oF (r) € U(E), (FO (r))-1 oF (r)| < 2-” far r €B,_, gilt. Mit 
Pe Dae FOTO F® hat man dann in wee )); Fer+ 1) (Fe + »)-1 = F,,,, und 
inD,_,:(F° +))-10 FU (EB), (Fe + ))-10 FO) < 2-*. Man kann also zu vorge- 
gebenen F”) die F*" so bestimmen, daB sie sich inQ,_, um weniger als 2-" 
von den F“ unterscheiden. Ist das der Fall, so konvergiert F in W, gegen 
eine Grenzfunktion F,!’). Mit diesen F, gilt in allen W,,,,: F,, oF," = F.,,,,- 
Damit ist Satz 11 bewiesen. 


16) Man vgl. FuBnote 11. 
7) Das folgt leicht aus der Abschatzung in § 2.1. 
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3. Wir greifen nun auf die Bezeichnungen von § 4.1 zuriick und zeigen 
folgenden Hilfssatz : 

Hilfssatz 9. Sind in allen A,,, stetige Funktionen S,,(3) mit Werten in 
einem Faserraum L(A, L*) gegeben und geniigt die Verteilung {S,,,(4)} der Ver- 
traglichkeitsbedingung S,,(3)°S,,(3) = Syy(3) im Az A,OA,, 80 gibt es in 
den A, stetige Funktionen S,(3) mit Werten in L(A,L*), 80 daB F,,,(4) = S,o 
o8,,0 Sz" in A,,, holomorph ist. 

Wir beweisen den Hilfssatz 9 durch vollstandige Induktion. Offenbar ist 
seine Aussage fiir jk = 1 inhaltsleer und deshalb richtig. Es ist also nur noch 
zu zeigen, daB Hilfssatz 9 im Falle jk = 7k folgt, wenn er fiir jk < j(- kM 
bewiesen ist. 

Sei also Hilfssatz 9 fiir jk < jk (mit 7k > 1) richtig. Ohne Ein- 
schrinkung der Allgemeinheit diirfen wir dann wieder annehmen, daB die 
Koordinaten z, des C" so gewahlt und durchnumeriert sind, daB j° > 1 ist. 
Wir bezeichnen mit 8) das Kastengebiet {3¢8, z,< a¥i~}, setzen 8® 
= {3¢8, x, = a¥”~} und denken uns 7%*® wie in §4.1 durchnumeriert. 
Da 8,8 weniger Kisten als 8 enthialt, gibt es nach Induktionsvoraus- 
setzung in A, stetige Funktionen 8, (4), fiir die F, ,,(3) = §,,0 84,4, 8; holo- 
morph ist, wenn A,,A, simultan X, oder X, angehéren. Wir definieren *9 
= 8 \8® und *A = Ar\*8. Die Durchschnitte *A,, = A,,, x € X,, A € X, 
sind eine Uberdeckung von *A. Wir setzen *S,,= 8,0 S,,0S;" in *A,,. 
Offenbar ist in *A,, 4,,.,2,= "Axa, *Ax,a, Stets *S,,,,0F,,,,0°S 2) = Prin: 

Wir bilden nun die Paare (A,y), 2 € X,, y € -1(A,). Ist a(y) € A,,;,, 80 
werde ((A,, Fy, ,,(%(y)) © yor; 1,(2(y))) = (A,, y) gesetzt. Da F, ,, holomorph und 
die Verteilung F der F, ,, vertriglich ist, ist = eine analytische Aquivalenz- 
relation™*). Die Menge der Aquivalenzklassen der Menge {(A,y)} bildet mit 
natiirlicher topologischer und komplexer Struktur versehen einen analytischen 
Faserraum § = L(A®@), L* x L) iiber einer Umgebung V (A®)) c A, die wir als 
holomorph vollstindig wihlen kénnen. Es ist (A,,*S,,,.) © (Ag, *S,,4,)7" 
= (Ay, Frain, F7, 3,)- Beachtet man noch, daB es beliebig kleine Umgebungen 
U(*A)C V(A®) gibt, die analytische Polyeder in V(A®)) sind, so folgt aus 
Hilfssatz 8: 

Es gibt in *A,, holomorphe Funktionen *F,,,(3) mit Werten in L(A, L*), 
so daB in *A,.,4,,, Stets (A,,*Fy,3,(3)) © (As, *Fa,a,(8))7? = (Ar Payn, OFZ}, 
und die in *A eindeutige Funktion (A,*S>} (3)0*F,,,(4)) = G(4) in *A auf die 
neutrale Funktion €(4) mit Werten in § deformierbar ist. 

Nach bekannten Sitzen’*) gibt es deshalb in A®) eine stetige Funktion 
S, (4) = (A, G,(4)) mit Werten in F, die in der Nahe von *A mit @(3) tiberein- 


18) Man vgl. [17]. 
1%) Ist F ein Faserbiindel iiber einem normalen Raum X, das eine Schnittflache S be- 
sitzt, und ist S’ eine Schnittflache iiber einer Umgebung U einer abgeschlossenen Teil- 
menge BC X, die iiber U auf S deformierbar ist, so laBt sich S’/B stets zu einer Schnitt- 
flache iiber X fortsetzen. Man vg]. [16]. 
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stimmt. In A,,,,, 4), A,¢ X_ ist stets G,,oF,,,0G7'=F,,,. Wir setzen 
S,.(3) = S.(3)s Sa(s) = Gz" (3)0S,(4), * © X, AC X, und erhalten die Glei- 
chungen: F,,.,= S,,0S,,.,°587", Faa,= 54,0 oe we Si fiir x,,x,¢ X, und 
Ay, Ag © Xo. Doruet int r. Def S ,O8,,0 S87! = *8,, 0G, = *F,,(3) holomorph 
(x € X,, 2 € X_). Damit ist Hilfssatz 9 bewiesen. 

4. Wir zeigen: 

Satz 12. Es sei R ein holomorph vollstindiger Raum, iiber dem ein Faser- 
raum L(R,L*) definiert ist. {W,,«¢ I} sei eine Uberdeckung von R mit holo- 
morph-konvexen Teilbereichen W,. Ferner seien in allen Durchschnitten W, 
stetige Funktionen S,,, mit Werten in L(R,L*) gegeben. Geniigt dann die Ver. 
teilung der S, ,, der Vertriglichkeitsbedingung, so gibt es in W, stetige Funktionen 
7 ne Werten in L(R,L*), so dap in allen W,,, die Funktionen F,,.= 8, 

8. 0 8-1 holomorph sind. 

Zum Bowsiee nehmen wir zunachst an, daB {W,} lokal finit ist und dab 
alle W, relativ kompakt in ® liegen. Da % ein holomorph vollstandiger Raum 
ist, kann man & durch eine aufsteigende Folge analytischer Polyeder QB, 
=p{reR, |Ref,(r)| < 1, [Imf,(r)] < 1, w= 1... p}CR ausschdpfen. Dabei 
sind die /,,(r) endlich viele in R holomorphe Funktionen. Die Folge SB, sei 
so gewahlt, daB gilt: B,c B,., und W, cP, ,.,, wenn W, \ GB, + 0 ist(y = 1, 2...). 
Wie in § 4.2 ist B, zu einer analytischen Menge A analytisch aquivalent, die 
in einem Pflaster 8 normal eingebettet ist. Wir sehen wieder die Punkte von A 
und %, als identisch an. Wahlen wir die in § 4.1 definierte Unterteilung T/* (8) 
von § in Kasten 8, hinreichend fein, so ist {A,}, A, = A,, in &, eine Ver- 
feinerung von W,. Es gibt also eine Zuordnung {A} > J, so dab A,C Ww. 
In A,,= A,,-\ A, setzen wir S,,(2) = = S.), (x). Offenbar ist fiir {S,.} die 
Vertraglichkeitsbedingung erfillt. Nach Hilfssatz 9 gibt es deshalb in A, 
— Funktionen S, (2) mit Werten in L(%, L*), so daB F,,(x) = 8, OSs: 

o Sy ; | in A, stets holomorph ist. 

W”— W,A, ist als Durchschnitt zweier holomorph-konvexer Bereiche 
wieder holomorph-konvex und damit ein holomorph-vollstandiger Raum. Wir 
setzen in VO= WW) 1 A,: S, (x) = = S, 0 SF lay: In VY, = vy a ye gilt : 
8, ,0 8; = F,, a,(2). Es gibt deshalb nach Satz 11 in V{) holomorphe Funk- 
tionen PO mit PoFY)-t= P,, 3, Durch die Setzung S® (x) = FY) 16 8,0 
OST ty) ist also unabhingig von A in W°” eine stetige Funktion definiert. 
Offenbar ist FP) (x)= peg S09 8, ,,0(8@)-! = (FQ) o FW in W”) stets holo- 
morph. 

Wir bilden nun in W die stetigen Funktionen 7 (x)= S® (x) 
o(S +) (x))—. Es gilt: pe (z)= TW) (zo Fe +t » aia 1, Man kann zu der 
Verteilung F‘’*" wie in § 4.3 einen Faserraum = {(uy), ye a(wee”y 
konstruieren. Aus Hilfssatz 8 folgt deshalb, da8 in W holomorphe Funk- 
tionen (¢, * 7 (r)) existieren, so daB (4,*7) 0 (tg, *T)—! = (4, FO o( FE *P)-?) 


und G(r) = (, (T™)-1 o*T™) in B, auf €(r) deformierbar ist. Es gibt daher 
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eine Funktion S,(r) = («, H,(r)) in DB, mit Werten in F, die in PB, — B,_, mit 
G(r) tibereinstimmt und in B,_, identisch €(r) ist). Setzen wir 


T® (r)oH,(r)oS’*%(r), falls W,\P,-,+0 


* GS +1 (r) = 
. (r) S°*Y(r), wenn W,AB,-,= 0, 


so ist in Wi" *) stets *FO +) (r) = *S0* YoS,,,0(*S@*))-? holomorph. In 
We-* hat man *S°*)(r) = S(r). 

Ist die Verteilung {S‘(x)} vorgegeben, so kann man also die S”*"(z) so 
bestimmen, daB in B,_, gilt: S (x)= S°* (x). Wir diirfen deshalb annehmen, 
daB unsere Folge {S‘(x)}, y= 1,2,..., diese Eigenschaft hat. Setzt man 
noch S,(x) = lim S®(x), so sind die S,(x) in ganz W, definiert und stetig. 


In allen W,,,, ist F,,..(2) =peeS,,08,,,,°08~* holomorph. Damit ist Satz 12 
fiir den untersuchten Sonderfall bewiesen. 

Es sei nun {W,,«¢ I} eine beliebige offene Uberdeckung von %. Da & 
als komplexer Raum lokal die Struktur einer analytisch-verzweigten Uber- 
lagerung hat, besitzt jeder Punkt x ¢ XN beliebig kleine Umgebungen, die holo- 
morph-konvex sind. Ferner ist R lokal kompakt und hat als holomorph- 
vollstandiger Raum abziahlbare Topologie. Es folgt also, daB R parakompakt 
ist. Man kann daher eine Verfeinerung {V,,A= 1,2...} von {W,} finden, 
die lokal-finit ist und aus lauter relativ-kompakten holomorph-konvexen Be- 
reichen V, besteht. Wie vorhin gezeigt, gibt es in V, stetige Funktionen 8,. 
so dab F,,,,(z) = 8,,° 8,u,),c) S;" in V,,7 V;, holomorph ist. Wir setzen 
jetzt wie in Satz 12 voraus, daB jedes W, holomorph-konvex und somit ein 
holomorph-vollstandiger Raum ist. Wie im Falle des analytischen Polyeders 
, in bezug auf die Uberdeckungen {A,}, {W‘”} beschrieben, kann man in W, 


aus den S, (x) stetige Funktionen S,(2) mit Werten in L(%, L*) konstruieren, 
so daB8 in W,,, stets: F,,,.(z)= 8, oS, os- holomorph ist. Damit ist 
Satz 12 auch im allgemeinen Falle bewiesen. 

5. In diesem Abschnitt bezeichne ® einen holomorph vollstandigen Raum, 
L(R,L*) ein analytisches Faserbiindel im Sinne von § 1.1 tiber R. Satz 11 
1aBt sich leicht zu folgender Aussage umformulieren : 

Satz Ila. Es sei {W,,«¢ I} eine offene Uberdeckung von R. In den W,,, 
seien holomorphe Funktionen F,,., 'F,,, mit Werten in L(R,L*) gegeben. Ge- 
niigt dann die Verteilung der 'F,,, der Vertraglichkeitsbedingung und gibt es in 
den W, stetige Funktionen S, mit 8, c 'F,,,,0S-'= F,.,., so gibt es in W, auch 
holomorphe Funktionen F, mit F,,0'F,,.oF-'= F 

Beweis. Wir bilden wie in Abschnitt 3 zu der Verteilung ‘F,,,, den Faser- 
raum § = {(t,y), «€1, yé a (W,)}. Es gilt dann in allen W,,,: (4, S,,)¢ 
O(t, S,)71= (4, F,,,,0'F51). Nach Satz 11 existieren dann in W, holo- 
morphe Funktionen (1, F,) mit (¢,, F\,)(t, F,,)7= (4, F,,0'F,') doh. mit 
F,o'F OF t= F 


tats 


tits 


°°) Vgl. FuBnote 19. 
Math. Ann. 133 31 
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Wir bezeichnen nun mit @* bzw. G* die Garbe der holomorphen bzw. 
stetigen Schnitte in L(R, L*). H(R,S*) bzw. H(R,S*) sei die 1. Kohomologie- 
menge von R mit Koeffizienten in ©* bzw. G*. Die Satze lla und 12 besagen 
dann insbesondere, daB der natiirliche Homomorphismus von H(R,@*) in 
H(R,S*) ein Isomorphismus-auf ist. Wir werden in [14] zeigen, daB sich 
daraus wichtige Resultate fiir die Theorie der analytischen Faserraiume er- 
geben. 
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Druckfehlerberichtigung 
zu der Arbeit HeLmut ROuRtz, Miinchen, ,,Das Riemann-Hilbertsche Problem 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Math. Ann. 133, 1 — 25 (1957): 
Seite 5, Zeile 20 von oben: ,,fiir die auf x—x’ meromorphe Matrix %( x)" 
statt ,,fiir den auf X—X’ meromorphen Vektor »(z)* 
Zeile 25 von oben: ,,%(x)* statt ,,n(z)* 


Zeile 30 von oben: ,,eine Integralmatrix“‘ 
statt ,,jedes Element des Lésungsraumes*“‘ 
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